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随 着 计算 机 科学 技术 的 飞速 发 展 , 人 类 士 进入 信息 时 代 . 

信息 时 代 基 应 用 数学 大 发 展 的 时 代 , 人 类 长 期 积累 起 来 的 知 
ЖИ ЖӘЛЕП ЕБ 3 次 数学 化 .数学 思想 ,数学 方法 与 数学 模型 
随 着 计算 机 的 广泛 应 用 ,日 益 滩 透 到 各 种 行业 中 去 ， 

当代 ,除了 古典 的 数学 理论 ( 初 等 数学 , 微 积分 学 ,微分 方程 ， 
复 变 函数 等 ) 早 已 得 到 广泛 的 度 用 外 ,一 些 比较 抽象 的 现代 数学 理 
论 ( 集 合 论 .数理 逻辑 、 范 畴 论 . 抽 象 代数 . 泛 代 数 . 代 数 几 何 、 拓 扑 
学 , 泛 函 分 析 等 } 以 及 一 些 新 兴 的 数学 理论 { 随 机 过 得、 时 间 序 列 、 
运筹 学 ,最 优化 理论 ,有 限 元 方法 , 模 类 数学、 混沌 与 分 形 等 ;也 逐 
浙 地 成 为 社会 生产 .科学 宰 验 .工程 技 术 及 经 济 管理 中 不 可 缺少 的 
工 上 县 ,应 用 数学 的 适用 范围 正在 迅速 地 扩大 ， 

为 了 满足 日 益 增 长 的 社会 需求 ,清华 大 学 应 用 数学 系 《现代 应 
用 数学 手册 》 编 委 会 ,组 织 编写 了 这 赛 多 卷 集 的 手册 . 

本 书 读者 是 理 , 工 . 医 , 农 . 经 管 等 各 个 领域 中 的 广大 工程 技术 
大 员 、 科 研 人 员 、 大 、 中 专 院 校 的 教师 .学生 ,研究 生 及 其 他 使 用 数 
学 工具 的 实际 工作 者 ， 其 中 有 些 内 容 对 于 中 学 生 也 是 适用 的 . 

编者 力求 使 本 书 成 为 一 套 高 质量 的 工具 书 , 它 有 下 列 特点 : 

СЕ" 本 书 力求 做 到 内 容 现代 化 , 除 用 现代 观点 
介绍 圳 典 内 容 外 ,对 已 当 现 的 新 理论 、 新 方法 尽量 优先 选 入 . 

(2) 突出 “应 用 ” 本 书 在 选材 上 突出 数学 理论 的 应 用 ,以 通 
俗 易 慌 的 方式 着 重 介绍 在 现代 科学 技术 等 实际 领域 中 应 用 广泛 的 
数学 理论 和 方法 . 

《3) 紧密 “结合 ”计算 机 应 用 ”为 了 更 有 效 地 应 用 数学 方法 解 

. 3. 


决 各 种 实际 河 题 ,广大 科技 人 员 和 迫切 要 求 数学 方法 与 计算 机 应 用 
相 结 合 ,提高 工作 效率 . 为 此 ,本 书 在 结合 计算 机 应 用 方面 ,给 予 特 
别 的 重视 . 

са) 版画 设计 “合理 ”, 便 于 迅速 查阅 ”为 方便 读者 使 用 ,本 书 
采用 了 一 套 较为 完善 的 索引 体系 . 除 正文 中 章 . 节 的 编号 沿用 国 
际 通行 的 十 进 制 编号 外 ,对 于 重要 的 定义 .定理 .例题 .公式 .图 . 表 
等 均 有 编号 . 读者 可 以 从 (1) 目录 ,(2) 中 文 一 外 文案 引 ，(3) 外 
文 一 中 文 索 引 等 三 种 途径 ,迅速 找到 所 需 资料 . 此 外 ,本 书 对 载 入 
的 外 国 科学 家 人 各, 尽量 采用 “名 从 主人 ”的 原则 . 

(5) 数学 符号 力求 “统一 ”与 国际 化 ”鉴于 目前 国内 各 种 文 
献 .书籍 中 使 用 的 数学 符号 不 侣 统一 与 国际 化 ,增加 了 读者 阅读 时 
BENE. 本 书 除 按 国 家 标准 GB3102-93 外 ,兼用 国际 数学 界 权威 
著作 《数学 大 百科 辞典 》(Eneyelopedic Dictionary of Mathemat- 
ies, 下 DMD) 中 的 符号 为 标准 . 对 于 不 在 上 述 文献 中 的 其 他 新 符号 ， 
则 选用 较为 流行 阁 . 

本 手册 各 党 内 容 独 立 完 整 , 便 子 个 人 读者 与 团体 读者 按 需 选 
购 . 当前 应 用 数学 急剧 发 展 , 编 委 会 在 荣 件 成 熟 的 时 候 , 还 将 增 出 
新 卷 . 

本 书 的 编 扎 是 与 清华 大 学 应 用 数学 条 领导 ,特别 旺 攻 树 铁 教 
授 的 热心 支持 ,编辑 委员 会 各 位 编 委 的 通力 协作 ,校内 外 的 许多 教 
师 ,科研 工作 者 的 大 力 支持 分 不 开 的 ,编者 深 致 谢意 . 

在 编辑 出 版 过 程 中 ,还 得 到 清华 大 学 出 版 社 的 热情 支持 . 

古书 从 缩 撰 到 出 版 ,历尽 艰辛 ,饮水 思源 , 缩 者 还 要 感谢 本 书 
的 发 起 人 ,清华 大 学 应 用 数学 系 陆 嫉 教 授 ,北京 出 版 社 李 利 军 编辑 
及 已 故 的 北京 出 版 社 社 长 王政 大 先生 . 

最 后 ,编者 还 要 对 二 人 王 华 敏 表 示 谢 忱 ,没有 她 的 深刻 理解 、 
热情 支持 与 持久 的 帮助 ,本 书 也 难以 问世 . 
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1 集合 与 映射 


1.1 集合 及 集合 的 运算 
111 集合 的 概念 


集合 是 数学 中 的 一 个 基础 概念 . 人 们 往往 只 能 用 "全 体 "六 
体 "“ 汇 集 ” 等 英 同 义 请 描述 “和 集 ”, 却 难以 用 更 简单 的 概念 给 予定 
X. 德国 数学 家 康 托 (G. Cantor) 在 19 世纪 末 叶 创立 了 集 论 . 

集合 的 概念 可 以 这 祥 来 描述 ; 由 确定 的 相互 区 别 的 一 些 对 象 
组 成 的 整体 称 为 集合 (set), 常 用 大 写 拉 丁字 母 如 夸 表示 . 集合 内 
HIRATA (element), Ж ҤЕ T EBR x 表示 . z 是 属 
ТРЕХ лж W EXE z PRT X lie fE z & X. 这 种 
对 集合 概念 的 措 述 仅 仪 是 一 种 解释 ,并 没有 嘉 正 定义 "集合 ”和 "元 
素 ”, 因 为 没有 定义 什么 是 * 整 佐 ? 和 “对 象 ” 

为 了 研究 的 方便 ,规定 一 个 集合 可 以 不 包含 任何 元 素 , 称 之 为 
空 集 (empty set) iz fE Z. 包含 有 限 个 元 素 的 集 和 台 称 为 有 限 集 
《finite set), 包含 无 限 个 元 素 的 集合 称 为 无 限 集 (iniinite set). 

元 素 相 异 和 范围 明确 是 集合 概念 中 的 两 条 最 基本 的 腐 性 . 例 
如 , 某 班 学 生成 一 集合 ,有 理 数 金 体 成 -- 集 合 ,因为 它们 的 元 束 都 
可 以 息 孔 区别, 而且 可 以 判明 其 范围 . 如 果 只 讲 某 班 中 个 儿 高 的 学 
生 , 或 者 只 讲 大 的 有 理 数 ,那么 它们 都 不 能 成 为 一 个 集合 ,因为 “个 
ILA M K” ARH RR. 

为 了 明确 集合 X ЩИ Ет EÓ AAA RREK 


示 X. 
列举 法 适合 于 有 限 集 或 元 素 可 依 某 种 次 序 排列 的 无 限 集 ,其 
“1+ 


жИН ЕЕЕ! APAE JS Ж. 例如 
А = {а,&,с.й,е}, 
下 一 Toy 
集 4 由 5 个 不 同 的 元 素 组 成 . 集 怀 则 是 由 1 ЕД ЕК A 
РА Б ТЕ. 
描述 法 适合 于 全 体 元 素 均 具 有 某 种 特性 的 集合 ,其 一 般 形 式 
为 
X= =z|P(z)), 
其 中 PC(，) 是 某 个 谓词 ,表示 式 指明 集合 * ЖЖ ИИ P(x) 成立 
的 全 体 之 组 成 的 . 
例 1.1.1 自然 数 集 N, 整 数 集 Z, 有 理 赦 集 @@, 实 数 集 有 , 复 
HEC: 
N = {aja = 1.2, = {L2 nane} = inkas 
Z 一 {zl 工 一 0 或 EN 或 一 TEN 
={0,1, — 1,2, — Beun, п), 
o=-|:= lp E Za ENS), 
R = {z| — oo < z < оо}, 
C = {= =a +ib|a,b € Ri= /— 1}. 
例 1.1.2 二 维 欧 几 里 得 空间 E PA ЕТ 2 СЕ 
R', 
R" = (x= (ху,х,,,т„)|т, € Ri = ,2,= n). 
特别 ,R': 一 及 . 
例 1.1.3 关于 变 元 x 的 次 数 不 大 于 的 复 系数 多 项 式 全 体 
成 一 集合 


P, = {Par [asrasa € c). 
#=0 


在 集合 论 中 ,所 有 其 它 概念 可 由 集合 与 元 素 的 概念 及 关系 
“2， 


“єн. 

定义 114 如 果 焦 合并 的 匹 豆 都 属于 集合 了 , 即 >€ Хе 
TEYK X EY 的 子 集 (subset), 记 作 关 CY ҮОХ,#{Н*Х 
包含 在 了 中 "或 “7 aS X” ЖД YTRER ХЛ ХИУ RYD 
X. mE ХСУНҮСХ, Ш X Æ Y 的 真子 集 (proper subset). 
如 果 XSY BR YC X, 6 ЕЁ ДХ Sg ҮШ EXSY. Hi 
IE E НЕА ГЕ. 

[жел Е ne C”, B r H а а ор SPE r Z и 
应 用 于 集合 与 集合 之 间 . 例如 ,zx ERA X 的 元 素 , 可 利用 “€ " 表 
TREX X 的 单个 元 素 x 构成 的 集 {7x} 与 卫 本 身 的 关系 则 表示 
成 {rx}CX. 

由 定义 1.1.4 空 即 推出 关于 集合 的 如 下 两 条 简单 性 质 : 

(1 rEXS{r СХ; 

(2) XCY.YCZ=XCZ; 

定义 1.1.5 设 蕊 是 一 个 集合 , 则 以 天 的 所 有 子 集 为 元 素 构 
È- TRE И X ЕЕ power set) IIE 2X). 

TR RRA ИГЕНЧЕ. 

D ВЕ PH X€ Z(X5; 

(2) +€ X(+) E S2(X); 

(3) ҮСХӨҮЄ Z (X). 


11.2 并 和 集 与 交集 


定义 1.1.6 设 民 与 了 是 两 个 集合 ,由 属于 浆 或 了 的 所 有 元 
ZARTE. H AX SY HHE nion). ite XUY. 由 既 属 
于 站 又 属于 Y 的 所 有 元 素 组 成 一 个 集合 , 称 为 XX 与 Y 的 交集 (in- 
tersection) JEE XAY. 

通常 ,并 集 简 称 为 并 ,交集 简称 为 交 , 集 台 X 和 了 的 并 与 交 ， 
描述 法 表示 : 


XUY= {xlxEX Ñ XEY), 
XNY= |z€ X RB xE€EY). 
集合 X Tl Y 的 并 与 交 ( 用 阴影 表示 ) 的 示意 图 如 图 1. 1. 


图 1.1 


#0. ЫХ, УПА. DIARI А 属于 某 指 标 集 4 的 全 
族 集 合 X, 的 并 与 交 . 当 4 一 {1,2,…*,n} 或 A 二 N( 自 然 数 集 ) 时 可 
以 写成 4 ‚ДА. ,或 A,A. 

由 定义 1.1.6 立 即 推出 下 面 的 性 质 ， 

定理 1.19 ЪЁ ХУУ 是 任意 的 集合 , 则 成 立 

(1) RE XUX=X,XNX=X; 

(2) Ж XUY=YUX.XNY=YNX; 

(3) 结合 律 XUNUZ=XUYUZ), 

í XNNNZSXN YNZ; 
(4) 分 配 律 XUNAZ= XANADU YAZ). 
AXNANUVZ=AXUDAYUZ); 

《5) 吸收 律 AXUNNAXSX (XNANDUX=X. 

需要 痢 出 , 推 证 集合 关系 式 有 两 种 基本 方法 , 一 种 是 分 析 集 合 
包含 的 元 素 , 这 是 最 基本 的 方法 : 另 一 种 是 直接 利 月 明 蜡 的 或 已 经 
得 出 的 集合 之 间 的 包含 关系 及 等 式 ， 在 正式 给 出 分 析 证 明之 前 ， 
可 利用 示意 了 图 从 直观 看 关系 式 的 正确 性 ,有 时 能 帮助 寻找 证 明 线 
索 . 作为 例子 .下面 给 出 定理 1.1.7 中 分 配 律 (XUY) 门 Z= 

«4. 


{到 站 27YU(Y 门 2) 的 示意 图 (图 1.2) 及 一 个 证 明 . 


(XUYNZ СПЦ П) 


图 1.2 


11.1.8 ХОУ ПЕЕ (ХПА) КУПА) ВЕНА. 

一 方面 ,分 析 集 合 包含 的 元 素 , 若 zxE(CXUY) 站 Z， 
162. BR z€ XUY Bl z€ X sk z€ Y. 4 >€ X 8 >€ X ”1Z , 当 
r€Y E z<€Y0Z, MW 

r€ (x Y Z U eY r) 2). 
x 的 任意 性 及 定义 1. 1.4, 我 们 得 到 
(XUY)ñn zc (x nZ) U ty ПА). 
另 一 方面 ,利用 明显 的 集合 之 问 包含 关系 式 
XUYDX.XUYDY, 


# 


(UY ПАХ ПАХ ОУ NZIOrFNZ. 
由 此 即 得 
(XU) ПАР ХПА ЦКУ П 2). 
纤 全 上述 两 个 方面 ,最 后 得 到 
(KUY) Z= (X 02) U ty n 2). 


L 1. 3 ” 差 集 与 余 集 
RM 11.9 设 瑟 与 了 是 两 个 集合 ,由 并 中 不 忆 于 7 的 全 体 


. 5. 


ЖУ Ek X 5Y ЖЖЖ (difference set) EE X—Y 或 
X\Y. EÜ 
X—Y= r€ Хаё У). 
WE YOX, MPR AX Y A Y жЕ X В ТЬ Ж Comple- 
mentary set) GLIE CCY) 或 Y". 
REX 15 Y АЭ СТН ЗУЛ УВА ВИТЕ 1. 3. 


Х-Ү Cr(y) 
图 1.3 


定理 1.1.10 下 列 基 本 性 质 成 并 : 

(›Х-Х=@,Х—@=Х, 

(2) Ж XTY, M Х—Ү=@,; 

43) (ХҮ) ANAZ=(XA2— YAZ); 

(4) (Z—X)—Y=Z—(XUY); 

‹5) # XCZ,YCZ, 则 和 一 了 一 入 站 CCY); 

(6) XUY=(X—Y)U(Y—X)U(XPYY); 

(7) CrCl YV SY Y NCN = 07; 

(8) ФҮСХ.ЩҮЏС‹ (У) =Х; 

Q) X= U X= N XX); 

ао) x- ПХ U XE). 

定理 1.1.10 中 的 (9) 和 (10) 是 联系 并 交 关 系 的 两 个 非常 重要 

的 恒等式 , 称 为 德 ' 摩根 (De Morgan) 公 式 . 特别 

СХ U Y) = CX N CY, C,(X N Y> = СХ U CY. 

. 6 .- 


1-1-4 积 集 与 投影 


任意 两 个 元 素 了 5 y But AAF (л. у), Уух Еу 
的 序 对 (ordered pair), 有 序 是 指 当 = 天 yw r.n Aly) ,而 且 
rey) 一 一 一 
定义 1.1.11 iX jY EW T G. X WJ ЖУ Y ул. 
素 配 成 的 全 体 序 对 成 为 8, ОУ X 5 Y ВЕ А (product 
set) (EIE X xY ,BlI 
ХхҮ= {rr € Х,уЄ Y). 
并 与 ?分 别称 为 序 对 (xz,y) 在 集合 X 上 与 集合 了 上 的 投影 (pro- 
jeetion), 记 作 
Prxy(z,y) = х 或 pnay = z, 
Pry(r y) = у 或 Pri(z,y) = y, 
图 1-4 为 积 集 与 投影 的 示意 图 . 


Рту Сх.у)= y 


r= фт (л, у) 


图 1.4 


定理 1.1.12 下 列 命 题 成 立 : 

(1) XXY= = X=@ s= Y= Pf; 

(2) Ж ХхҮ= 07.1 
XxYcXxYe Xc XYcCY; 

(3) (XZ<XY)U(KxY)=(XUX)xY; 

(4) ХХР ПО ХӮ (R YX YND: 


(5) 设 ZCX. YOY. 
СО x Py [C x Y U [X x СОЈ 
=[X хс л U C x Y]. 
一 般 地 ,我 们 可 以 定义 个 元 素 的 序 组 (xi za ma). 规定 : 
(уулуу, ) = (2 Ty tu Ti) 
2] 一 КЕЯ = хро, = т, 
并 有 日 定义 个 集合 Х.Х, Xa 的 积 集 为 : 
X, X X, хех X, = rir) TE Klin 
FA oro zB A: 


Pra (r элэ бал) = z; 


或 рт буриад) о 12 
ША ХХХ, ХШ X X... X, В Х.Р 
IH X=R 是 实数 全 体 时 , 积 集 : 

R'—R X R X “XR, 


ШЫ 
就 是 例 1.1.2 给 出 的 x КЛ H 48 E [н] E" рве K. 若 (x1， 
maza) ER ДАЯ ДЕШ z MEA Ca zi z.) TE E [8] 
E" 中 的 第 :个 坐标 . ШЖ 824 X CR E -KRAOS S ИД 
XXX Xoe X X, 是 空间 E” 中 的 n 维 长 方 体 . 


1.2 映射 
1.2.1 映射 与 北 映 射 


定义 1.2.1 ÚX jY eW EZE E ME Tp 
规则 /. 843 It EX AEEA YEY 与 之 对 应 ， 
WELS EA X AY 内 的 映射 (mapping}, 记 作 
Jf: X— Y. 
TA у RACE r 在 映射 Р ЗА (паре) ЛО у= РО у= 
-Re 


Lampa aut, а 


fx. 对 于 任 一 固定 的 yEY 了 .集合 下 中 在 /下 以 y 为 每 的 元 率 组 成 
的 集合 可 以 是 空 集 》 
{з Є XIa) = y} 
FK S y ТЕВЕ / ТЕЛИ НЫЙ Gnverse image). 集合 X 称 为 映 
РЕ S BR (domain) , 记 作 D( f). 集合 
FXO (уа) lz € X; 

НХ 中 所 有 元 素 的 象 组 成 , 称 为 映射 /的 值 域 (range), 也 记 作 
RE 一般/(X)CY./(X) 可 以 是 Y 的 真子 集 . 如 果 OSY, 
则 称 了 是 从 关 到 了 上 的 映射 或 从 X 到 了 的 满 映射 Csurjection)， 
或 简称 是 映 上 的 . 

注意 “从 和 到 了 内 的 映射 tmapping of X into Y)” 57“ X, X 3 
Y 上 的 映射 (mapping of X onto Y)" 两 种 说 法 之 间 的 差别 ,前 者 值 
域 可 能 是 Y 的 一 个 直子 集 , 也 可 能 是 Y, 后 者 值 城 就 是 Y, 见 图 


ИХЕ ANAY 上 的 映射 


图 15 


对 于 给 定 的 映射 子 : 区 一 ,为 了 指明 对 应 的 元 素 , 也 常用 记 


ap 


fixi > y. 
这 时 定义 域 DC 由 需 男 行 给 出 . 例如 
ех mg, s € [0,1], 
表示 ER -个 映射 ,每 个 x€E 0,1] 在 了 下 对 应 的 象 /(z)= 
og 


х.ро 10.11]. 

ИИ r as ET. 

f: [a,b] — R 
是 定义 在 区 间 [La,6j 上 的 一 元 实 值 函数 ; 

J: GCR: — R 
EEE n ЖЖ О Ер n EIE Ж. 

TEAS- RRA ОСБ АС S IE С" (а.б),л=0, 
152,66. 5 Са Р ТТЕ РРС Са AD БАА n 阶 导 数 的 
复 值 画 数 集 , 即 

C"(a,b) = ЈУ : (абу > C, f” Elab) EEE}, 
Py], n=0 Ш.С" (а, 5) (a ,b) БО ЮР ЧЕ, RI iu Е 
Cta,6), 但 经 常 限定 考虑 实 值 函 数 ,在 (a,6) 上 具有 连续 阶 导数 
的 实 信函 数 全 体 仍 用 记号 Са, узв як. 对 于 闭 区 间 有 类 似 的 记 
号 C'[a 5]. 

定义 1.2,2 ШЕ: ХУ ур: ХУ М 

Tix) = р(х), үз ЄХ, 
旭 称 站 与 g 相等 , 记 作 f=g. MR f XoY 
J= s, үт ЄХ. 
这 里 y €Y 是 一 个 固定 元 素 , 则 称 f 为 常 值 映射 (constant map- 
ping). Æ X=Y, HE 
fe) = z, V z€ X. 
则 称 了 为 和 的 恒 等 映 射 (identity mapping) ,通常 记 作 1x sË 1. 

N 123 WRR S! X-Y 对 于 任意 的 x,x/ EX 成 立 

хз х'=>/(х) 5 ](х'), 


或 等 价 地 
JG) = fr r, 
则 称 了 是 从 筷 到 的 一 对 一 的 映射 或 1-1 映射 injection). 如 果 
F: XY E l-l ЯН, ДЕЕ 了 为 X 5 Y 的 一 一 对 应 (one-to- 
.10。 


ee et 
бк а. на эше ~ o 


one correspondence )sË А X F) Y F ng 1-1 gh. k 8 7 为 观 映 
$j (bijection). 水 意 如 图 1. 6. 


不 难看 出 ,1-1 映射 与 “一 对 应 的 共 癌 特征 是 突 义 域 中 涉 同 
元 素 对 应 着 不 同 的 象 ,不 同 之 处 是 1-1 映射 可 以 不 是 满腹 射 , 放 一 
一 对 应 必须 是 满 觅 射 . 换 句 话说 , 若 f: X-=Y Ж 1-1 Ш.Ш Н 
ROU B| FE Y 的 真子 集 ,对 每 个 yE RCA) ,有 唯一 的 *EX 使 得 
JTD =y f ХҮ E ШИЖ RO= YTA y € 
Y, AHE H >€ X Mi /от)=у, 

{1.2.4 (1) B f: RR, РО) =sinr, f A E И ИН; i 
g R.>[ -1.1l.g(zr)=sinz,z ДЫШ]. 

(2) ERAR Роа) =е f E 1-1 ши. R— (0, 
eg 一 eg 是 一 一 对 应 . 

(D ЭНОХ СГ а. В Ву ИЧ 


feg Fwar, gE Са), 
EAH ЖЛЕ 1-1 ШЕЙ]. 
D EPEC [ab] ШЕ ee ЧН + кее 
E Са) Са Б) ЕЕЕ. ДЕ Pte nq Ид 1-1 的 ， 
(5) ЖАША ЗИ Ж.х = Gre t d у= бу yaaa 
,出 线性 替换 
б. 


ee da 


Tix i= y — Ax 
确定 R' 到 RR" 的 一 个 映射 . 当 ЧетАзео PF, f ДЕҢ" FR 4 - 
=. 

E125 £ f: X—Y E -AA BRE УЄҮ 有 唯 
хех 8 у= г), 则 由 上 可 以 定义 -个 映射 V: Y— X. 
了 у)= xr SERY у= 0). 称 为 广 的 逆 映 射 (inverse map- 
ping). НЕЯ дБ A БОВЕ AET. 

11.26 01. 2.4 BB (2 PH z ADRY /. 

g 的 道 映射 为 
£ 'i(0.56)— R, er) = lnr. 
当 derA0 B, АНЕ А 8 
Pix = y= Ax. 

更 一 般 地 , 对 于 给 定 的 映射 了: X—Y. s| E УЯ X {ҖИ 
POOE Y ТЖ PONZ ERRA RO TARA GA E). 这 时 
了 是 否 一 一 对 应 并 不 重要 . 

定义 1.2.7 设 上 :X->y 是 任 一 给 定 的 映射 ,对 每 个 4E 
PXS 

КА) = iy € Y|y = or € А}, 
集 f(4)E (YB Ый AES FAUR XS BEP 
J” (B) = {z € X|f(z) € В), 
集 广 (B)E СХЕ B E f КЕПИ НҮШ. FE f: X> 
Y FERI 
f: (X) —+ BY), fl): POY BR). 
示意 如 图 1.7. 

应 当 注 意 ,定义 1.2.7 中 也 采用 了 符号 f ,但 它 一 般 不 是 了 
的 道上 映射， 

例 1.2.8 设 久 ={1,2} ,了 二 11,3,4), 有 映射 


+12. 


Añ FERIA BOS FEER?) (В) 


L: X— Y, Г) = z*, 

则 
PAO = G1), {2X}; 
ZT = {@.{1}.{3}++44},{1,3}.{1,4},{3,4},Ү}; 
Гай) = В, = (fO) = GLID = iO = 141; 
РОХ) = (FA) A) = (1,4) € (УЭ; 
f '(@y= 8) =й. Ир = 7 1,3) = (15: 
гаю = fr da 4p = (25, 
1,4) =f N = X € (X). 

定理 1.2.9 Ü f: XoY 是 任 一 给 定 的 映射 , A A. € 
PX) В.В. OF), 则 如 下 性 质 成 立 ; 

(1› ATASS ADC A); 

(2) ЛСА UAD = /(А)\)/КА,„); 

(3) РА АССА ОПУСА; 

U) ROB: >f ВОС 1(В,); 

(6) f B ОВ f BOUS B 

6) f (B. ПВ) f BONATE); 

(7) B,DB,=f B Во) = В, F Ba); 

(8) fO B= B NFX): 

(9) ЎСА ООА. 

+13 。 
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1.2.2 映射 的 图 象 


定义 1.2.10 ШЕВ Г: ХУУ, А Fom z€ X 有 
相应 的 元 素 SO EY, 序 对 C(x, 人 (xz))EXXY ,全体 序 对 组 成 一 个 
集合 

CGO = {r alr € X). 
CORRE X XY 的 一 个 子 集 , 称 为 了 的 图 象 (graph). 
映射 了: X—Y М ССНУ SLE 1. 8. 


38 X ч ҮР BEI, SO X—Y ARA GOR БОШ NEA 
数 图 形 上 点 的 全 体 所 成 之 集合 . 

定义 1.2.10 表明, 任 一 映射 Ху Т ССРС 
XXY, HEREA rE Х,Т {ЕЖЕ оС Ж (т. у)Є 
CUE уе). R MRES FC XxY 共有 如 上 特征 性 
上 质 , 即 对 每 个 EX FER HEEG EEM E 8 LE 
义 了 一 个 映射 f KY O= H E= C; C). I kaj K. ВА 
KRERET AR SAER IERM XXY HTE E SE. 


1.2.3 映射 的 延 拓 与 限制 


ЖУ. 12.11 设 有 了 映射/: X—Y.e XY, MEH CX, 
如 果 
“14. 


х) = gir) V a= € x 
RMP A g ТЕХ БАЈЕ НЗ ЖЕ (extension),#k g 为 上 在 
X CARH restriection ЗЕ р = |, 
从 定义 1.2. 11 看 出 , 若 g= f Я.Н 
G(g) = СУУП ХҮ). 
这 里 Cg) 与 CC 门 分 别 是 上 5 f Bp yz (S. 
例 1.2.12 É /(хт)= [sin т},—со<\д<оо,р(х)=вїп z, 
Krsa ДРЕ g 0—0, со) EB зе B: f ТЕГО, ЕЙ 
= f [0,xJ. 


例 1.2.13 Roa #00) = Уа, |z <1, 
则 当 jz1<1 时 .rzy?=g(z) A ЈЕ р ЕН, gO, 
1). 
L24 映射 的 复合 


定义 1.2.14 ИНИ Р: XY,g : Y>Z. iH / 5 g f 
一 个 新 的 映射 请 : 2, 
А0) = gG), V z € X. 
h 称 为 了 与 g 的 复合 映射 (composite mapping) IAF A= z ° f. 
复合 映射 x。 了 示意 图 如 图 1.9, 


定理 1.215 BARYA TER F SEDE: 
(1 f : ХҮ. g: Y=Z, h: ЙУ, MJ A ° (g ° fy = 
(Ав) Г. 
(2) ËL f: X—Y 尾 一 一 对 应 , 则 
fr'ef =p, f f l! = 
REI 与 五 分别 是 区 的 与 Y ЕЗ. 


12.5 集合 的 特征 函数 


ЖУ 1.2.16 设 4E: 多 (X), 具 有 如 下 性 质 的 映射 Yat X— 
{0,11} 称 为 集合 4 的 特征 函数 (charactetistic function): 
le EA 
ХА) = 0, z€A 
定理 1.2.17 集合 与 特征 函数 之 间 有 以 下 几 个 基本 关系 : 
(D ASSY aE; 
А= 06у, (х)==0; 
(2) AC BC 22(X)5Z,(z)=SZ Xe (z); 
(3) A=BE P(X SY) S= Xel) Y x€ X; 
(4) 设 AEP) ,iE A 有 4 是 某 一 指标 集 . 


令 


则 成 立 


ХАС) = maxXa (z), Xal) = minX, (т 
AEA л 


定理 1. 2. 17 中 的 (3) 表 明 ,和 的 任 一 子 集 4 完全 由 它 的 特征 函数 
所 确定 . 

13 集合 的 基数 

L31 对 等 与 基数 


集合 的 基数 也 称 集合 的 势 ,用 以 刻画 集合 中 元 素 的 多 少 ,是 集 
«16 ` 


合 论 中 的 一 个 重要 概念 , 对 于 有 限 集 来 说 .自然 可 以 用 元 素 的 个 数 
来 定义 其 烙 , 但 是 对 无 限 集 不 能 说 元 素 的 个 数 . 四 此 ,通常 十 选取 
EHRE” GREER IERRA RE”, ERE DERE 
BERRIREN AH А Ban p E Z H 
Ж РР Et Br. 

设 Af. = 11.2. nl PEB n + Ë ЖОН БЕТЕП. 我 们 林 以 
用 有 限 集 序列 


Mi .М„ е 
作为 有 限 集 的 “尺度 "车 XX 是 - -个 有 限 集 , 则 X 必 与 某 个 М, 一 
-对 应 wa ЭЁ X dus ЛУИ E X 中 元 素 的 个 数 ). 

问题 在 寺 给 出 基 虔 无 限 集 元 素 多 少 的 恰当 的 * 忆 度 ” 

定义 1.3.1 WREG X ERS Y Е -对 应 三: 总 
>Y MIP X H F equipotent о), X— Y, 

对 于 有 限 集 , 从 定义 1.3.1 可 以 推出 下 述 结论 ， 

D 有 限 集 不 能 与 其 真 于 集 对 等 . 

《2) 有 限 集 之 间 对 等 的 充分 必要 条 件 是 元 束 不 数 相等 . 

下 面 的 例子 和 定理 表明 元 限 集 与 有 限 集 存在 着 本 质 上 的 差 


例 1.3.2 以 下 二 个 集合 相互 对 等 : 
自然 数 集 和 一 112，3， n е}: 
AHE X={1,3; 5e, 2n] stet; 
偶数 集 工 一 12 46 2n, h, 
因为 存在 -一 对 应 
fiN>X, Уп) = 0н 1, VnEN; 
Z#:N—Y, (п) = 9, ҰаЄ №; 
h: X—Y, Ах) = 2+1, үхлєй. 
所 以 МУХ У. 
可 见 , 尽 管 奇 数 集 和 偶数 集 都 是 自然 数 集 的 真子 集 ,但 它们 部 
+17 


与 自然 数 集 对 等 (存在 一 一 对 应 ). 因此 奇数 , 侦 数 ,自然 数 三 者 "一 
。 定理 1.3.3 每 个 无 限 集 必 有 与 其 对 等 的 真子 集 . 换 句 话说 ， 

不 存在 与 自身 对 等 的 真子 集 的 集合 必 是 有 限 集 ， 

不 难 证 明 , 对 等 关系 “一 ”有 如 下 三 个 基本 性 质 ， 

(D 自 反 性 X-—X, 

(2) 对 称 性 Я X-—Y.W y— X; 

(3) 传递 性 E X—Y.Y-— Z, MJ X—Z. 

定理 1.3.4( 伯 恩 斯 坦 (Bernstein) 定 埋 ) 若 集 合并 有 子 集 
ARSYET B. F X—B,Y—AIN| X—Y. 

这 个 定理 可 用 于 判断 两 个 集合 对 等 . 

育 了 对 等 的 爸 念 ,可 对 集合 进行 分 类 ,彼此 对 等 的 集合 组 成 - 
类 ,彼此 不 对 等 的 集合 分 属 不 同 的 类 , 这 样 , 便 能 在 有 限 集 “元 素 个 
数 "这 一 概念 基础 上 进行 推广 

定义 1.3.5 彼此 对 等 的 集合 , 称 它们 具有 相同 的 基数 (car- 
dinal number) 或 势 (botencey). 彼此 不 对 等 的 集合 ,你 它们 有 具有 不 


同 的 基数 . 集合 X HEREN. XY ЕХ =Y. 空 集 的 基数 
为 等 . 有 限 集 的 基数 是 元 素 个 歼 . 

引入 基数 的 概念 是 为 了 研究 无 限 集 的 亏 素 的 多 少 . 但 是 无 限 
集 的 基数 已 不 是 具体 的 自然 数 ( 空 集 各 限 集 邓 基数 是 非 负 整 
数 ), 需 要 用 … 些 特殊 的 记号 来 表示 ,但 为 了 区 别 元 素 的 多 少 .基数 
之 间 仍 应 有 大 小 关系 . 

定义 1.3.6 MERRE X SSO Y 的 某 个 子 集 , 担 X K 


ЖЕР ҮЛ X ERU РҮ Ж iX < Y УХ. 
定义 1.3.5 并 未 给 出 无 限 集 的 基数 ,这 是 -个 复杂 的 问题 . 但 
是 ,确实 存在 基数 不 相同 的 元 限 集 . 而 且 可 以 证 明 , 不 存在 茶 数 最 
大 的 集合 .因此 有 无 穷 多 种 上 划 笋 人 小 不 同 的 无 限 集 . 
18+ 


Te 


THIERR ж: 一 类 是 与 自然 数 集 具有 相 问 
基数 的 所 有 无 限 集 ; 另 一 类 是 与 区 问 [0.1] 具 有 相同 基数 的 所 有 无 
限 集 . 


1.3.2 可 列 集 


定义 1,3.7 与 自然 数 集 N 对 等 (或 说 具有 相同 基数 ) 的 集合 
称 为 可 列 集 或 可 数 集 (qdenuraerablc set). 可 列 集 的 基数 记 作 中 
读 作 “ 阿 列 夫 零 ”. 

显然 ,任何 无 限 集 必 含有 可 列子 集 , 因 此 可 列 集 基 最 "小 ”的 无 
限 集 . 若 和 是 一 可 列 集 , 则 存在 -一 对 应 上: Nə X. $ 

„= (п), V n€ N. 

因而 蕊 中 的 每 个 元 素 可 以 按 一 种 确定 的 编号 加 以 排列 ， 
这 就 是 说 ,每 一 个 可 列 集 对 永 关 一 个 无 穷 序 列 ， 

为 了 氢 述 方便 ,我 们 把 有 限 或 可 列 的 集合 称 为 至 多 可 列 集 . 

定理 1, 3.8 可 列 集 有 下 列 基 本 性 质 ， 

(1) 可 列 集 的 任何 子 集 是 至 多 可 列 集 . 

D 有 限 个 或 可 列 个 至 多 可 列 集 的 并 和 集 是 至 多 可 列 集 . 

(D # X рҮ WR Х xY 也 是 可 列 的 . 

例 1.3.9 依 定理 1. 3.8, 下 述 集 台 均 为 可 列 集 ; 

(1) 整数 全 体 所 成 之 集 Z. 因为 它 可 以 表 成 

Z=NUir| —z € N) U {0}. 
D 平面 上 格子 点 金 体 所 成 之 集 
= Zx 7,= (ро) |р € 2). 

在 直角 坐标 条 下 ,平面 上 两 坐标 zx 与 y 均 为 整数 的 点 tx,y) 称 为 
格子 点 . 

(3) TERR Q. 因为 枝 个 有 理 数 + 可 表 成 唯一 的 婚约 分 数 

. 19 . 
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РЄ 

它 对 应 着 (p,9)EZXN. [ЕШ Q 对 点 着 ZxN 的 一 个 无 限 子 集 ,位 
ZXN ря. 

ОЕТ ЕЗЕР. АШИ R. 对 于 固定 的 自然 数 ”次 数 
ал 的 整 系数 多 项 式 的 全 体 对 等 于 积 集 下 一 也 XZX xZ. 

D 代数 数 全 体 所 成 之 集 . 整 系数 多 项 式 的 实 根 称 为 代数 数 
《algebraic number). 每 个 次 多 项 式 至 多 有 个 实 根 . 

根据 对 等 关系 的 对 称 性 和 传递 性 ,任何 两 个 河 列 集 之 间 必 存 
在 着 一 一 对 应 的 映射 . 在 上 述 讨论 中 ,“ 可 列 " 的 说 法 可 改 用 “基数 
Эзе 的 说 法 . 

定理 1.3.10 EX EIRE Y 是 有 限 集 或 可 列 集 , 则 XUY 


к= 2. 
q 


lI 
>l 


这 个 定理 是 说 ,在 一 个 无 限 集 内 添加 有 限 个 或 可 殉 个 元 素 ,不 


1.3.3 连续 点 集 的 基数 


并 非 无 限 集 都 是 可 列 集 . 

定理 1.3.11 区 间 [0,1] 是 ~ 个 不 可 列 集 . 

这 个 定理 有 不 同 证 法 ,一 般 都 用 反 证 法 . 由 这 个 定理 引出 如 下 

定义 1.3.12 区 间 [0,1] 的 基数 称 为 连续 点 集 的 基数 (cardi- 
nal number of continuous point вет), ХЕХ, ЕВО) 

OE X 1.3.0 有 Ои Cy rh n EARN CE 
具有 个 元 素 的 有 限 集 的 基数 . 由 于 无 限 集 必 含 有 可 列 集 ,因此 在 
Ж у ЖОР. Б УД, 为 最 小 . 

定理 1.3.33 下 列 集合 的 基数 均 为 从 : 

。20 。 


(1) 实数 全 体 R. 

(D 任意 区 间 ( 人 ee) .[a 52. tab]. 

《3》 无 理 数 全 体 所 成 之 集 . 

Са) 超越 数 全 体 所 成 之 集 . 非 代 数 数 的 实数 称 为 超越 数 (tran- 
scendental number). 

(5) 实数 列 全 体 所 成 之 集 , 即 

(= = {Tz} |z, € R,1 & xn < оо}, 

《6) 集合 R°. 

D 集合 Ciak] 

(8) 由 两 个 不 同 元 素 ( 如 0 与 1 两 个 数 ) 组 成 的 无 穷 序 列 的 全 
É. 

(9) 任 一 可 列 集 的 子 集 全 体 . 

下 面 的 定理 表明 存在 基数 大 于 洽 的 集合 ,而 且 不 存在 基数 最 
大 的 集合 . 

定理 1.3.14 XRRR MX HRR ZOO X у 


子 集 全 体 ) 的 基数 大 于 X HERATI X. 


1.4 顺序 关系 及 等 价 关系 
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实数 全 体 有 大 小 顺序 . 自然 数 全 体 N 可 以 从 小 到 大 加 以 排 
Phl Zene. 但 是 只 讲 “ 大 小 顺序 * 并 不 够 用 ,例如 有 理 数 全 体 
Q 可 列 , 见 例 1. 3. 9 中 的 (3), 即 Q 的 元 素 可 按 ( 由 QQ 与 N 的 一 一 
对 应 确定 的 ) 某 种 顺序 如 以 排列 ;而 此 种 顺序 决 非 * 大 小 顺 弃 ”, 因 
为 任意 两 个 有 型 数 之 间 有 无 穷 多 个 有 理 数 . 

下 面 建立 一 般 的 顺序 概念 . 

定义 1.4.1 设 集合 X 关 好, 如 果 对 总 的 其 些 元 囊 之 间 闪 定 

©21* 


TPRI ЕСА ТЯ: 

(0) ВЕ: т<. V z€ X; 

(2) 上 反对 称 性 ; z.y Х H z< y. yr r= 

(3) 传递 性 ; rey ЄХ Н z<y,y<z== r<; 
Ше вне х Ау ВВЕ (рага! ordering). Hi X EB 
H їй САВ РЕ СрагпаЦу ordered set). 有 时 也 把 偏 序 集 记 作 
(X.<). 19 МОХ. ЯНЕ УС М.Й ху. В Й ул, 
И +ЕШ {ӨҢЕ <, M rh [ESE ARA [ЧИЕН ДВ < M 上 
的 一 个 全 序 (сота! ordering), М 是 站 的 全 序 子 集 (totaliy or- 
dered subset). 特别 , 当 M=X Е. РХ ВЕ (totally ordered 
set). 

显然 , 偏 序 集 必 有 全 序 子 集 , 按照 偏 序 < {ИЛЕ X 的 任意 两 
个 元 素 之 间 不 一 定 部 能 比较 ,都 能 比较 时 Х 便 是 全 序 集 , 因此 ,全 
序 集 也 是 偏 序 集 , 但 含 序 集 可 以 不 是 全 序 集 . 

“rz<y 可 以 读 作 "> 在 > 前 ?或 “> Жог”. 

例 1.4.2 (1) 设 斑 是 以 集合 为 元 素 的 集合 , 则 集 人 台 的 包含 
关系 己 是 了 上 的 一 个 偏 序 , 它 一 般 不 是 匀 上 的 金 序 . 

《2) 通常 的 不 大 于 关系 所 是 实数 集 R 上 的 “自然 的 "全 序 . 

O Жа ЕК 上 规定 : 

x < уел, м, i= 1,2,6. 

ЖШ x= lrst t z) y= (yr yas y ER. ERLER 上 
的 篇 序 而 非 全 序 ， 

Ч 在 自然 数 集 N 上 规定 : 

z,y € N, x < y € y J z BJ ЖЩ. 

关系 < 是 N .上 的 偏 序 而 非 金 序 . 

偏 序 和 全 序 概念 是 我 们 所 熟悉 的 实数 大 小 顺序 概念 的 一 神 推 
Г. 在 可 能 的 情况 下 ,可 以 在 ~- 些 集合 中 规定 各 种 偏 序 或 全 序 ,而 
所 可 以 把 实 ( 数 ?直线 上 点 集 的 最 大 值 与 最 小 值 , 以 及 上 界 与 下 界 


. 922. 
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的 概念 ,分 别 推广 于 偏 序 集 及 其 子 集 ， 

жаз ихт, Ir <. 如果 存在 EX, 使 得 
IEH rha rE X, BU TEIE a < л, Ша R: X ЖЖ 
(maximum element). 如 果 存 全 部 闫 , 使 得 任何 xz 关 5.xEX. 都 本 
能 成 立 хр MPR p E: X 的 极 小 元 (minimum element). 设 ME 
X. 如 果 存 在 aC X, ВН + <a, зем, Шов X ТИЙ M 
的 一 个 上 界 (upper bound). m RFE BE X BIB B< Y Q-C M. 
MER S E X 0 МЕ ТЕ Cower bound). 

i ӘРЕ ВМА Ж Er KO san Луй. ЖИЕК КТЕ 
集 也 不 一 定 都 有 上 下界 或 下 界 . RERE X THEI ша X 
HRA a 或 极 小 元 2, 那 末 并 不 意味 着 <a YE 或 5<d， 
YYES, 因 为 按照 偏 译 <,X 中 可 能 存在 与 或 5 不 可 比较 的 元 
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引 理 1.4. 4ER Zorn BIND iF X AAEE. а X 
WR rE y ES F CE BE K X EA — Th КОЛО 
元 )， 

从 直观 上 来 说 , 估 鳞 引 理 并 非 显 然 :读者 可 以 证 过 -一些 浅 显 的 
例子 (如 实数 直线 上 的 点 集 - :- 闭 区 间 利 并 区 间 等 ) 来 了 解 它 . 做 
念 引 理 是 研究 “无 限 情形 "的 一 种 准 理 工具 ,一 此 数学 分 支 中 的 荣 
些 重 要 结果 的 证 明 要 用 到 这 个 引 理 . 

与 佐 慎 引 理 等 价 的 一 个 公理 称 为 策 墨 洛 (Zermelo) 选 择 公 旦 ， 

公理 1.4.5 А АСА ERS EHET А, 
D mf SC U 4 使 得 3 与 和 中 每 个 集合 А 的 交 是 音 
ЛЖ 5ПА, in M S EAERI A 中 选取 唯一 的 一 个 元 素 
而 组 成 的 集合 . 

+ 23 ` 


L43 等 价 关系 及 商 集 


定义 1.4.6 设 X 是 一 个 集合 ,如 果 对 外 的 元 素 之 间 规 定 了 
一 个 关系 , 记 作 ~ ,满足 下 列 条 件 ; 

{1) ВЕЕ: z=—z,Vr€ X; 

(2) HPE: z—y=> y 

(3) 传递 性 : z— y. y—z=>=r-, 

唱 称 关系 一 是 集 台 和 上 的 一 个 等 价 关 系 (equivalence rela- 
tion). 

例 1.4.7 (i) 设 基 是 以 集合 为 元 素 的 集合 , 则 集合 的 对 等 
关系 (定义 1. 3.1) 是 天 上 的 一 个 等 价 关 系 ， 

(2) 在 实数 全 体 R 中 , 当 >* 一 ?一 24m( 是 任何 整数 ) 时 规定 
smy XER 的 一 个 等 价 关 系 ， 

(3) 在 R° 中 规定 (z,3) 一 (zy )* 即 平面 上 横 坐 标 相同 的 点 
之 间 具 有 关系 一 ,这 是 R: 的 一 个 等 价 关系 . 

定义 1 .4.8 设 集合 六 具有 等 价 关系 ~. 对 每 个 元 素 r€ X, 
令 

A. = {y € X|y ~ z), 

集合 4. 是 与 x ЭСЖ а О Ху З ЗЕ equiva- 
lence class). 及 的 等 价 类 的 全 体 , 即 {A,JzEX}, 称 为 天 由 关系 一 
导出 的 商 集 (quetient ser) ЛЕ Ху. 

显然 ,对 于 不 同 的 元 素 x,zx EX, 等 价 类 А, 和 4- 或 者 相同 或 
者 互 不 相交 . X 的 商 集 邯 / 一 就 是 互 不 相交 的 等 价 类 的 全 体 ,而 且 
它们 的 并 集 就 是 X. 


1.5 实 ( 数 ) 直 线 上 的 点 集 
1.51 一 些 基本 概念 与 性 质 


任何 两 个 不 则 的 实数 e Е BH ace R со, 任何 两 个 实 
. 24+ 


ВОТ Е R E RETADE DAER. 因此 ,实数 全 体 了 R 是 
一 个 有 太 小 顺序 的 数 域 ,可 简称 为 有 序 城 (ordered field), 

为 了 刻画 实数 之 问 “ 吃 离 " 的 远近 ,并 红 出 极限 与 收敛 等 概念 ， 
首先 建立 绝对 值 的 概念 . 我 们 可 以 用 映射 措 述 绝对 值 械 念 . 

EN 1.5.1 绝对 值 (absolute value) 是 一 个 从 R 到 区 间 
[0, 二 0) 的 照射 , 记 作 | - 1+ R 一 [0, 十 cn)， 

|z] = max[z, — z), v = € Е. 

lx| 即 x 与 9 的 “距离 ”|x 一 y|(x;y€ER) 就 是 与» 的“ 距 
RE. 由 绝对 值 定义 立即 推出 ， 

(1) |0i=0; 

r, z>0, 

(2) z={ 20; VYzER,zr 天 0 

(3) |z+y|< 1514151,9, у: 

A) |zy|= zl |x], Yr yER. 

AFR В — ЕСН ЕН 652 1k gi as xT TB s |a] f 
是 一 维 的 欧 几 里 德 空间 ,通常 称 为 实 ( 数 ) 直 线 (real line), 记 作 E' 
或 仍 记 作 R. 因此 ,每 个 实数 集合 XC E' 也 称 为 实 ( 数 ) 直 线 上 的 

区 间 tinterval) 是 最 简单 最 常用 的 实 ( 数 ) 直 线 上 的 点 集 , 它 是 
如 下 几 种 点 集 的 统称 : 

闭 区 间 {closed interval) Га.5]= {|а аьр. Ни оо 
ах oo, Ж, EAR a) Газа tb Ер X ja]. 

开 区 间 (open interval) (asb) = {rlar b} ЧН соқа 
< Вч eo, 

左 闭 右 开 区 间 Lash = {хаав}, ЧН оосар 
十 ce。 

ЖРБ ВИ 8] (а„Ф]={л|а<т=ср}, Н ооа 
+оо, 
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一 般 , 将 全 体 实数 与 两 个 新 元 素 一 ,一 = 组 成 的 集合 称 为 扩 
充实 数 集 (set of extended real numbers) , 记 作 民 , 即 


R = R U {— °°, + e°). 
由 于 实数 有 大 小 项 序 , 对 实 ( 数 ) 直 线 上 的 点 集 可 以 建立 界 各 
确 界 的 概念 . 
定义 1.5.2 BEZES XCE ,如果 存在 常数 好 ,使 得 =< 
MY EX WARE X ELEAN bounded above), M È X ў 
一 个 上 界 (upper bound: WREEK m |Ë rm Yre X 
HRG X 是 下 有 界 的 (bounded below}) ,mm 是 匀 的 一 个 下 界 (ow- 
er ооа). ХЕ. РА ДХ 为 有 界 集 (bounded set). 
HER MEX ЖТТ нех, M E: X WRAT (maximum), 
于 是 于 的 最 小 值 Cminimum ,分别 记 作 
М = maxX 或 М = max z, 
m=mnX 或 m = min z, 
定义 1.5.3 EMF supremum EMEREK К! 的 非 空 子 
集 全 体 即 ZEDD PRE E' HRR AT EERE R ВУ 
一 个 映射 , 记 作 sup : PENI aR FERH XC SP (E!) 
=i} 
min{ Mjá M.V < € Хх), чх Ее, 
+ ео, 当头 非 上 有 界 . 
下 确 界 (infimum) 也 是 从 ЗР СЕТ) (ØA R H ВВЕ, ir Е 
infi ED BR TAER ХС ЕО), 
if X = [max{m |: ст, zE X), "X Fr; 
[一 е, 384 X 3E F f 1. 
Хен) ESFM supX WE X 的 最 小 上 界 , 等 价 于 
(1) корх, V: E X; 
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sup X = 


(2) Y єс>б.Д Хх ЄХ. >supX —є. 
如 果 supX € X, W| max X = sup X; 5 Д], В: supX & X, Г 
max ХКТ. НЫ, ц XE 2( El) T £ RI. ind XEXE 
大 下 界 , 等 价 于 

(1) rinf X, Vz€ X; 

(2) V е0, J x EX, z'<in[X +=. 
MR infX EX, | minX=infX; Ш.Н inf X & Х.Д minX 不 
存在 . 

有 办 实数 集合 未 必 存 在 最 大 值 和 最 小 值 .但 可 以 存在 上 确 欠 
与 下 确 界 , 如 开 区 间 (0,1) 即 是 一 例 . 从 实数 的 定义 出 发 ,可 以 证 明 
下 面 的 定理 , 它 保证 由 定义 1. 5. 3 的 上 确 界 与 下 确 界 是 有 意义 的 . 
定理 1, 5. 4t 确 界 存在 定理 ) .上 有 界 的 非 空 实数 集合 必 有 了 只 
一 的 最 小 夺 界 即 上 确 界 , 下 有 和 界 的 非 空 实数 集合 必 有 唯一 的 最 大 
下 界 即 下 确 界 . 

通常 ,为 了 避免 涉及 繁复 的 实数 定义 , 常 把 “上 有 界 的 非 空 实 
数 集合 必 有 上 和 确 界 ”作为 一 条 公理 ,然后 下 有 界 的 非 空 实 数 集合 
必 有 下 确 界 ”, 便 变 成 可 以 推 证 的 命题 , 

利用 七 确 界 与 下 确 罩 的 概念 ,可 以 鹤 证 下 述 两 个 常用 的 结论 . 

定理 1. 5.5( 区 间 套 定理 ) 设 {[a,,51); 汪 ,是 闭 区 间 的 序列 ， 
满足 如 下 两 个 条 件 ; 

1) [ap ДС La «6,1. n=l ?us 

(2) lim 他 —а,)=0, 
出 存 在 唯 -H-a c€ Га... n=l, 2e, 

EHE 1.5. 6 TAK E Archimedean Ж) 对 于 任何 正 实 
Жа r DTE н М, 89 гле. (N 是 自然 数 集 》 

定理 1. 5.6 的 性 质 极为 育 观 : PE ESAD 有 多 么 大 ， 
总 有 :的 一 个 倍数 太 于 z. 这 个 性 质 在 论证 中 是 常用 的 ， 
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1.5.2 邻 域 . 开 集 和 闭 集 


WN 1.5.7 É z EE >00 8] 
(т, 6,0, +E) = (z€ Ё | |z —m,| <e} 

称 为 z, 的 Е-Е З П (neighborhood) , 记 作 Biroo). ЗЕ Ф 
Ë XCE',z € X. WREE z. ARR Br OCX M z, 为 集 
£ ХИ PA Gnterior point). 

更 一 般 地 ,可 以 定义 包含 点 т, 的 任何 一 个 开 区 闻 (a,6) 为 z, 
的 一 个 邻 域 . 

定义 1.5.8 设 集合 区 CE', RE X HETARA XHA 
MFR Х EFM Copen set). ЖА YCE WR EY рҮ 5 
开 集 , 则 称 Y 为 闭 集 (closed set). 

显然 ,任何 开 区 间 (a, 刀 是 开 集 ,任何 闭 区 间 [a, 纪 是 闭 集 , 任 
何 半 开 半 团 的 区 间 [e, 思 和 (ea, 约 是 非 开 非 闭 的 集合 . 

下 面 两 个 定理 表明 了 实 ( 数 ) 直 线 上 开 集 和 闭 集 的 构造 . 

定理 1.5.9 实 ( 数 ?直线 上 任何 -- 个 非 空 开 集 可 以 表示 为 有 
限 个 或 可 列 个 互 不 相交 的 开 区 间 的 并 集 . 这 些 开 区 间 称 为 所 说 开 
集 的 构成 区 间 ， 

定理 1.5-10 实 ( 数 } 直 线 上 的 闭 集 或 是 本 身 , 或 是 从 E 
中 去 掉 有 限 个 或 可 列 个 互 不 相交 的 开 区 间 而 得 出 的 集合 . 


153 实 ( 数 ) 直 线 的 完备 性 


定义 1.5.11 设 序列 (zj 人 IC 酝 .如 梨 对 于 任意 的 se 之 0, 存 
在 N= N (e) GREF e 的 自然 数 ) ,使 得 
len = z, | “<š, V n,m > N, 
ДК АЕН БЕЗ Cauchy sequence). 
例 1.5.12 (1) (一 1 人 不 是 柯 西 序列 . 
+2%. 


Te 


сэ [EN _ 是 柯 西 序列 - 

定理 1.5.13 FJJ X= (z. CE RASA EAF Ў]. 

E) FE Fr $S D: E: al Rš P: A 354 E #Е БЕҢЕ ШЕРТ. 定理 
1.5.13 重要 的 意义 在 于 指出 E P SO FFE P Ж k 98 ЗЕ Ор 
直线 的 这 一 性 质 称 为 完备 性 (completeness}). 

我 们 还 可 以 定义 EE! 的 完备 子 集 , 设 和 集合 XC E ME X EA 
每 个 裙 西 序列 均 收 伍 于 久 的 一 点 , 则 称 基 是 E' 的 完备 子 集 . 例 
如 ,每 个 闭 区 间 以 至 每 个 闲 集 都 是 完备 于 和 集 , 除 E 外 的 每 个 开 区 
间 以 至 每 个 开 集 都 是 非 完备 子 集 . 

通常 称 定理 1. 5. 13 为 柯 西 收敛 原理 ,利用 这 个 原理 可 以 判断 
LAFI ETAR. 

1.5.14 《1) НХ = {ahs 


ТА, а 12, 
由 于 
1 1 1 1 
| 
所 以 X 不 是 柯 西 序列 ,因此 X 不 收复 . 
(2) REALY = iy hi 
1 1 1 
velta tatto nS 2. 
EARE m>n 有 
—&< 1 l L... + L 
l= э = TA оа К Кш 
1 1 1 1 1 1 
Sa ORFI K I rta "Кил m 
l 1.1 
n m н 


可 见 Y 了 是 柯 西 序列 ,所 以 Y ИЩ. 
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L54 有 界 岗 集 的 列 紧 性 与 紧 性 


现在 给 出 - :个 重要 定理 , 它 所 反映 的 性 质 称 为 实数 直线 上 有 
界 闭 集 的 到 紧 性 {sequentiaily compactness). 

定理 1.5. 15( 波 尔 查 诺 - 瑶 人 尔 斯 特 拉 斯 (Bolzaano-Weierstrass) 
ЖН) 在 上 ,每 个 有 界 闭 集 中 的 任何 序列 必 有 子 序列 收 僵 于 
该 有 界 闭 集 内 的 一 点 ， 

定理 中 * 有 界 ” 和 * 闭 ”两 个 条 件 缺 一 不 村. 例如 , 开 区 间 (0,1) 
有 界 但 非 半 ,C01) 中 的 序列 | 广 | REE EEAKAF ODHA 
的 一 点 ;自然 数 集 N ЕЕ MATHER, CERE AES 
显然 没有 收 化 的 子 序 到 . 

下 面相 引进 关于 有 和 界 闭 集 的 另 -一 个 重要 定理 ,为 此 和 完 引 入 发 
ж. 

定义 1.5.16 REG ХСН, ЖЕ. 如 果 对 任 一 
点 EX 均 有 开 区 间 AE.t ER r€ A, УЕ ХОН 
覆盖 (open covering), ЎЧ 7 W X. in E .ww 仪 包 含有 限 个 
КЕН X, SEK. N X 的 有 限 开 覆盖 (Пане open cover- 
ing) ШЖ X EA АЛНА X RE ERRAT 
族 为 A 的 一 个 子 覆盖 (subcovering)， 

例 1.5.17 设 -经 是 如 下 一 族 放 区间 ， 


fl} flj 1 ,i 
Ne EE Et gahe 
则 -是 开 区 间 允 ==(0,1) 的 一 个 开 覆盖 , 事实 上 , 任 一 zEX 有 
0<x<1, 可 取 充 分 大 的 a 使 得 加 之 ,从 而 有 xE |+ a]. 1. 
的 任何 有 限 个 开 区 间 显然 都 不 能 团 盖 X 
ТЕ СЕИ СЕРИИ 
ТОНЯ. 
«30 。 
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定理 1.5. 18( 海 涅 - 波 莱 尔 - 勒 由 格 (Heine-Borel-Lebesgue) 定 
ID 设 XCE АТИ В ХО Е а ДТ 
Е BJ ARTEN. 

ОБЕ A E E ER A E СОВА E A A A E Bj WE ВЕ 
(compactness). 定理 1.5, 15 与 定理 1.5. 18 是 深入 讨论 有 界 闭 集 
上 上 连续 函数 的 性 质 时 要 用 到 的 两 个 基本 定理 ,它们 在 数学 分 析 中 
起 着 重要 的 作用 . 后 扑 学 、 斌 函 分 析 中 列 紧 性 与 紧 性 的 概念 正 是 在 
这 两 个 定理 的 基础 上 经 过 折 广 而 建立 起 来 的 . 对 有 界 闭 集 来 说 , 列 
紧 性 与 紧 性 是 等 价 的 . 
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2 ФЕТ 


2.1 引言 
211 实 变 函 数论 的 产生 


实 变 函数 论 作 为 数学 的 一 个 分 支 形成 于 19 ERKA 20 世纪 
初 . 实 变 函数 论 的 产生 ,首先 是 为 了 理解 和 痢 清 19 世纪 在 经 典 分 
析 中 一 系列 当时 看 来 是 奇怪 的 发 现 ,例如 ,连续 而 不 可 微 的 函数 、 
连续 但 不 是 逐 段 单调 的 函数 ,函数 项 级 数 的 每 一 项 都 是 连续 的 但 
其 和 冰 数 却 不 连续 .有 界 但 不 是 黎 曼 (Riemann) 可 积 的 函数 , 黎 曼 
可 积 的 函数 序列 的 极限 函数 不 是 黎 曼 研 积 的 以 及 可 求 长 但 不 符合 
微 积分 中 弧 长 定义 的 曲线 等 . 这 一 切 看 起 来 与 人 们 所 期 望 的 那 种 
ЖОЕ ЖЕ. ЯЗЯР УЕ БНР ЈА. 这 就 保 使 人 们 对 于 比 连续 函数 
更 广 证 的 一 类 函数 进行 深入 的 研究 . 

另 一 方面 ,在 19 世纪 已 经 建立 起 傅 里 时 (Feurier) 级 数理 论 . 
对 于 应 用 数学 而 言 , 伟 里 叶 级 数 在 当时 已 经 是 一 个 相当 令 人 满意 
ТА. 但 是 在 纯 数学 方面 , 傅 里 叶 级 数 的 理论 仍 不 能 令 人 满意 ， 
例如 函数 和 它 的 傅 里 叶 级 数 之 间 的 统一 性 ,对 称 性 及 完备 性 等 问 
题 仍 没 有 型 清楚. 这 个 问题 的 进一步 研究 ,也 促进 了 实 变 医 数论 的 
ERARE. 

对 于 函数 进行 研究 的 许多 问题 都 涉及 到 积分 理论 ,因为 看 起 
来 不 合适 的 问题 大 部 分 都 可 以 通过 适当 地 扩充 积分 概念 加 以 解 
Ж. 另外 , 随 着 人 拉 对 于 客观 世界 认识 的 不 断 深化 ,特别 是 在 18 fit 
纪 有 关 热 , 波 , 电 磁 等 的 研究 的 需要 ,数学 上 必须 对 函数 项 级 数 、 含 
参 变量 积分 等 进行 深入 的 研究 . 这 些 向 题 迫 切 需 要 在 数学 上 有 一 
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ТЕЖ {КИЗ ГОРУ SUS ЖЕШ ДИЛ E. ЕЛУ з ЕНЕ Pt ip E ае 
积分 的 直观 性 .又 能 比较 好 地 解决 - - 些 黎 曼 积分 难以 处 理 的 理论 
问题 ,例如 函数 项 级 数 的 逐 项 积分 问题 . 累 次 积分 交换 顺序 乒 题 等 
等 .在 19 此 纪 和 20 Ше Ë Z Ps, Bz Bd 28 ЖШ ДСН. 
Lebesguc) 在 前 人 工作 的 基础 上 提出 了 “种 新 的 积分 概念 ,这 就 是 
勒 贝 格 积分 . 勒 臣 档 积 分 足 黎 咖 积 分 的 一 个 直接 推广 . 它 既 保持 了 
黎 曼 积分 的 直观 性 ,多 硅 逐 项 积分 .交换 积分 顺序 等 重要 问题 上 较 
大 地 改进 了 所 需要 的 条 件 , 同 时 也 为 近代 分 析 的 创立 和 发 展 提供 
了 一 个 基础 . 勒 册 格 积分 的 出 现 是 数学 领域 中 的 “个 重大 进 屋 . 
勒 贝 格 大 分 的 出 现 及 实 变 函数 论 中 的 其 它 成 果 , 不 仅 使 许多 
经 典 分 析 中 的 问题 得 到 了 明确 的 解答 并 得 到 更 为 深刻 的 结果 ,而 
且 也 为 一 些 新 的 数学 分 支 . 竺 别 是 泛 函 分 析 的 产生 和 发 展 提 供 了 
基础 .并 通过 证 国 分 析 影 响 了 微分 方程 、. 计 算数 学 和 近代 物理 等 很 
多 领域 . 在 数学 的 各 个 分 支 中 使 用 喜 贝 格 积分 是 现代 数学 的 一 个 
重要 特征 . 
在 20 世纪 中 , 鞠 贝 格 测度 和 积分 的 思想 又 得 到 进一步 的 发 
Ж, Pp ll ae E Ж С. Radon) 所 建立 的 被 称 为 勒 由 将 -斯 蒂 尔 切 斯 
《Lebesguer-Sticltjes) 积 分 . 这 种 积分 使 积分 概念 的 范围 更 大 .包含 
了 欧 氏 空间 点 集 上 的 不 同 的 积分 概念 ， 人 而且 水 扩展 到 象 函 数 空间 
那样 更 普遍 的 空间 ,这 种 更 普遍 的 积分 概念 在 概率 论 、 谱 理论 .各 
态 遍 历 理 论 和 调和 分 析 中 都 找到 了 应 用 . 


212 建立 勒 贝 格 积分 的 方法 


勒 册 格 积 分 理论 是 实 变 函 数论 的 一 个 量 要 组 成 部 分 . 为 了 说 
阴 这 种 积分 概念 的 建立 ,首先 回 跨 黎 曼 积分 的 概念. 

设 是 定 义 在 有 限 区 间 [a,5] 上 的 有 界 函 数 ,在 [a ,6] 中 插入 
一 组 分 点 


a = z < z, < z; < == < r, = b, 
33+ 


ЕЛЕ ДМ H En- on EERE S, (1855255), Ж НЕЙ 
Уу) C, — др). 


如 果 当 AS max (mx) 0 时 ,这 个 和 式 有 确定 的 极限 ( 即 
极限 的 存在 性 和 极限 值 与 分 点 zaza e r ВЕ Є Га, 
zsessa) 的 取 法 无 区 ), 则 称 了 在 Lao 上 黎 曼 可 积 ,并 称 这 个 
极限 为 了 在 -a,6] 上 的 黎 曼 积分 , 这 个 定义 简单 直观 , 它 是 求 面积 
运算 的 直接 推广 . 

动 贝 格 积分 建立 的 基本 思想 与 此 不 同 . 为 简单 起 见 ,考虑 有 界 
E [a 6] ЕЕН RRR 六 即 存在 常数 ed EEE с Эа 
(z=€[a,5]). 

Я [с,4]15 c= y <a Су, =, HE A Crei 


y] КЕ Н таа), НИЕ Ri sÑ У» mE < f 


< y) HP mE <<», =й [и PJIP Rr C [0] 
[y ESO) SASO ИЖЕ. 因为 在 一 般 情 况 下 .这 些 
集合 不 再 是 区 间 ,而 可 能 是 一 些 构造 相当 复杂 的 点 集 ,因而 不 能 用 
长 度 去 度量 它们 . 如 果 当 Аё пах Cn 一 -DO 时 ,这 个 和 式 有 确 
定 的 极限 (部 极 限 的 存在 性 及 极限 值 与 区 间 fc,d] 的 分 割 方法 无 
Зс ДВР 上 在 [Le ,6 上 按 勒 贝 格 意义 可 积 ,并 称 这 个 极限 为 了 
在 [a,j 上 的 勒 贝 格 积分 . 这 个 定义 中 是 采用 了 分 割 函 数值 域 { 即 
所 谓 分 割 纵 轴 ) 而 不 是 像 歼 曼 积 分 定义 中 分 割 自 变量 范围 ( 即 分 割 
横 轴 ) 的 方法 . 

上 面 已 经 提 到 ,在 建立 勒 贝 格 积分 时 遇 到 的 集合 Ку, < 
<) —J AE А IB] ,而 是 结构 比较 复杂 的 点 集 , 对 这 样 的 集合 ,一 
般 不 可 能 用 长 度 这 个 概念 去 表示 集合 的 “大 “与 “小 ”, 而 是 需要 扩 
充 长 度 这 个 三 念 ,建立 勒 贝 格 测度 的 袜 念 . 测度 是 长 度 的 直接 推 
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广 . 用 测度 这 一 工具 可 以 度量 一些 构 造 非常 复杂 的 点 集 . 这 就 为 建 
立 勒 由 格 积分 提供 了 工具 . 

上 而 提 到 的 勒 页 格 积分 的 定义 ,需要 计算 集合 ECys_ < r< 
уг) ВЕ mE O уж F<, AKES). 而 这 个 集 台 的 测度 是 否 
存在 ? 即 集合 ЕС» ау) ТР НТМ? 由 于 这 些 集合 是 由 / 决 
定 的 ,所 以 这 就 对 函数 了 提出 了 一 个 限制 ,从 而 产生 了 可 测 函 数 
这 一 概念 . 为 了 建立 勒 贝 格 积 分 理论 ,首先 要 对 订 测 函数 进行 研 

在 建 辽 勒 页 格 积分 之 后 ,还 要 对 微 积分 的 一 些 基本 问题 ,例如 
微分 与 积 的 关系 、 分 部 积分 ,导数 的 存在 性 等 进行 研究 . 因此 ,测度 
论 .可 测 函 数 ,积分 论 、 微 分 等 ,就 成 为 勒 贝 格 积分 的 基本 内 容 . 


2.2 测度 论 
221 有 界 集合 的 内 测度 与 外 测度 
定理 2.2.1 В 中 任意 开 集 G 可 以 吉 为 有 限 个 或 可 列 个 互 
不 相交 的 开 区 间 之 并 . 即 
C =U (ao), 
BOEKKA G 的 物 成 区 间 . 
К° (а> 1) {0 ТЕЕ O n] pÀ R A BJ ЖЕ ТЕЗЕ» 维 


这 方 体 

六 人 人 
k = 1.2 

的 并 集 . 即 


й — UL. 
定义 2.2.2 ZGOR MERTER ЕА G= Ula) ,其 中 
(Са, 0) h E G KAREE MRE G BJ ç БЕ 33k 38 Z m K: e 
` 35 ° 


之 和 , 即 
G| = DB — a). 


设 0CR" HEETE HLA Ë 238] НН п Ж 
IFRA WWE 0 WJ n 维 体积 为 这 些 立 方 体 体 积 之 
Б: 

定义 2.2.3 18 ЕСК и рг1)ҖИЕ18 S PLE RARI 
ОСЕ ЕСО. F BREG n=l 时 为 长 度 ) 规 定 为 

IE] = 12| AF]. 

上 式 中 ,2 与 DN\F 都 是 有 界 开 集 ,; 所 以 || 一 | 人 NF | 确定 . 另 
外 .| 闫 1 的 值 又 与 有 界 开 集 只 的 选取 无 关 , 困 而 这 个 定义 是 人 台 理 
的 . 

定义 2.2.4 设 ECR" 为 任意 有 界 集 ,所 有 包含 EE 的 有 界 开 
集 的 体积 的 下 确 界 称 为 E 的 外 测度 (curer measure) Е AF E 
的 泌 集 的 体积 的 上 确 界 称 为 的 内 测 庆 (inner measure). Е 的 
内 外 测度 分 别 记 为 mw, 记 与 wm" 玉 , 即 

m, E & supi |F| [ESE HAR) 


m'E Sinf |G| |C E AAFS). 
定理 2.2.5 对 任意 有 界 集 严 CR", 有 
т.Е = za” E. 
EX 226 RECRE AERE т, E=m Е, П Е 
ACAO (measurable set). 区 的 测度 定义 为 
mE Èm, E = m` E. 
定义 2.2.7 RECRE 为 任意 集合 ,Q; 为 R" 中 以 原点 为 中 
心 .Ch 王 1,2,"…) 为 半径 的 闭 球 ,并 记 ЕА гур, Св], 如 
果 对 每 个 自然 数 卡 ,有 界 集 E, 可 测 , 则 称 集合 E 为 可 出 集 . 下 的 测 
* 36 + 


+ — s kanal, ка, 


mE = ‚т mEn 
定理 2.2.8 HFR 中 任意 开 集 种 有 和 界 闭 集 , 其 测度 等 于 它 
们 的 长 度 或 体积 . 


2.2.2 测度 的 性 质 


定理 2.2.9 (1) # E, E, 为 可 测 集 , 则 E, UE E YE, 及 
E,NE, 也 是 可 测 集 , 并 且 有 
т(Е U ED = mË, + mE, 一 т(Е N Е), 
当 ENE: = 2. 
m(E, Ш Ep = mË, + mE, 
(2) Ë E, E: puli E, E CE W =E SmE. 
(D 五 Ca ,6 为 可 测 集 的 充分 必要 杀 件 是 集合 (e,5) 此 可 
测 , 并 且 
mE + m((a,b)NE) = b — a. 
E2210 НИЖЕ ЗАТЕ RE: 对 于 任意 
HES е ЕТС УЙ F ME РСЕСС. HEHE 
mG 一 mF Ze. 


定理 2.2. 11 EAR ТАГА, WIE 55 | E, 仍 为 
可 测 集 ,并 且 
ті UE) < Уле, 
коан 
т ÜE) = Улт, 


这 称 为 测度 的 完全 可 加 性 (complete additivity). 
定理 2.2.12 (1) HEMIA- APWR ДЕ E.C E,, G 
=1,2,-.) W| 
.37. 


ml UE) = lim mE. 
+=1 ГЕРЕ 


(2) 9 Е, пр 6 3 КОЕ, tk=1 52,9) ,如 
果 mE, <+, Ш] 


mi DE) = Bm mE. 

例 2.2.13 在 定理 2.2.12 的 (好 中 ,条 御 mE < оо 
可 少 的 ,这 可 由 下 例 看 出 : Ф E,=[b, toS 虽然 有 
тЕ,= +оо (1,2,7), ВЕ ml А =m =0. 

例 2.2.14 在 R' h. POR OTB. ER EAD DCE] E úT W: 
集 , 并 且 其 测度 与 长 度 相 等 . 

例 2.2.15 在 Raz1) 中 :由 一 个 点 构成 的 集 台 是 可 测 集 ， 
并 且 测 度 为 零 . 从 定理 2.2. 10 可 以 推出 ,由 有 限 个 或 可 列 个 点 构 
成 的 集合 是 一 个 测度 为 零 的 可 测 集 . 

例 2.2.16 [0,1] 中 的 全 体 有 理 点 构成 的 集 是 可 测 集 , 其 测 
度 为 索 ;[0,1] 中 的 全 体 无 理 点 构成 的 集合 也 是 可 测 集 ,其 测度 
为 1. 

例 2.2.17 若 集 合 E 可 表 为 至 多 可 列 个 闭 集 的 并 集 , 则 称 玉 
为 ,型 集 ; 若 巨 可 天 为 至 多 可 列 个 开 集 的 交集 , 则 称 EE 为 Cs 型 
Ж. 任意 F. 型 集 与 G 型 集 都 是 可 测 集 . 

以 开 集 或 闭 集 为 对 象 ,进行 任意 的 .至 多 为 可 列 的 并 , 交 运 算 ， 
所 得 到 的 集合 称 为 博 雷 尔 (Borel) 型 集 ,简称 B 型 集 , 任意 B 型 集 
是 可 测 的 . 

如 果 巨 的 外 测度 为 零 , 则 去 可 测 , 并 及 测 度 为 堆 . 

定理 2.2.13 RA EINGI АСВ ETARA 
个 瑟 型 集 与 一 个 测度 为 零 的 可 测 集 之 

例 2.2.19 在 Ra 之 1) 中 ,任意 的 上 CE<a) 维 流 形 是 测度 为 
Жарар Ж. 因此 ,R’ 中 的 任意 曲线 ,R’ 中 的 任意 顺 面 都 是 零 测 
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ER. [EE KIRE A да M| pe Ж. 
定理 2. 2. 20 ESR 为 可 测 集 的 充分 必要 条 件 是 ; 对 任意 的 
集合 АСЕ". 
mA = xm ANE +m'(A Е), 
ЖА ЕС A EATR BJ $E. 
ATRAI ERRASSE (Cararhéodory gft. 


2.3 ”可 测 函 数 


定义 2.3.1 设 记 为 任意 可 测 集 ,/ EE X 8 F ЕВ ЖЖ 
ЕСТУ Е БЕШЕ, X n] U S + + =o Ñ 
— оо), HERDER co H EDOR E PEME SO >e 的 
НКЕ СГ) ESOS ESSO MERO. 

如 果 对 每 个 实数 ,集合 ESOR, Ш SEE Eea 
函数 (measure function). 

定义 2.32 ЕНИ ПЕН К хл БЕТА 
aE $E 2 АЛЕЗИ л E КО. JUE3ERECalmost 
everywhere ) 成 立 . 并 记 作 nsa. e., 

例如 ,如果 { 记 } 司 ,是 定义 在 上 的 一 麟 可 测 隧 数 ,是 一 个 
定义 在 育 上 的 扩充 实 仁 函数 .如果 除了 二 中 的 一 个 测度 为 零 的 子 
集 c 之 外 ,在 EE 上 处 处 有 lim /. (а= Са. MERR RESIS), 
在 上 下 几乎 处 处 收效 Calmost everywhere converge) F f, iu fE 
lim 7, Сг) С), а.е.. 

02.3.3 2 E= [5.1]. 
П. 当 为 有 理 数 ， 
0. 4r JAR 
POITIER RE- 4-2 ME E БТУ 2 ELE 

-39% 


pa) = 


开平 处 处 为 零 , 即 g(r) 二 0,a. e.. Wik 4 8 ОЗУК Ж ЖЕЕ (Dirich- 
jet> 函 数 . 
例 2.3.4 设 匹 一 [0,1], 对 每 个 自然 数 a 令 


Ф. Сл) = lim [cos (m!maz) ]* 
na, 


则 有 
La) = И 车 了 一 тут 0.2. n. 
0, Ќе. 
TR E E ЕЗ 
Шт #,(z) = ġir). 
因而 在 [0,1] 上 有 


lim ф„(т) = 0, а.е.. 
ntar 


定理 2.3.5 ШЕЮ, Л.а 为 E 上 的 可 测 函 数 , 则 了 十 
gfe f gmin(f vg} 及 max{f,g',|f | 都 是 E 上 的 可 测 消 
数 . 另外 ,如 果 g 在 所 上 几乎 处 处 不 为 零 , 则 .Frg BÆ E EJ ug] 
Ж. 

012.36 З ЕСК (Cn 之 1) 为 任 一 集合 , 令 

1, хЄ# 
о, хє Е 
称 Y= HRG E НЧЕ ДЕВА characteristic function). 

定理 2.3.7 设 ECR Cw 之 1), 则 EE 为 可 测 集 的 充分 必要 条 
件 是 它 的 特征 函数 zs 为 可 测 函 数 . 

定义 2.3.8 设 巨 为 可 测 集 ,满足 mE< + eo. ХЕ, 
E, =" E, 8 E RJ H.R 382869 FJ 6, {Н E= DE. ELTE 
соо 为 一 组 任意 的 实数 . 在 玉 上 定义 一 个 函数 2, 使 得 

FT) = с, z€ E, ё 1.8.5.4. 


РЕ БЕЙ В (simple function), 
. 40 * 


Xetr) = 


惠 用 特征 函数 ,可 将 上 述 简单 函数 表示 成 


u 
фт) = Уеа, Gr) 
í l| 


当 mE= +o, [ДЗ An] АЕ E КЕИ. 不 过 


详 注意 ,yp 不 能 在 任 一 个 浏 度 为 十 % 的 子 集 上 和 恒 不 为 等 ， 
例 2.3.9 (1) 设 E=[0,1]， 
l ogee + 
1 ета, 
шә 0, 4 == + == 2: 
123 = 
И _ 1 leg, 
ü 2 Ti ПШ 
2. 5 саи 


Mz, Го. 1) ЕЁ. 
但 是 若 令 
z = 0, 
09 2, — <= < 2. п = 1,2,6, 


则 e, 不 是 [6,1j 上 的 简单 函数 , Е E—[0,1 JE 238 yr 
市 为 无 限 个 子 集 的 并 ,并 且 在 每 个 不 同 的 子 集 上 .函数 取 不 同 
的 值 . 

(2) W E=[1,+co), 


O) 全 n&r<n+l, n> 1,210, 
\#) = 


0, х2 10， 
Ф. 是 [1, 十 o2) 上 的 简单 函数 . 
但 是 若 令 


аб = паа h п = 1,2 
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0 不 是 [1, +o) СА. Ы ф 在 元 穷 测度 集 [1,; 十 
w ЕҤ ЖЖЖ. 

ЖУ 13.10 i ЕСЕКС) A-E S 是 定义 在 E 上 
的 一 个 实 值 函 数 , 称 f 在 z, € E 连续 ,是 指 对 性 意 的 正 数 e, 存在 
正 数 6, m хЄК,| erz <3 ,就 有 | £(z=)— f(x) | <s, 

如 果 了 在 的 每 一 个 点 连续 , 则 称 了 是 上 上 的 连续 函数 . 

例 2.3.11 在 例 2.3.6 中 的 犹 利克 雷 函 数 当 显然 不 是 [09,1] 
上 的 连续 函数 ,因为 小 在 L0,1j 中 欧 每 一 个 点 都 不 连续 .但 是 ,如 果 
将 多 限制 在 L0,1] 中 的 有 理 点 集 或 无 理 点 集 上 , 则 它 是 连续 函数 . 

定理 2.3.12 任意 可 测 集 上 的 简单 话 数 ,连续 范 数 和 ( 当 n= 
1 时) 单调 函数 都 是 可 测 函 数 ， 

ЖЕЕ 2.3.13 ЕНИ E EA e e g, HR 
HARRE E 上 几乎 处 处 有 限 .又 设 了 是 五 上 的 一 个 扩充 实 值 函 
数 , 如 果 


lim /„(х) = fir), ae, 
刚 也 是 EE 上 的 可 测 函 数 . 
定理 2.3.14 no ÆT MR E 上 的 一 列 可 测 函 数 , 若 记 
gi(z)=sunif,(z)).g|a(z)—in[ll/(z)).h (к) = lim sup f. Сх), 
hr) = lim, inf ADM уд; уйуй, WEE К ТЇ. 
ЖЕЕ 2.3.15 ГЕИ E Г АЕА Gam А.Ш 
ТЕЕ LA П ААР 3 Z. E 
0= p (r) < p.Cr)s rEE. 
并 使 得 
lim g(r) = /Сл®), ae. 
定理 2.3. 16 iR SENE E НО Е ГАМ EE E 
Е AREA g EE 
lim g (z) = Ar)， ae. 
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定义 2.3 17 ЖҮЛ. ETHE E 上 上 的 几乎 处 处 有 限 
的 可 测 函 数 . 如 果 对 每 个 正 数 е 
lim mEC = А2260 = 0, 
ШЕКП ЖЖ ОЛЕР] Л h- ЖЕ E „ЖЖ ЖЕ Фй convergence in 
measure) F /, 
EER PEJA- RSA Є E: 7, С) РО ев. } 
定理 2.3.18 10ГЕ £ БАЛ АКАЕВ 
的 可 测 函 数 , ИТЕ o TE E Б ЦС Е У ПЕ 
ЖТЗ EE ЕЛАР У. 
定理 2.3.19 E AWR но р 
жЕ БЕЛАТА [als ЖЕ. 如 果 
dim /,(z) = für), a.e., 
Жа ЛЫ ЛЕ E ЕЕВС /. 
但 是 ,如 果 Бос, ЕВ ЖЕЕ Л. 
例 2.3.20 it E=[0, +e), А00) 6, n= 1.2... Л] 
每 个 r€ E, fi lim A= BR Ж АЧЕЙ E SET 0, 这 
基因 为 ,车 令 * 一 1, 则 集合 ECA- SD =n +>). ЖАР 
有 的 自然 效 n E 


тЕ(|/„| Z: D =+ о, 

BI. TRW ЛЕК op. 

定义 2.3.21 Ah- of ETHE ELK ILP ARE 
WENN RR. 如 果 对 任意 的 正 数 8, ИТЧЕ E нр p EE 
MENES LAARA ha E E ERUKE УШЕШ ЯН Л; 
在 上 上 近 一 致 收 敏 (convergenee almost uniform) F A 

定理 2.3.22 IRE AWE ни Р f fÉ 
基 玉 上 的 史 乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 . 如 果 
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а £, (z) = fle), а.е.. 
MAE E tE- ARAT /. 
EZERRE MA E WMR E E Lig SW TF 
ARA 
lim f,(z) = f(x), a.e., 
定理 2.3.23 É FCR '(n21) 5ЕЖИЖШ./ RE X E F E 
ЖАШ. МИЛЕ cod ,使 得 


єє J (z) << d, z€ F 
则 存在 R' 上 的 连续 函数 g, 使 得 
р(х) = /(т), v r€, 


并 且 满 足 
с к(с) & 4. z € R". 
这 就 是 说 ,在 R 中 ,定义 在 性 一 个 闭 集 上 的 有 界 连续 函数 可 
以 在 保持 原 有 的 上 ,下 界 的 条 件 下 连续 延 托 到 整个 R° L Z. 
定理 2.3.24 ECR OS VACATE, S RELEE 
上 上 的 几 平 处 处 有 限 的 可 测 窗 数 , 则 对 任意 的 正 数 8. FE ERAF 
集 F WE mN’, E ГЕР L BIB) E F ЕНЕ 
Ж. 
定理 2.3.25 i& / EJES GCR ORDERLAR 
的 可 测 函 数 , 则 对 任意 正 数 3, 存在 上 如 上 的 连续 苞 数 ge ,使 得 
mE(f = g) < à. 
如 果 存 在 正 数 M WREG 上 有 
әм, ae., 
则 可 要 求 g 在 G ELERE 
lan М, y z € G. 
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2.4 ЧП} ЯН 
2.4.1 积分 的 定义 与 基本 性 质 
定义 2.4.1 设 g 是 定义 在 可 测 集 EE 上 的 简单 消 数 , 邑 Е. 
Eos E, ЕН ЗЕ ВО ГИ Т, Е ЦЕ. Ж. с. 
enna ži ARB БВ ü 
ASe EE. ір, 
f Ye mE, A pE E LADRA. Е 2. 3. 3, Rh as BR 


edir e ВОВ KI HEB ЕЖ Ж.И КЁЗ а ЕВ 
的 . 


p 在 上 的 积分 记 为 pdm 


定义 2.4.2 设 EESR"(n 闫 1) 为 任意 可 测 集 ,/ 是 上 上 的 非 
BENER. 如 果 


?是 此 上 的 非 贡 简单 函数 ,满足 


зир{ [ея 


баб фи) EI YY z € Е. | <+ оо 
ШК Г ЖЕ FE F n AH Cintegral in the sense of 
Lebesgue) ,并 将 这 个 上 确 界 定 浆 为 了 在 去 上 的 勒 贝 格 积分 .7 在 
六 上 的 勒 由 本 各 分 记 作 | da. 
定义 2.4.3 设 了 是 可 测 集 支 上 的 任意 可 测 函 数 , 令 

f, бх) Š maxi f(r), 0h, 

f. (z): — mini fir) oh 
ШОЛ. kh E | ЙЕЛ Ч ЕУР ЕЕЕ Б 

.45. 


ATRAE UA Е ЕИ ҢЕЛ. 并 规定 /在 EE Ей 
贝 格 积分 为 
fame | S. am- | fe dm 
AWE E Б Л ЕНЕ А SC RA Е ОСЕ L OE. 
定理 2.4.4 勒 贝 属 积分 县 有 下 列 性 质 ， 
(1) РЕ Е БАЯ. РЕКЕ Е Є 
ТХЕ). Н, 
[aa < | ла. 
D # ЛЄ 7(E) 为 非 负 丽 数 .并且 |,fdm = 0, ME E ER 
Ar 一 0D， ae. 
(3) 设 f€ L(E,g€ ТОСЕ) R 
fn) < g(>). ae, 
则 有 
| am < | gdm. 
RELLE f EE ETN as 
Feo < раб) EATEN 
则 FELE) 
(5) 设 mE< Foo, f E E Еа, AEE ES M. [3 (8 
PODLE M. ase, 


| | dm 


(6) Q f€ L(E),z€ L(EY. MARHE ЖУ Г A A+ gE 
L(E)X. 3 R. 


А 
| (Af + gdm = af Рт + "| gdm. 
f Е E 


则 FELE HH 


= M ` mE. 
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(7) ГЄТКЕ).ЕЄ LUE),WJ 
тах (С) E minit f (z), g (2) ИЁ{Е E ES UL n 
积 的 函数 、 
定理 2.4.5 AJELEE), MAERA E E e, EIER 8. 对 
于 五 的 任意 可 测 子 集 e, H месо. 
| jfldm < z, 
这 个 性 质 称 为 积分 的 绝对 连续 性 (absoiute continuity). 
定理 2.4.6 设 CCR"(z 世 1) 为 开 集 ,AEZL0), 则 对 任意 正 
є. G CIE ЗО ЕИ g, 使 得 
fir — gidon < z, 
定理 2.4.7 Ü E AEREE E.) P E Aa SAH 
KAWT а E= U E. ШЖ ЛЄ БОЕ), ГЄ РЕ. n= 
1,2,…, Н 


[a = 5j, Јањ. 


"=l “a 


这 个 性 质 称 为 积分 的 完全 可 加 性 (complete additivity). 
定理 2.4.8 +J fla.) ERSTER N 7 Elab] E 391 
格 可 积 , 且 两 种 积分 值 相等. 


2.4.2 积分 收 化 定理 


定理 2.4.9 ЖЕ ATRE An E EER- $J pt af 
Eepe 


> [o ldm <+ оо, 
则 级 数 DAO ЕЕ ЕЛДИ. 车 记 Fu 会 Euo. m 
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ГЕЛЕ). E. 


[a = У Zam. 
定理 2.4.10 107, EP Е 上 的 一 列 非 负 可 积 通 数 ， 
满足 
AO S Ла Sç, а,е.. 
S Ра) = lim ў, (0), 24 


— 


tim | Лат + = 
BIELE) GH, 
J em = tim | Jam. 
T 4 E FE 11И ТЕ EE monotone convergence 


theorem). 
定理 2.4.11 RU Een] Wm $ E LA ПЗЕ Ag 
数 , 则 有 
| Cam 六 Јат < Ба [л (г)ат. 


由 于 历史 的 原因 ,这 个 定理 常 称 为 法 图 (Fatou) 引 理 . 
定理 2.4.12 ШЕ KAINE, (Aon Е Б Е 
数 ,满足 


lim Ач = ҒО), ae. 


又 设 存在 加 E 工 (已 ) ,使 得 
Ш, 00. ae, 
则 ELCE) ,并 且 


| ax = ша | am. 
JAE FË fr В 18 Fa l k ЖК ДЕ EB (Lebesgue dominated 


convergence theorem). 
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定理 3.4.13 É E ЈАШЕ т оо, 17, NEE 
ШЫЛ: А ,满足 
пт Z.) = fé), а,е,, 


又 设 存 在 正 数 好 ,使 得 
|) < M, а.е, я = 1,2,6, 
则 fe L(Ey JEB 


ЕСС = lim [ Zam. 
ШЕЖЕ Я E EE (bounded convergence 


theorem). 

定理 2.4. 14 Ж а,5]%У HR X nj, / leb F. ЖП 
积 , 则 了 在 Le, 的 上 球员 格 可 积 ,并 且 酚 种 积分 值 相等 . 

定理 2.4 15 设 [x,b 为 任意 (有 限 或 无 限 } 区 介 , 设 对 任意 
的 cE Ca.5), 了 在 [ascj] 上 黎 曼 可 积 , 又 设 当 cb 时 ,广义 笋 曼 积 
# L17142 а FE ш.) ЗЕН Га вэ бев В 
与 了 在 [a, 轧 上 的 广义 黎 受 积分 在 数值 上 相等 

例 2.4.16 证 明 


t 1 = 1 
| Te т9н {рту >01 


u "=! 


B #0- RRRRR: 


GD = Dr, oO<i<l, 
»=0 


则 有 


, М 
Í i г. 98 Тан 一 一 | | 了 Мов гат 


т=п 


б) 0.1) 


注意 到 (由 定理 2.4. 14 及 定理 2.4.15》 


1 
一 | “ойт dm — — [лов 181 


LS 


1 


рат "7" 
于 是 
а „+ ЕЕ 1 сө 
> |: АТТА > Ei <+ . 
(da: 
由 定理 2. 4. 9, 得 到 
| ¿log +dm =— > I t` Морі dm 
ба) "= буз 
= 1 
= (p + n)° 


{12.417 证 明 


ле [7 ое + De сов z йт = 0. 
E 注意 到 对 每 个 自然 数 nE IRAY 
收 笋 ,由 定理 2. 4, 15, 有 
" ойк E n) сод dr 
їс tw n) -vecosx dm. 
jata 


由 于 
log(z + n), “оозе | < Q + ze 7, 


n 


OSa, n=l 
ЖН (е0. 420) EARR U H EB 2. 4. 12 


+= 
іт | logtz + т) асов dx 
marcos o n 

= lim в) олат 
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243 BEREH 

EH 2. 4. 1808 Е (Fubini EM) Е.Р RR 
ФИ Ж,ЕХхХЕСЕА" UEC MAE F JLE, 分 别 用 z,y 表示 
R",R" 中 的 点 ,并 用 mom, Km ARR ROR 及 R” "rh 8 
页 格 测度 . 

ШЖ fe LUEx F). 


(96) = | субњ, ЕЕ ЕЙ ВГВ И; 
(у) = | Ле ,у)ат, E F НВО ҢҮ, 
(3) j Fim = |А [судат ањ, 


АХЕ 


= fi [| „сз, dm, . 
2 12.419 iR ECR”, FCR 为 任意 可 测 集 . / E Ex F E 
的 非 负 可 测 函 数 , 则 有 


| fdm =| оов) dm, 


EXE 


=f {| Adm] am, 
TH 2.420 H ECR FOR” MEETME, E: Ex F E 
ЕЖЕ ГЕНЕЗ. 如 漆 两 个 累 次 积分 | | | y) dm,j dm, 5 
J [uraylaw dm, 之 中 有 一 个 存在 有 限 , 则 另 一 个 也 存在 
有 限 , 并 且 了 在 上 Xx 上 勒 贝 格 可 积 , 同 时 还 成 立 荐 
[A 
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=| ij fry dm dm,. 
£ E 
øj 2. 4.21 @ reL œH) g EL +90). 


(f x g) (z) = | oye imss 一 上 < z <—+ оо, 


其 中 dm, 表示 积分 变量 是 y. 
称 六 *8 是 上 与 5 的 卷 积 .在 上 述 条 件 下 ,有 了 * z€ LC, 
十 co), 事 实 上 ,在 R° 上 考虑 可 测 函 数 
h(z,y) = fogar у). 
容易 看 出 , 累 次 积分 


[соат ањ, 
RUK 


=f, fa [Fatz — y) dm] dm 


Í ПОК асе 一 y) dm, )am, 


1814.) p A dms <— оо. 


J. 
f rolje zg(=z)dm, Јањ, 
|К 


由 定理 2. 4 a A= F Y € Loto). 
2,422 ER F 


сЕ dan l -ait 
z ty віп —e ‚А хуз 0, 
fizy) -4 гу 


о , 当 ху = 0, 


则 fe L (R°. 
解 7 的 绝对 值 满足 
Fep 1 уте ео? 
AFERAK iye АКИЯ 
9 52 • 


Í ES tenein dm, | dm, 
=f dzl $e “dm, | iyl $e dm, 24 оз, 
R в" 
于 大 由 定理 2.4. 20, / ЕВ? 上 的 勒 贝 格 可 积 函 数 ， 


2.5 有 界 变 差 函数 与 黎 曼 -斯 带 尔 切 斯 积分 
2.5.1 单调 函数 与 有 界 变 差 函 数 


定义 2.5.1 设 了 是 定义 在 [a, 妇 上 的 实 值 蓝 数 ,如 果 对 子 任 
意 的 z €[a,b]8 zr, € [ab] E <a 可 推出 Fer 0) (或 
SEVES MU / Ж[а.5] Е A ИП (mono- 
lone increasing function) {或 单调 减少 函数 (monotone decveasing 
function)). 

如 果 由 ааз 可 以 推出 РС) f (а) аЙ f Gi >S Ces) M 
称 了 是 严格 增加 的 (strictly increasing) ҖЫ ЫР РР. 

单调 增加 与 单调 减少 的 应 数 统称 为 单调 函数 (monotone 
function). 

定理 2.5.2 设 /是 [a,5j 上 的 单调 函数 , 则 

7 在 [ea 0 上 只 有 第 一 类 不 连续 点 ; 

(2) f 的 不 连续 点 最 多 是 可 列 的 ; 

(3) 对 每 个 за [lad] 207—0) lim fer) Ë f(z 十 0) 会 
im SOFE. 

EM 2.5.3 1 7 Elbl ERME [a b]. PE Fr 十 
0)— firo 0 f fE zo BER Gump). 

定理 2.5.4 设 了 是 [e, 妇 上 的 单调 增加 函数 , 则 了 在 所 有 的 
不 连续 点 的 跳跃 值 总 和 不 超过 РОБ) — Ра). 

定理 2 5.53 设 f 是 [a.,5] 上 的 单调 函数 , 则 了 在 [a,bj 上 元 


"53, 


Fak S RB В ТЕЕ Elab] ЕЛ [Ж.Ж 
且 有 
| Гат < /ф) — Ха). 


Last, 
定义 2.5.6 W 7а. БЕЗИ. xF F EH Lab 1] 
ESTRE Т: а= хо r= b £ 


в a l 
VT = у) fad) — Ро, 
a i= 0 


PCa AJEA PERA ТУШ Йир! У СРЕГ +a j 
Fr f Elab] LIANER Ж Cbounded variation function). X 


令 


ñ b 
VAS sup{ V СТ}, 


称 у СР f Eled] LAERE otal variation). 


例 2.5.7 常见 的 有 和 界 变 芙 钞 数 有 : 
(D [a.6] 上 的 任意 单调 函数 是 有 界 变 差 的 ,并 且 
v (D = O — fal, 
(2) Ж / Та ФЕ ЖЕДЕ (lipschitz Ж Е ЕЛЕЕ 
数 天 ,使 得 对 于 任意 的 ziE[La 的 .mmEla, 寻 ,有 
Жс) = firal < Kja — | 
M f Elat EHRE 
(8) 如 果 / Га е) КИЕТ ЕЖЕ АЕ. ЗЕН ТЕТЕ IE 32 
天 ,使 得 
< K. r€ [аф], 
ДІ f Æla bl ЕҢ ЕЛЕ р. 
例 2.5.8 设 


[1, z>0 
Нбх) = | . 
10, т 
MJ ЕГ 1.1 J.E 8 Ж ЗЕ РЕ JE B 

va = 1. 
但 是 占 在 [一 1,1] 上 不 是 连续 的 . 称 H ЗНН Heaviside gy 
数 . 
例 2.5.9 设 


мә] 
10 х= 0, 


ғо ES REDIERE PEARS 
解 ” 对 于 F011] 的 分 割 了 + осн, 


ЧЕЧЕ L| 
2 2 31 


VOTO 


++ + СЕ 
п 


3 5 ‚1 
= +++ 


п 


显然 , 当 аеону Ora +e :于 是 /在 :01 上 不 


Ея. 
定理 2. 5.10 [ab l ЕИ ЕН? АПА ЧГУ 
单调 增 函 数 之 差 ， 


这 个 结论 称 为 芍 当 分 解 ([Jordan decomposition). 
例如 ,可 以 取 


А(а) 会 Ë [V(O + fe], x € [а], 


ио А VO adje + € Гам. 


a 
л 


则 A. 部 是 [a,5J 上 的 单调 增 函 数 , 并 且 
FT) = Аж) — ulz), TE la,b], 

定理 2. 5.11 有 界 变 差 函数 有 下 列 性 质 ， 

D ET аР E 85328 M / Га рК. 

D # ава V ОЭ =о, f Elab lEI 
数 . 

(3) # /在 fa,6] 上 有 界 变 差 , 则 对 [a,5] 中 的 任意 区 间 
[с.а]. 也 是 在 [ed 上 的 有 界 变 差 范 数 . 

(4) 车 /是 [4a,5] 上 的 有 和 界 堂 差 请 数 , 则 对 于 任意 的 cE 
Lab] F 


ус = #09 二 VC 

(5) E f.z 是 [a16j. 上 的 有 界 变 差 函 数 ; 则 .ff，g 也 是 [4,85] 上 
ТН ЖЕЛЕ ЭРЕ. 

(6) E / Ж[а,&] ЕҢ U 3 Ж W| /了 的 所 有 不 连续 点 都 
基 第 一 类 的 ,并 且 了 最 多 有 可 列 个 不 连续 点 . 

定理 2. 5.12 设 / 是 [4a,6Jj 上 的 有 界 变 着 函数 , 则 了 在 fa,5] 
上 几乎 处 处 存在 有 限 的 导数 , 它 的 导 函 数 Elbl ЕЕ 
可 积 的 . 


2.5.2 ЖЕР-АНА 


定义 2.5.13 i/e [a.s] ЕЙТ НЫ ЇЙ. Е 
[ee 的 的 任 一 分 割 
了 


令 


ОЗТ & РСЕ [кб еб], 
EP EE Uat), i=1,.2,u n. 


= 


+ 56" 


如 果 当 max 1—0. 0 mE AHE RERA EE U y G = 
La DTT PHAR, MP / Elad] LAF 
£ ERS-H R ОЙ Riemann-Stieltjes integrable). 并 称 
LORRA SEF Р ДААН ИР, ГЕК R-S 积分 ,并 
记 为 frogo ,或 者 ae 

定理 2. 5. 14 黎 曼 -斯 蒂 尔 切 斯 积分 具有 下 列 性 质 ， 

а) ж лак, /sdg 都 存在 , 则 对 于 任意 的 实数 a,8, 有 


[en + Afore = of ae + Bf Sae. 
(GD 若 fags， /das 都 存在 , 风 对 于 性 意 的 实数 8, 有 
Глад, + йр) = а fdg, + В ав. 


(3) Ж ась АТ ЧАТЕ, ДБ 
f fas = | fdg + Гев. 


(4) 著 [ dg 与 | sdy 之 中 有 一 个 存在 , 则 男 一 个 也 存在 ,并 


[лш + Гел = РУЫ) — lagla). 
Ж ж ATR ЕНА НА К p: 
x. 
定理 2. 5.15 Га, КЖ. tla b LARTA, JM 
| ae 存在 ,并 且 
еа | (mex о V). 
TH 2.5.16 É [ab Е, ойр д' delat% 
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曼 可 积 , 则 
[a= = с rey aya: 
其 中 等 式 右 端的 积分 为 黎 曼 积 


定理 2.5.17 设 g Са, (РОД, Ж РЕ 
[a,81 上 连续 的 函数 ,一 致 收敛 于 [4,5] 上 的 连续 函数 六 则 有 


im | zas = | fàg. 
定理 2.5.18 R/S Elab] LES, fg.) 是 一 列 [4,8jJ 上 有 
ЖЛЕ ҖЕ. ЖЕН ТЕШЕ M. ER 
УМ, п = 1,2,9, 


ЭПЖ (а Eiet] E Ska T z. B) g 也 是 [a,5] 上 的 有 
界 变 差 函数 ,并 且 


可 [me [a 


2.6 绝对 连续 函数 与 微分 


定义 2.6.1 Ра РЕА ЧЕ. 如 果 对 任意 的 
E>0, 存 在 9>0, 对 于 [ae ,0 中 任意 一 组 互 不 相交 的 区 间 (a ,Bi)， 


(mp ,只 要 满足 Pe —a) < ó ,就 有 


> LEB) — F(a,)| < £ 
ДЖ F E[a,b] ЕАУ Я В M (absolutely continuous func- 


tion). 
定理 2.6.2 I ERARE TADH. 
定理 2.6.3 PELD MES FU = | /dm 是 区 间 


Чыл) 


5R» 


[a,6J Efe seek 8 
d 
dz 

2.3 F {Е[а,Ь] аз Ж.Ш ҢА Ра, БЕ 

Л. ЗЕН. 

F'dm = ЕО) — Fia), VE [a,b]. 


[н] 


m 2.6.4 R fer[labla € а,Ь). ATER ЕШ hat 
h,>>0 KIJE f $K А, A, ШЖ 


FG) = ѓа), а.е., 


|70) 一 Ғад ldm = 0, 


， 1 
„п, h, + h, 
ЕЯ) 
Шо 是 了 的 一 个 勒 贝 格 点 . 


EH 265 设 f€ELLa8j; 则 在 La,5] 中 几乎 处 处 静 是 /的 
ЖИЛ R. Mr bE (wu, 是 了 的 一 个 昔 贝 格 点 , 则 有 


| | Jim) |. = уу) 


定理 2.6.6 Ú f Elab] EE g Го БО КАУ, Ш 
了 关于 g 的 效 曙 -斯 蒂 尔 切 斯 积分 可 化 为 勒 幢 格 积分 , 即 
fag = | теа», 


定理 2.6.7 ELLs blg Elab] EERE ж 
FG) = | fam , 则 有 


га 


I fgdm = FOB) gt) — Faga) 一 | Eg'dm. 
Lust] Laet] 


这 就 是 说 ,分 部 积分 法 对 于 勒 风格 积分 仍然 成 立 . 


2.7 ZEL 


PNM 2.7.1 ИЕНЕН, / ЖЕ LWA ЇЙ. > 
1.3 | /|' ТЕЕ БАЕ ДГ Е EHT p K 
TERR HAE E F p 次 可 积 的 函数 构成 的 集合 记 为 LE), 
LAE)《p 实 1) 也 称 为 勒 贝 烙 荡 数 空间 (Lebesgue function space). 

对 于 任意 的 JELE) H 


1 
P 


MEN = т)? 


为 了 的 户 - 范 数 (p-norm). 

定理 2.7.2 ШЕШЕНЕ, 521. 

D # fe Lr(E),WXaPT IESS SK <, 有 ELEA 

Па |, = lel Zl, 
(2) Ж SELE), ДЄ (EX W| +E LEHE 
ТАЖ е, ПАП, + gll 

定理 2.7,3 1 ЕЗ ЖИ ИЕ. 2221,91 ЕЁ ptg 
== 1. WHER ELEELE) S б g ЖЕ БА ИЕ 
积 函 数 ,并 且 


ок am < Algi. 


定理 2.7.4 HESHTIN, 
《1) 车 pereg | 
LE) C LE) N LCE), 
(2) Ж т Е<--оо,р;>у2>1, M 
LHE) С F(E), 
WX 2.7.5 ЖЕЕ, ро, (У. СЈО), РЄ 
LAE) ,如 果 lim 上 所 一 了 ,二 0, 则 称 序列 {f,) 在 12 (Ey RR 


. 69. 


(strong convergence) F f. ie 38 f, — f. 
定理 2.7.6 ЕЖЕ D N| E, AE LAED АЧ Е 
列 ,满足 
lim „—/|„= 0, 
则 存在 TELE), (E 
Лт ЛА =, = 0. 
这 称 为 Le (E АУЕ 2 (completeness). 
定义 2.7.7 ü /cc[lu ll a+ о, 


Ва) = У ИЕ = D, 


В.С F W n WBS НН 57926. 
定理 2.7.8 对 于 任意 的 Eco] 3 n— tokt £ 4 
АЙИН SIN ЕТО.) К-НА 7. 
Ж 2.7.9 (а, ОН БН. р, НЕВА AE 
17а.) ,对 任意 的 е0, (Ct ЕУ g, 使 得 
rf — Фі, < к. 
这 称 为 1? ta,5) 的 可 分 性 (separability). 
定理 3.7.10 设 (a,5) 是 一 个 有 限 或 无 限 的 区 间 , 则 对 任意 
H f€ ab) ,任意 的 e>0, 存 存 (4,5) 上 的 有 界 连续 函数 P, 使 得 
IF- el, < z. 
定理 2.7. 11 1( 一 o0, 十 0)(p 实 1 是 可 分 的 距离 空间 . 由 
ШЕ е", ze. me us me ,的 有 理 系 数 线性 组 合板 
成 的 函数 集合 是 一 个 可 列 集 , 它 在 27( 一 22, 二 en) 中 釉 密 . 
同样 ,J7(0, 一 so)(p 实 1) 也 是 可 分 的 . 
定义 2.7.12 设 五 为 任意 可 测 集 , 了 是 定义 在 刁 上 的 可 测 函 
数 ,如果 存 在 常数 >>0, 使 得 在 上 & 上 几乎 处 处 有 
SOLS M. 
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Ш# / E E ЕҤ iE AAAA Ж essentially bounded 
function). 
EE 上 的 所 有 本 质 有 界 落 数 构成 的 集合 称 为 (E 上 的 ) 有 界 可 测 
ка |8) (Бсипдей measurable function space) JEPE L (E). 
对 任意 的 SEL E) S 
НЕ. =ess sup 7С) | 
=infí£ |f(z)| < Аа. е}, 
称 1 £ | -为 了 的 =>- 范 数 (eoc-normy)， 
定理 2.7. 13 17КЕ) ЗЕ ВАРО CL СЕ), КЕ 
„т А fl = 0, 
WEHEL” E) ,满足 
Hm А-1 = 9. 
定理 2.7. 14 LD IERTAREA ZN. 
R ”对 任意 的 :人 [0,1], 令 
дз) = 1, ооли, 
0, {<\ т<], 
则 单 参 数 函 数 族 {9g7 Соо 二 [0,1] 中 的 不 可 列子 集 ， 
ЖН Є [0,11], C 10.1], А nAn Ж 
ls =g l. = 1 
如 时 OETH, WER REE- ЖЖ Z. tE 
得 对 每 个 4E [0,1], 都 可 以 找到 这 个 序列 中 的 其 个 А ER 
П в. < +, 
HAIRA tE [0,1]. f, 也 不 相同 . HPE B (faz Н Ж 
Ж а) OLSD PALES. k'ik А-КЕ, ЕИ Le ГО, 


1 不 是 可 分 的 . 
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2.8 勒 贝 格 积分 的 其 它 定义 方法 


以 上 ,在 建立 勒 贝 格 积分 之 前 首先 建立 了 勒 贝 格 测度 理论 .但 
是 引入 勒 贝 格 积分 也 可 以 通过 其 它 的 途径 . 可 以 先 有 积分 理论 ,市 
后 由 积分 引出 测度 ;也 可 以 不 用 测度 理论 作为 工具 而 用 其 它 方法 
直接 建立 积分 理论 . 这 里 介绍 两 种 定义 勒 贝 格 积分 的 方法 . 


2.8.1 里 斯 方法 


这 种 方法 普 先 对 于 阶 稀 函数 定义 积分 ,然后 通过 适当 的 极限 
计 程 将 积分 推 到 一 般 的 函数 类 ,其 实质 是 基于 线性 泛 函 的 开拓 绚 
概念 ,这 种 方法 水利 用 测度 理论 ,但 只 适用 于 R 的 情形 . 
定义 2.8.1 设 ta,5) 是 有 限 战 无 限 区 间 , 将 (a,5) 分 成 所 不 
相交 的 有 眼 个 区 则 Д. а. ЯЙ pg 是 ia,5) 上 的 一 个 实 值 肖 
数 ,具有 下 述 形式 
Фл) = с. EL (1=< ¿< k). 
ВФ осе. ДР р Са ,5) 上 的 阶梯 函数 step func- 
tion), 
定义 2.8.2 10а, Г. НА 20801,90.) 
АИА, R Kik ЕЛЕ X 2.8.1 WA. W| plab) EB n 
ЖОАН >с] PIL ERKA LO S< Sa yK E. 
定理 2.8.3 Dle) Elab БЇ -个 阶梯 函数 的 递增 序 
列 ,如果 其 积分 所 构成 的 序列 有 界 , 风 {sg) 训 ,几乎 处 处 有 有 穷 的 极 
限 , 即 存在 ta.#》 上 的 一 个 有 限 值 函 数 六 ,使 得 
Шъ фт) = fir), а.е.. 
定义 2.8.4 Him С, (а) ЖЛЕ ЫЕ 
数 类 . 又 设 了 是 (ae,5) 上 的 一 个 函数 ,如 果 存 在 (a py EA УВ 
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ЖЕРЕ НЕД {д 7, АЛИЯ ЛЕВ Ж. ЕНЕ 
f(r) = lim pT), a.e., 
ML 二 属于 函数 类 C.. 
EN 2.8.5 Ш (а,в ЕВ С 类 函数 , 即 存在 一 个 
MERRE EREI aho ,其 积分 序列 有 界 并 且 满 足 
Ta = „ш gC), a.e., 


则 定义 下 在 ta,6)} 上 的 积分 为 
[rode = йа | aczdz 


其 中 g(x)dz 是 阶梯 攻 数 向 (一 1,2，) 的 积 , 即 在 定义 2.8.2 
中 所 规定 的 和 起. 
RAE roo 与 序列 {9.1 守 ,的 选取 无 关 . 也 就 是 说 ,如 果 


有 另外 一 个 满足 积分 序列 有 界 的 递增 的 阶梯 函数 序列 人 y} 交 ,也 使 
得 
f(x) = Шъ pa), a,e., 


则 有 
Li 
Гло = lim [жоо 


= lim [pode 
因此 这 个 定义 是 合理 的 . 
X 286 设 g 是 (a.8Y 上 的 一 个 函数 ,如 果 存 在 两 个 С 
类 函数 / ,fi, 使 得 8 一刻 一 了 ;, 则 称 g 属于 函数 类 C. 对 于 这 样 的 
С, 类 函数 g, 它 的 积分 定义 为 
[cd = Гл rdr 一 Гоа, 


[ШЕ ХАМИ У 的 选取 无 关 , 即 车 存在 另外 两 个 С, Ж 
“64, 


函数 odo КН к= 5 f. Ü КИН 
| sepadz =| Gd 一 Гле 


= | лса 一 Гледа 


定义 2.8.7 (ab) БАС. оа ИЙ Са, БЛ 
函数 类 ,这 个 画 数 类 与 定义 2.4. 3 得 到 函数 类 工 (a,5) 是 相同 的 . 


2.8.2 基于 完备 化 思想 定义 勒 贝 格 积分 的 方法 


这 种 方法 是 在 歼 曼 积分 的 基础 上 ,从 连续 函数 出 发 ,利用 极限 
过 程 定义 勤 贝 格 可 积 函 数 类 利 勒 贝 格 积分 . 这 种 方法 是 基于 距离 
空间 的 完备 化 思想 , 它 无 需 事先 建立 测度 理论 ,而 是 先 建立 勒 贝 格 
积分 理论 ,然后 由 积分 理论 建立 测度 理论 , 这 种 途径 所 获得 的 勒 由 
格 可 积 消 数 类 与 定义 2.4.3 完全 一 致 ;由 积分 得 到 的 测度 也 与 定 
义 2.2.6. 定 义 2.2.7 完 全 一 致 . 

为 了 技 述 六 便 , 下 面 仅 以 及 : 为 例 建立 积分 和 测度 理论 ,但 是 
这 种 方法 完全 适用 于 空间 R" ,其 方法 和 结论 的 证 明 过 程 基本 上 没 
有 什么 差别 . 

定义 2.8.8 a DÆ R 中 的 一 个 有 限 或 污 限 的 区 甸 ,y 是 
定义 在 (a.5) 中 的 实 值 函 数 . HEA NE (ab) |gtz) 关 0. } 的 闭 包 为 
函数 9 的 支 集 (support set) , 记 作 supp (p). 对 任意 的 函数 o, E + 
Ж supp (g) Ë: R: 中 的 闭 集 . 

W supp 141: a 5) 内 的 一 个 紧 集 ( 即 зирр{ф} 包含 于 (ea 0 
中 的 某 个 财 区 间 内 ), 则 称 PEC, Cab). ФЄС,(а Б, К фр Ж 
定义 在 (ea, 妃 中 的 具有 紧 支 集 的 函数 . 

щ (а, В) = Соо, Боо), ЄС. (— о, Боо) АЕ 
闭 区 闻 Fai,6], 使 supp (gl [ат i; bi]; 8 ab A 5 8 X [aji Сазе 
БЕС, (а БО 5 FE E 3k 0.8 вирр{ф СС Га--8,5—81. 
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ЖК ЕВ ИЕ ЕЕ ROR C. Ca ,6 是 一 个 线性 空间 . 
EX 18.9 对 任意 的 o, € C.a by. AREEN 


dipp & Piw — Ф) [а 


(其 中 积分 为 黎 曼 意义 下 的 积分 ) 则 C.(a,5) 构 成 一 个 距离 空间 ， 
但 是 这 个 距离 空间 不 是 完备 的 . 

定理 2.8.10 Biek BEARN Ca 他 中 的 一 个 基本 
列 , 即 满足 


一 0， 
则 必 存 在 唯一 的 一 个 在 (a,5) 上 刀 乎 处 处 有 限 的 函数 六 ,使 得 在 
(Ф НАР д Б АА 
Ха) = Лт д, (0), a.e.. 
所 谓 唯 一 ,是 指 如 果 存 在 另 一 个 子 列 在 (a, 妃 几 乎 处 处 收 和 化 于 
LO) = gE), а,е,, 
FREN ЗЛЕ Уд, ВОВЕ ЕА. 
定理 2.8.11 д) 5 16.7 R C. ба, Бэт 
列 .如 果 它 们 互相 等 价 , 即 满足 
Jim dipp) = lim [lgo — pait) idt 
=0 
则 这 两 个 基本 列 有 相同 的 极限 函数 . bsk E ЖП ЖЖЖ F (д, 
和 { 儿 入 :分 别 有 极 限 函 数 了 与 g, 则 必 有 
JTO = БФ), ae. 
EZ WREN ph 8709, PELAR WE T 


TEER E ЖЕШ, AA ЇР] BE (a py БАЕЛ РААН ЕА. 
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定理 2.8.12 LIYE Ca DHESTAR RR 
im [ой ИЕШЕ; ukta 516.7. ЙТ E 
基本 列 , 则 有 
im [aoar = а wd 


ЖУ 2.8.13 设 了 是 (ab 上 的 一 个 中 乎 处 处 有 限 的 岳 数 . 
如 果 存 在 C.Ca,65) 中 的 一 个 基本 列 {g} 芝 1, 使 得 其 中 有 于 序列 在 
(а,Ь) ELEAF 户 刚 称 了 是 (e,0 上 上 的 一 个 蔓 贝 格 可 积 
函数 . 
Җ РЕС, (ley) 时 ,在 (a168) 上 的 勒 贝 格 积 分 就 是 了 在 Ca,5) 
上 的 黎 曼 积分 . S SRECU DXR ТРЕ C ad PH 
基本 列 (е EBRR TI p 2 E ab) EJL P Ak ЯХ 
FAREL А #ECa,b) БИЛ 
| fdm 会 lim [фо 


由 定理 2.8.12, 等 式 右 端的 极限 是 存在 的 .并 且 与 基本 列 
0а, 15 ERER. 

ЖУ 2.8.14 Ü ЕС (ос, гоо) д-р E 
ФЕВ Хе EL оо, оо) Е Ла, Ш E J — PT ШЕ. 
上 县 其 测度 为 

mE 一 和 dp 
Li ©} 

W ЕС (соо, Боо) Е, MRIS ЕЙ а, BS ЕГ 
[aa TN. И E 为 可 测 集 ,并 定义 其 测度 为 

тЕ = ,lim m(E [= ооф. 

ЖУ 2.8.15 设 ECt~o0, 十 oo) 为 任意 可 测 集 ;f 是 定义 站 
E 上 的 几 平 处 处 有 限 的 函数 , 以 任意 方式 将 上 的 定义 域 延 拓 至 
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(一 oo оо) (ША ЕЙ E E, и) 0). ХВ x: ЖЕ 
HER AO W RRRA дє Соо, oo) ЕД ЛЯ, 
ЖЕ ЕГИ НЕ B| 06 39. 


2.9 抽象 测度 
2.9.1 环 上 的 测度 


定义 2.9.1 设 民 是 一 个 集合 ,以 后 称 之 为 空间 或 基本 集合 . 
深 是 的 某 些 子 集 构成 的 一 个 非 空 集合 族 . 如 果 A 具有 下 列 性 
Ж: 

(1) # EC së.FC =, WJ EU F€ Z. 

(2) Ж КЄ. КЄ, Ш ENFER, Y 22 (тіп). 

如 果 RMA, 

D Ë EER, (21,2065. ШОЕ, 2. R о 
(a-ring). 

12.9.2 对 于 所 有 的 左 开 右 闭 的 区 间作 有 限 的 并 的 运算 ， 
得 到 的 集合 族 是 一 个 环 . 

直线 上 所 有 的 博 雷 尔 (Borel) 集 合 构 成 的 族 是 一 个 o- 环 ;所 有 
的 勒 贝 格 可 测 集 构成 的 族 是 一 个 o- 环 ， 

定理 2.9.3 设 和 是 一 个 空间 , 安 是 由 总 的 某 些 子 集 构 成 
的 族 , 则 存在 一 个 包含 Z МЛН о-о. 

所 谓 最 小 ,是 指 如 果 有 另 一 个 环 (o- 环 ) 也 包含 到 , 则 同时 也 
包含 2, | 

例 2.9.4 设 多 是 直线 上 所 有 开 区 间 构 成 的 族 , 则 由 所 有 博 
雷 尔 集 构成 的 *- 环 及 由 所 有 勒 贝 格 可 测 集 构成 的 =- 环 都 包含 27, 
而 前 者 是 包含 K 的 最 小 的 o- 环 . 

LE U 是 直线 上 所 有 左 开 右 闭 的 区 间 板 成 的 族 , 则 由 27, 
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及 27, 中 的 集合 的 有 限 并 构成 的 环 是 包含 ФО 的 最 小 的 环 ;而 由 
所 有 博 雷 尔 集 构成 的 o- 环 是 包含 Z 的 最 小 a PF. 

定义 2.9.5 设 区 是 一 个 空间 ,: 妆 是 由 XX 的 某 些 子 集 构 成 的 
环 . 包含 # 的 最 小 的 9- 环 称 为 由 22 张 成 的 go- 环 (o-ring generated 
by A) WA СОС). 

由 SG) rJ Br ti ЕВ 8 56 #1 DEET ЖА MJ HR 05 Ж 
合 族 记 为 2 C20. MERS E€ ЕС), ШИ Ж E € (И), 
ERER FESSA) ,使 得 ECF. 同时 ,对 任意 的 EC Ж (Сй), 
E 的 任意 子 集 也 属于 AA). 

定义 2.9.6 设 沈 是 一 个 环 ,p 是 定义 在 吏 上 的 一 个 集合 函 
数 ( 即 按照 某 种 法 则 ,使 2 中 的 每 个 集合 EE 对 应 一 个 实数 (E), 
A(E) 可 以 取 十 coo). 如果 py 具有 下 列 性 质 ， 

《1) и&Ё)7>0, y EER 

(2) p(B)=0. 


(3) Жо АНА ЕЦЕ Є. 


则 


称 关 是 安 上 的 一 个 测度 . 
定义 2.9.7 设 # 是 环 久 上 的 一 个 测度 .如 果 对 任意 的 EE 
R, h a(E)=0 可 以 推出 E 的 任意 子 集 也 属于 深 , 则 称 y 是 人 于 上 
的 一 个 完全 测度 ‘complete measure). 
定义 2.9.8 aE A ЕВ НЬ EE 
RFE # о F БЕЛ СЕ, WÑ E АСЕ, < Боо, (п=1, 
РИТА ) 并 使 


Е = (Е, 
则 称 „ Ж ERT о-З 1 NE (о- апе measure). 
69+ 


例 2.9.9 i% 2? k: R" HAA REE ЛК ЖЫЛДА YS В) Т 
格 测度 m 在 这 个 环 上 不 是 完全 的 测度 . 因为 测度 为 零 的 博 雷 尔 集 
的 子 集 可 能 不 再 是 博 雷 尔 集 , 但是, 如果 2: 是 所 有 的 勒 贝 格 可 测 
集 构 成 的 环 , 则 勒 贝 格 测度 是 史上 的 一 个 完全 测度 , 并且 是 一 
个 s- 有 限 的 测度 . 


2.9.2 测度 的 扩张 


EM 2.9.10 设 有 党 是 一 个 环 , 妆 是 定义 在 ЭРС) Бау 
集合 函数 .如果 АЕТ. 
G) EO0, У КЄ). 


(2) p (Фу=<=й, 
(3) # EER) FEA) ШО ECE, W gD 
Е). 


G) ЖЕ, A ру — У], Д] 
Око) У) (EO, 

称 po' 是 一 个 外 测 订 Couter measure). 

定理 2.9.11 Ж EEA. E КОФ) КАШ 
下 方法 构造 一 个 集合 函数 ш". 

对 任意 的 EE 2 (sp , 令 

ке) — о DE) |Е, Є 9, (и = 2,0) ЖН 
вере) 
W s ЖЖ ЭКО) EB. F ЫЙ ЈЕВРЕЈЕ Є е, 

#' (Еу = WE). 
这 个 定理 说 明 , 环 2 EATE ME E Lak p ЭКОЛ) E WJ 


一 个 外 测度 ， 
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— 
ee pe ， . . s=... 


定义 2.9.12 AEST ` ДЕ 28 (SF) E BJ — F ЭШ 

BE. E€ ОЕ). 如 果 对 所 有 的 AC SC) A 
EAE LANE СА ПЕ, 
MPR E E e -ER E ER E 的 余 集 ， 

定理 2.9.13 Бн БМК, e 是 由 定理 
2.9. 11 得 到 的 ECD КЕШ. 记 2 为 СО РЯ р" - 
可 测 集 构成 的 族 , 则 3” 是 一 个 包含 2 В о-н 限制 在 "上 
是 一 个 完全 的 淹 度 ;限制 在 这 上 与 = 相等 .如果 是 or 有 限 的 , 则 
«ШЕ он. 称 测度 上 是 测度 yj 在 "上 的 扩张 
(extension). 

定理 2.9.14 Ü 2 ЕК. Н Së 张 成 的 玉环 ， 
WA КЕҢЕ ЖИЕ pt s С) ЕГЕ ВК a". ШЖ лн B: а- 
有 限 的 ,由 e EE o- ERE. 

例 2.9.15 i 22 EH R' 中 所 有 开 区 间 的 族 张 成 的 环 . 对 于 
每 个 开 区 曾 (a .0 , 令 pabba. ВАЕ 和 上 确定 一 个 
测度 д. 4. 效 ) 就 是 所 有 博 雷 尔 集 构成 的 6- 环 ,而 ”恰好 是 由 所 
有 的 翻 由 格 可 测 集 构成 的 o- 环 . 的 扩张 , 正 是 勒 贝 属 测 度 m. 


2.9.3 可 测 函 数 与 积分 


定义 2.9.16 ЖХ в, e Х 的 某 些 子 集 构成 
的 一 个 非 空 的 环 (c- 环 ). 如 果 罕 闻 X kO Т У.У Z X 
上 的 一 个 0 代数 (Co-algebra). 

EX 2917 ШХА ЕХ Е о. 
pS Ер ВЕ, СХ S ни) а — N| 8 zz [B] (measure 
space). 

例 2.9.18 W X=R:,5 H P #J DL КИШ #E BJ g Н o- 
环 ,m ЛЕЙ DL ta M| СХ, ее) — NI BE = а]. 

ШЕФ х 为 任意 的 一 个 勒 贝 格 可 测 集 .5 是 由 XX 的 斯 有 可 
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测 子 集 构成 的 o- 环 ; 则 CX, ,zm) 仍 是 一 个 测度 空间 . 

X 2.9419 设 (X,,p) 是 一 个 测度 空间 ,fF 是 定义 在 
上 的 一 个 扩充 实 值 函 数 .如 打 对 每 个 实数 c, 有 

{т E€ X|) >а} € 5. 

URS EX E-A NE. 

ЖХ 20.20 设 (X,57,p) 是 -~ 个 测度 空间 ,pg 是 定义 在 其 
上 的 一 个 非 负 简单 函数 . 即 存在 起 不 相交 的 A... .A,C S. EIB 

x = А 
太一 组 非 负 实数 = ,…*e* 使 得 
ж) = Fet, D, z € X. 
其 中 ,是 А, 的 特征 函数 . RJ y Ж ОХ ЕЗИ x 的 积分 规定 为 
[ев = ЭЙ r (A). 

定义 3.9.21 XA DETER, f ЖЕ ЙЕ x 

士 的 一 个 非 负 的 可 测 函 数 ,和 在 和 上 关于 о ТИНТЕ Ы, 
[ек = sup{ fods}, 
其 中 9 大 民 上 的 非 负 简单 函数 ,满足 
Kr) SFr), “e€ Xx. 
如 果 这 个 上 确 界 是 有 限 的 ,就 丈 了 在 站 上 关于 a ЖОП. 
LE EES JE- RE MSEE EZF mn 的 积分 为 
j ad 一 F ` Хейр 


其 中 加 是 忆 的 特征 函数 .如 果 | /dz 有 限 , 刚 称 了 在 已 上 关 
+ z njn. 
定义 2.9.22 BOAS ORAM RES EELE X 
ЕЕ ЕТИШ. 2 
“72+ 


Jf. (z) = max{ fiz} 0t, f. (z) = тах{— flx), 0t 
WAS f. ҖӨЕ Xx EHER. 如果 /. 5 /-ЖИЕХ [ж 
于 产 可 积 , 则 称 了 关于 产 可 积 .并 且 上 关于 天 的 积分 规定 为 


[уа = je da 一 | dg 
对 于 任意 的 EY, 可 类 似 地 定义 了 在 玉 上 关于 的 积分 , 
2.9.4 ” 勒 风格- 斯 蒂 尔 切 斯 积分 


定理 2.9.23 设 g 是 定义 在 及 上 的 一 个 单调 增加 的 右 连续 

实 值 函 数 . 对 任意 左 开 右 闭 的 区 闻 (e, 有 , 令 
aila BD = gA) — д(а}, 
又 设 # JE В Л НҢ BID < |Ë] K. E: ЕЕ 3839 ШЕЕ ЖЕ. Wl tE 
深 上 存在 一 个 唯一 的 测度 w, 使 得 对 每 个 (ae,8], 有 
“Са, у= piia pT) = gD — (а). 

定义 2.9.24 ikg 2, nF EM 2.9.23. НЕНИИ! 2.9.10, 
构造 26 (22 ERNE py* .再 由 定理 2.9.13,p' 是 9* 上 的 一 
个 完全 测度 . 这 个 测度 称 为 由 z 确定 的 勒 贝 烙 -斯 蒂 尔 切 斯 测度 ， 
EA pe 而 p'- 可 测 集 构成 的 o- 环 5 也 与 g 有 有 关 , 记 以 记 为 
©“ 


一 般 来 说 ,不 同 的 g 确定 不 同 的 se; .但 是 可 以 证 明 , 对 于 任 
意 的 单调 增加 的 右 连 续 函 教 g, 得 到 的 Se: 都 包含 了 直线 上 所 有 
RETEA- 

EN 2.9.25 设 g 是 [a,5] 上 的 一 个 右 连 续 的 有 界 变 差 函 
Ж. g1 ,gs 是 两 个 右 连 续 的 单调 增 函 数 , 使 得 gg 一 g2. 按照 定义 
2.9.24, 和 и, 分 别 在 La,5] 上 确定 勒 风格 -斯 蒂 尔 切 斯 注 度 px 
和 和 ,以 及 两 个 相应 的 可 测 集 类 97 与 An X1 ЕСО.) 
ЕЄ >, N AaS EELE E LHF EXER. 如 果 EFN 
E Pist 都 是 可 测 的 „ЖЕ 
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[deo | fam 
HE WAS EE БЭС zg 是 勒 贝 格 -斯 蒂 尔 切 斯 可 积分 的 ， 
FEE 上 关于 g 的 勒 岁 格 - 斯 带 尔 切 斯 积分 定义 为 
J rag a f fan | ap 

例 2.9.26 设 已 是 赫 维 赛 德 函数 , 即 
的 工 委 0， 
il, х2 0, 

ОН ER -RAR URREA р, BT Ж Жу <, PN] 
对 任意 的 EE5 ,有 


Hir) = 


0, 当 0 6& E, 
1, 当 0 € E. 

定义 在 В! 上 的 任意 有 限 函 数 f 都 是 关于 и [ЙЕН / 
的 勒 页 格 -斯 带 尔 切 斯 积分 为 


[a= (о, eg 


BCE) 一 | 


"74. 


3 空间 结构 与 抽象 空间 


31 集合 与 空间 
3.1.1 FEAH 


EB Z. ИЕН Ж? ETE СИНИП ЖИП. 例 
- „итак ifa] г PREA ЖАШ ТИНЕ LAIAT А Q (<). 
тр “ë [Н] {Р ра ИЕ йс ERER 这 时 系统 的 状态 不 是 物体 上 上 个别 亿 
ЖИН ЛЫН. a k ХУ £ ИЙ e Ja y. М Um (š T. 
ОНОР БЕТИНЕ АА е ЕЕ 
GR =R akrilo, + >) > R. 
+ КК ТЫ ЕЗУ ТШЕ ЖС! @ kr. 有 时 信号 是 经 过 采样 取 
得 的 . 即 
IH) k=O, Т 00 6, 

这 时 参数 是 离散 变化 的 . 依赖 kak Н 参数 的 莽 通 常 称 为 画 
数 ; 依 暗 于 离 瞩 变化 的 参数 的 其 通常 称 为 数列 . 为 了 六 察 物理 系统 
的 变化 ,大 们 关心 的 不 是 系统 药 某 一 个 状态 ,市 是 状态 的 集合 , 即 
"жнт кишн ЖА. ШЕ Pk RE rh y 0 Се |a ЫН 
То 8 РЕА НУ {7% Е Cr. 

对 于 -个 集合 Wapa ГОТЫ 
жк GERZ иН Е fF f X: ZZ. АРГУ Н ЗЕ] Ж. {ЕЁ 
ТЕЕ ARRATE А.Ж по 883 ЭЕ £ RT E (ТЫ МЕЕ 
间 结 构 , ТЕ] z 8]#k B) 3 Ж @ B: J 4318] 05 se l], 

КЕ ТК EOE E IK 8 F ЭШ Ы AJ ЕНУ. {ЕКЕ 
ЕШ ЖЕШ ШЖ ЖЕТ ЕНЕ КЕН УЙ. ТИШЕ ina eE A 
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3 ШЕШЕНЕ ЄЧ ДЕ ЧЫКЕ: БИШК Ч A 
数 的 加 法 和 乘法 . 在 一 些 集合 中 常 引 入 加 法 和 数 乘法 两 种 代数 运 
算 , 这 种 空间 结构 ,你 为 线性 空间 结构 . 例如 对 于 物体 上 的 温度 分 
布 , 两 个 温度 分 布 相 加 是 指 在 各 个 位 痪 的 两 个 温度 值 相 加 ,温度 分 
MRR ”是 指 各 点 处 温度 值 均 乘 a, 赋予 线 性 空间 结构 的 集 人 台 称 
为 线性 空间 . 

初等 数学 分 析 的 主要 结果 是 在 极限 理论 基础 上 获得 的 极限 

念 只 用 到 数 与 数 之 间 ( 自 变量 之 间 以 及 区 数值 与 极限 信之 问 ) 的 
距离 ,因此 距离 是 更 为 基础 的 概念 , 对 于 x,y€ER, 距 离 |x 一 y| 是 
表达 实 ( 数 ) 直 线 上 点 r 与 点 3 之 问 远 近 的 一 个 数 . 用 数学 方法 求 
解 物理 系统 的 状态 时 ,往往 只 能 得 到 近似 解 .希望 近似 解 能 任意 首 
近 准 确 解 . 为 此 需要 在 系统 的 状态 之 区 给 出 一 各 度量 ,以 便 确切 地 
规定 出 “任意 通 近 ?的 概念 , 换 半 之 ,有 必要 将 距离 慨 仿 扒 广 于 一般 
的 集合. 距离 是 一 种 空间 结构 , 称 为 距离 结构 . 一 个 集合 ,如 果 定 义 
了 能 够 反映 任意 两 个 元 素 之 间接 近 程 度 的 距离 概念 , 称 为 度量 空 
间或 距离 空间 . 

范 数 是 向 基 长 度 概念 的 惟 广 , 它 也 是 一 种 空间 结构 , 称 为 范 数 
结构 . 赋予 范 数 结构 的 线性 空间 称 为 赋 范 线性 空间 . 赋 范 线性 空间 
是 泛 通 分 析 中 具有 重要 意义 的 概念 . 在 赋 范 线性 空间 中 ,任意 两 个 
元 素 < 5 y 的 距离 可 以 用 x 一 y 的 范 数 来 定义 . 因此 赋 落 线性 空 
间 是 特殊 类 型 的 度 且 空间 . 

要 反映 具有 无 穷 史 个 自由 度 的 物理 系统 的 状态 集合 的 属性 ， 
必须 把 代数 的 线性 宝 亲 结构 与 分 析 的 距离 结构 同时 赋予 所 讨论 的 

合 , 成 为 战 距 离 的 线性 空间 . 这 种 空间 与 欧 儿 里 得 空间 E" 有 许 
多 相似 的 性 质 ,但 由 于 缺少 "角度 "这 个 慨 念 ,使 得 它们 没有 E 所 
具有 的 许多 几何 性 质 . 由 于 二 维 空间 E: 与 三 维 空间 E: 中 向 其 之 
间 的 夹 角 是 道 过 让 积 给 测 的 ,从 而 在 空间 Е* 与 КЗ 中 有 正 交 性 .下 
交 投 影 以 及 向 址 的 正 交 分 解 等 重要 的 几何 属性 . 对 于 一 般 的 空间 
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E“ НЕЯ ТААТ, KERA TE fi (q A PSS IN RIE H — Ph aE aa: 
构 , 计 你 为 内 积 结构 . 赋予 内 积 结构 的 线性 空间 称 为 内 积 空间 . 任 
何 柯 积 室 泣 可 以 由 内 积 确 定 一 个 范 数 .因此 内 积 空 间 又 是 赋 范 线 
性 空间 的 -种 特 殊 博 形 . 

从 度 基 空间 可 以 过 滤 到 更 广泛 ,更 抽 象 的 折 扑 空间 ， 

本 章 集 中 介绍 以 上 所 述 务 种 空间 结 档 改 抽象 空间 的 概念 攻 有 
KHER. 


3.12 RULERS 


Ж aS JLE а а E КЭУ ЛП 508}. 当 a3 时 
E 已 无 直观 性 ,一 般 在 线性 代数 中 讨论 . 由 于 本章 中 所 讨论 的 各 
Э ах [ару е Мр В РЕЛЕ E" 中 其 些 室 基 缚 构 的 月 然 扒 广 , 这 里 对 
E" 作 一 简 述 ， 
Re=R xR x = x R 
= (£ = Суда ет) |] үзле" z, ЄВ. (3.1) 
R RS x= (zaza sa z, Зу n КЕЗЕ 60 称 为 x 
的 第 7 个 坐标 , 记 导 R 仅仅 表示 一 个 集合 . 
KILER TE E" 的 概念 是 几何 空间 概念 的 推广 , 普 先 在 集合 
R" 中 下 入 线性 空间 结构 ,这 是 指定 义 如 下 两 种 运算 : 
Kp (а + уул, + ye T NO. (3.2) 
Vy (aasan p EER". 


ах © ar Ap Ar, ) (3.3) 
V Y— Ür aqa se mn) Є R". Е, 
хт y ËH x £ y 相应 坐标 相 加 定义 的 , 称 为 向 姬 的 加 法 , ax 是 由 
x RRETARA = 定义 的 , 称 为 向 基 的 数 乘法 . 向 其 的 加 法 与 数 乘 
法 统称 为 线性 运算 . 
定理 3.1.3 HARG DEARER AM KER: 
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(1) 交换 律 x 二 py 一 x 十 x， V r.yC R° 
(2) 结合 律 (х+у)+т=х-(у+:),. V x.y.z€ R" 
《3) R" 中 人 唯一 的 一 个 向 域 称 为 零 向 量 , 记 作 0. 合 得 
х--ф=ху. YIER’ 
T ЖЕЕ a p КАНИ @= (0,0,70) 
(4) РЕТ x€ R", fE R° fefe -的 МЕ x Н 
RAE. ILE- x, 9 
x+ (— x) 一 小 
Baxs (гк д ЙАМ tH х ВОВУ Z р it 
а здра, 
定理 3.1.2 由 公式 (3. DELA EIK ЖЕЕ ҢА ТЧ 
(1) Іх= к. V xC R”; 
(2) aax =al px, YXER’. a ЗЄВ; 
(3) аіхту) актау, V x.yCR'. ЄВ; 
(4) (4—0) =at ax V x€ R°, а.ЛЄҢ; 
ИР МИЛДЕ Н (3. 2058. 
集合 R" 赋予 上 述 线性 运算 后 称 为 实 线性 室 间 (real lincar 
space) 或 实 向 量 空间 Creal vector space). 
其 次 ,再 在 实 线性 空间 中 引入 内 积 , 用 记 妇 ( од 
R"xR" 到 RR HRG ВФ ДЕ 2a 元 的 隧 数 .定义 为 
(х,у) 一 六 十 Ta е дум (3.4) 
V Y = (rira), у= (y ee € R. 
тй r j у BJ iC yE -实数 . 
定理 3. 1.3 WARG. OE Y ASI ЕЙ F p| ЕШ. 
(1) (x, y)= iya); 
(2) (ох, p) =el, 3): 
C3) Сау) (xy,z)—(y,z): 
* 78 ` 


— —— J. ama мез. оз ， ОНИЕ 


(4) (х.х}2>0.,%4 H 2236 x= 0 BPer.x)= 0. 

FN 3. 1.4 BG RETEG. DAG. ЭЕ ХРЕН 
以 及 式 (3. ФДЕ 22 BS PEL n 维 欧 几 里 得 空间 fm-dimenxional 
Euclidean space) Јо E" 或 仍 记 作 R". 

JU fe] =E [u] F ñ] BE ЕЖЕ: АШЫ ЖЕЕ А БУЗ ЖАШ E” 
到 一 般 的 E" Ф. 

EX 3.1.5 设 re, 非 负 实 数 |xi 全 (x,x)“ 称 为 向 起 x 的 
BE ку Es ах. уху ЖИШШ y Ej y AER. 

定理 3.1.6 柯 西 不 等 式 ) xyC К". 

[roy | [1] 

其 中 等 号 成 立 当 有 目 仅 涯 x 与 y i — МЯ О. 

定理 3.1.7 定义 3.1.5 的 向 量 长 庭 上 共有 如 下 性 质 ; 

(D 正定 性 x|20, 4 HR x=0 |х = 0: 

(2) FRE ах |= |а|: 

(3) 三 角 不 等 式 |х 11|. 

从 柯 西 不 等 式 可 直接 推出 三 角 不 等 式 . 

定理 3.1.8 定义 3,1.5 的 向 量 之 间 的 距离 共有 下 列 性 质 ，: 

(D 正定 性 dC(x.y)220,23 Hy М e= y br dy) = 0; 

(2) 对 称 性 d(x,y) 一 2 (усх): 

(3) 三 角 不 等 式 dzz) 扫 dx 十 az)， 

定义 3.1.9 EE PARR x 与 3 的 夹 角 记 作 :x,y;, 规 


(x,y) = cos р. Ds (ку) < x, 


由 定义 看 出 .对 非 过 向 墟 工 与 ?有 
(x,y) = eey) = Ü, 


Pk PTA B Be НИЕ Ла [Н] RRT E 交 的 概念 . 


定义 3.1.10 хус. fl (x .y)= 0, Д x y EZR 
HEH. iI x | y. 
jk aE S iñ КН ЕЩ. H £= sf šJ 5726 5] El IE. Ж. 
由 定义 3.1. 10 推出 E НАНА ВЕ, 
le + yl = lx Dy, V rye Е Ex | y. (3.5) 


3.1.3 BE 


ШК Д.Ш 825 |н] ELELE R Ену — k > [a]. 酉 空间 实际 
上 就 是 复数 集 C 上 的 欧 几 里 得 空间 . 因此 仪 需 介 绍 酉 空间 与 欧 几 
里 得 空间 的 主要 区 别 . 

HE CSCXCX- XC 中 的 元 素 x= (zu za >r.) n HE 
复 向 量 , 用 "代替 R*, 用 C 代 杰 RR, 便 可 仿照 式 (3.2) 与 (3. 3) 在 
С 中 定义 复 向 量 的 线性 运算 :一 -加 法 与 数 习 法 , 且 仍 然 成 立定 理 
3.1.1 与 定理 3. 1, 2 中 的 性 质 ， 

C 中 的 内 积 与 中 的 内 积 有 所 不 同 ,定义 为 

хау) = z, + z + зе + r... (3.6) 
V x = (r za ra.) y = (yy sy) € Cr, 

其 中 六 是 ЙИШ ИЖ. 

定理 3.1.11 式 (3.6) 定 义 的 内 积 具有 下 列 性 质 : 

(1) (х,у) = (ут); 

(2) (сх. уу зек, у): 

(3) x+y.) = (xz) + (yz); 

(4) a0, HR х= 0 f0, 
HP xy E C" 中 任意 的 向 量 ,e 为 任意 的 复数 . 

3.112 集合 C' 赋 对 复 向 量 线 性 运算 及 式 (3.6) 定 义 
的 内 积 司 称 为 本 空间 (unitary space), fig E С". 

003. 6 ,有 (ze 之 0, 仍 可 定义 C 中 向 其 的 长 度 和 距离 为 

i = (rx, dy = lxo oyj, 
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机 [ 西 不 等 式 ( 定 理 3, 1.6) fE С” 中 仍 成 立 ， 

在 心中 , 扔 可 仿照 定义 3.1,10 规定 正 交 概念 :如 果 x. € С" 
{{(х,у)=0,Ц х 与 y 正 交 或 相互 垂直 . 

西 空间 与 欧 几 里 得 空间 内 积 结构 的 差异 确保 了 两 者 在 长 度 、 
距离 和 正安 等 概念 上 的 一 致 . 


3.2 线性 运算 ”线性 空间 
3.2.1 线性 运算 


线性 空间 在 线性 代数 中 有 详尽 的 讨论 ,但 是 常用 的 许多 抽象 
空间 入 和 作 包含 线性 空间 结构 (或 者 说 以 线性 空间 为 基础 ) ,为 使 读 
者 能 较 顺 利 地 使 用 本 手册 , F 面 给 出 线性 空间 内 容 的 一 个 概要 . 

抽象 的 线性 空间 就 是 引入 了 线性 空间 结构 的 抽象 集合 ,已 成 
为 近代 物理 科学 中 一 个 重要 的 数学 描述 工具 . ЖИП НН] 
至 牛顿 时 代 , 开 始 于 描述 力学 中 力 和 速度 等 基本 概念 ， 

线性 运算 中 的 数 乘法 要 用 数 去 乘 集合 的 元 素 ,因而 对 一 般 的 
集合 有 一 个 在 什么 范围 内 建立 线性 空间 结构 的 问题 . 为 此 , 先 引 
进 数 域 的 概念 ， 

定义 3.2,1 设 己 是 某 些 复数 所 成 之 集合 ,其 中 包括 0 与 1. 
如 果 了 对 四 则 运算 封闭 , 即 P 中 任意 两 数 ( 可 以 相同 ) 欧 和 、 差 、 
积 . 商 (除数 不 为 零 ) 仍 是 中 的 数 , 则 克 P 为 一 个 数 域 tnumber 
field). 

例如 ,集合 C.R 5 Q 部 是 数 域 . BALE Z 则 不 是 数 域 . 

定义 3.2.2 RRA 55607, 8. 如 果 有 - -映射 o, S 
XS*5, 记 其 在 任 一 点 C(x,y)ESXS 的 每 g(x,y) 一 + 十 y(ES)， 
KEE fE; 

(D т+у=у-+лл. V z,y€ S; 

C2) (+) Бе Сух), V ray z€ S; 
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(3) S ФЕМ IERIE 0. MARR (лего ele- 
meni) ,人 愤 得 了 十 0 一 eVYTGS5 

(4) 舍 一 xES- 在 沪 中 存在 唯一 的 一 个 元 索 记 作 ст. г 
8 ATR (negative element) ,使 得 .r+ 十 (一 +)==0, 则 称 映 射 F 是 集 
e S 的 一 个 加 法 taddition), WRL AAR 25-65 ла 
任 -AnD € PXS 8 perd ma z R arle S), EMER 
件 ， 

(1) ro V res; 

(2) (ай\л=-а( йу), Va, 88 Pp. r€ S; 

(3) «бг serrar, МеЄГР,л, уЄ5; 

(4) (ег) ar ør, аер. reS, 
ШШЕ Z EEG 5 TERUR p LA — ЖЕ Cscalar multipli 
cation). INAR ЖЕЕ — io Е S ЖМ P 上 的 线性 运算 
dinear operation). 

注意 , 定 文中 对 线性 运 委 采用 了 通常 的 数 的 加 法 记号 "十 "与 
乘法 记号 "”* :名 是 它们 有 不 同 的 含意 . 为 了 区 别 , 有 时 分 别 用 
“中 ”和 ”* “来 才 示 一 般 数 集 上 定义 的 加 法 与 数 乘 法 . 

例 3.2.3 CG 3 是 次 数 委 的 实 系 数 多 硕 式 全 体 .通常 的 多 
项 式 加 法 及 数 与 多 项 式 的 乘法 是 集合 3 在 实数 域 R 上 的 线性 运 
算 . 如 来 5S 是 次 数 等 于 的 实 系 数 多 项 式 全 体 , 则 上 上 述 贡 种 运 策 
TÈS 在 中 上 的 如 性 运算 ,因为 两 个 n 深 多 项 式 之 和 可 以 是 次 数 
< HERTE F S. 

СХЕ СЕТЕ ШТ: 

rysy, rr ту Е S, < Є В. 


容易 验证 .中 与 。 是 5 在 RR 上 的 线性 运算 . 
3.2.2 线性 空间 
定义 3,2.4 如 果 规 定 了 非 实 集合 S 在 数 或 2 上 的 线性 运 策 
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“AUS. ТОЛК ТҮШҮҮ. 
space ) 或 向 量 室 间 (vector space), AENEIS; Pita +), B: S 
дж ШШ (усстог). 

ERGE ERIR XE OEG p EPERERA RX JE- 
TERETE, E 5: Piae ). 

ER SGR; 二 ,，) 称 为 实 向 量 空间 (real vector space). (S; 
Ci 十 .，) 称 为 复 向 量 室 间 (ecombfgx vector space). 3E 是 实 
向 其 空 间 ,C" 是 复出 基 空间 . 

| 3. 2. 3 中 的 集合 . 数 域 和 线性 运算 均 构 成 线性 空间 . 

例 3.2.5 (D TRE TÝR P HJ хя {Ж,Б ЕИ) 
加 法 及 数 与 年 阵 的 乘法 ,构成 闻 上 的 一 个 线性 空间 ， 

(D 定义 在 区 间 [e ERTER EE Нв Т K. W ty 
ERRE р В 上 的 线性 空间 . 

(3) 集合 Cr'[a,6j] 按 (2) 所 说 的 线性 运算 构成 R 上 的 线性 空 
Е. 

OD ERa ale а арр 3: н ЖК. ЛЕС?) НГ J £ 
性 运算 ,构成 RR 的 线性 空间 . 

(5) 每 个 数 域 卫 , 接 数 的 加 法 与 葬 法 ,构成 在 自身 上 的 线性 
空间 ， 

ES Pita * ) 中 ,利用 负 元 素 , 可 定义 减法 Gubiraction} 如 


л у гЬ (5), V х,у € 5. (3.7). 


3, 2.3 线性 子 空间 


定义 3.2.6 VÆ. ) 的 … 个 非 空子 能 .如 果 它 
对 运算 十 与 ， 封 气 , 即 
TAYEV YIYEV: wEV, Vr€ V. «ЄР, 
或 等 从 地 生成 
. 832. 


aer + By €C V, Ух, yC€ V, a, PEP, 
ШУ 对 两 种 运算 也 构成 在 己 ЕКЕ ЗЕ E. ЖЕУ (S: P i+. +) 
S 的 一 个 线性 子 空间 ,简称 子 宝 间 (supspace). 
例 3.2.7 (1) 在 (S;P; 十 ,*，) 中 ,单个 零 向 量 构 成 的 子 集 和 
集合 5 本 身 都 是 线性 子 空间 ,有 时 把 它们 称 为 平凡 子 空间 人 trivial 


subspace). 

{2) 对 每 个 固定 的 整数 上 ,0k<n ,集合 

V = {x = (rutan) € R? |z, "= z, = 0 
是 E" 的 线性 子 空间 ， 


WN328 ШУБИ EGS Pt, ) 的 子 空 间 , 集 合 {z 十 
y|r>€V,y€ Л ЖУ W 的 和 (sum) , 记 作 8 十 多. 如果 还 有 
ПТ = {0}.Ш У W 为 直 和 (direct sum). 

定理 3.2.9 RV EWES P t, ORTZ, N 

(1) жупи 也 是 子 空间 ，; 

(2) 和 TV 十 WW 也 是 学 空间 ; 

(D VAW 为 直 和 的 充分 必要 条 件 是 它 的 每 个 向 量 < 的 分 解 
式 z=xr+y, +€ V,yC W А. 

对 于 欧 几 里 得 空间 E 可 以 引进 子 空间 之 间 正 交 的 概念 . 

ЖУ 3.2.10 设 V 与 W 是 疡 的 子 空间 ,如 果 有 

(yy) =0, V xy C€ V.,y € W, 

RE, O E" 的 内 积 , 则 称 了 W 正 交 (orthogonal》， 
记 作 V LW. 如 果 向 量 zE Ey) 0.7 уу, y 5 V 1E 
ICE x LV. WR V LW m H V+W= E, WE W E V AES 
补 (orthogona] complement) Ё W H V+. 

定理 3. 2.11 (1) ЖОРУШ V V... V. BREZ MAV, 
+V,+--- +V, 是 直 和 . 

(2) E 的 每 个 子 空间 VV EE -WER V. 
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3.2.4 线性 相关 与 线性 无 关 


定义 3.2.12 Maroro z (S; P i —, + Y m i, й 

果 存 在 不 全 为 零 的 数 ara... a.€ P НВ Ú 

аут 十 px 十 … 十 az 一 0, 成 也 
则 称 rert am 是 线 禾 相关 (linear dependence). 否则 , 即 如 果 
PERR а а= = =0 И Л, лу, эл, 是 线性 
无 关 (lineat independence). 

在 线性 空间 中 ,由 于 定义 了 线性 运算 , 才 使 形 如 aries + 
Балх, 的 表示 式 有 意义 ,通常 称 这 种 表示 式 为 向 寺 rozott, 
的 线性 组 合 (iinear combination). 每 个 线性 组 合 是 线 忻 空间 中 的 
一 个 向 量 . 反 过 来 ,如 果 一 个 向 量 x ARRAY тузт, өе. л, 的 一 
个 线性 组 人 台 , 即 存在 一 组 数 ara, a, [ETIS Sar Базз 5 
Harz MM PR z а 6 z za ,zw 线性 表示 (linear representa- 
tion). 

3.2.13 次 数 小 于 等 于 ?的 关于 变 元 上 的 实 系数 多 项 式 全 
体 在 R 上 梅 成 的 线性 空间 中 ,1 是 线性 无 关 的 .上 且 空间 
中 每 个 元 素 ( 多 项 式 ) 均 可 经 它们 线性 表示 ， 

线性 无 关 的 概念 可 以 锥 广 到 无 穷 多 个 向 量 的 情形 . 设 向 基 集 
合 {zx|AE4} 是 无 限 集 , 如 果 其 中 任何 有 限 多 个 向 量 都 是 线性 无 关 
的 , 则 称 这 个 向 量 集合 是 线性 无 关 集 (linearly independent set). 

例 3.2.14 定义 在 [一 x,xJ 上 的 三 角 隐 数 集合 

{1,с050 sinf cos? ,sin28, ,cosnd, sinnd, т) 


是 线性 无 关 集 . 
3.2.5 维 数 与 基 


定义 3,2.15 8 Х=‹(5;Ру++, O ARRA ACX. 
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(D) X 中 包含 A 的 所 有 子 空间 的 交 仍 是 关 的 … 个 子 空间 , 称 
УЕН А 生成 的 子 室 间 (subspace spanned by A), TUE spanA. 1 
A= {тузт ех»! B RE, W su Н 


' А 
SPANI ar, es ел» = {x = Уаде ‚азе, С P) ` 


并 称 为 由 向 量 озо, 生成 的 子 空间 ‘subspace spanned by 
the vectors оолу, en}, 

(2) ШП T 1 Ey а ТАЕ A ARE EE [Н] inite di- 
mensional vector space). 如 果 X = span {artnamn В rr, 
er, ЙЕЛ ДК н R X 的 维 数 (dimension), 记 作 dimX =a, 
Ж: X E n юр E (a-dimensional vector space) , Ж zistos 
ora IE K W — AH (basis). 这 时 , 任 一 向 量 >€ X 有 唯一 的 线性 
表示 ， 


To 

BPA amore 称 为 xz EE arrar, FAJE P (соогаі- 
nate). Е Са, sataa) 

(3) 如 果 基 中 存在 由 无 穷 多 个 向 基 组 成 的 线性 匹 美 集 , 则 称 
X 是 无 限 维 向 量 空 间 Gnfinite dimensionat vector space). 

例 3.2.16 例 3.2.13 表明 次 数 小 于 等 于 = 的 实 系数 多 项 式 
全 笨 构 成 的 线性 空间 是 nHL ERa" 是 一 组 基 , 因 此 可 
表示 为 span ie 全 但 是 所 有 实 秒 数 多 项 式 所 成 的 线性 空 
间 是 无 限 维 的 . 

ж 3.2.17 设 基 与 是 数 域 P 上 的 两 个 线性 空间 ,如果 
存在 一 一 对 诬 的 映射 f: X —=Y ,使 得 

Tiez + By) = afir) + РРО), V т,уЄ X.a,8 € Р, 
HER X 2 Y [B]ÉJOsomorphism).i fE x=, / Wk% [БЫШ 
tisomorphic mapping). 

-86- 


ee aa о д. а 


ERAR ЕДЕ shi Н ЭН] ARTERE ТЕШ 
EOR p ЕНТ x КЁ ҮЕ ЛУН ИРЕ Py r Py р 
同 构 . 
在 到 中 ,由 于 有 十 交 概念 .可 以 考虑 亲 两 正 交 的 非 志向 量 组 ， 
并 把 它们 称 为 正 变 向 量 组 (system of orthogonal vectors), 容易 证 
明正 交 人 向 其 组 中 的 诸 问 其 十 线性 无 关 的 ， 
定义 3.2.18 在 丘 Fon TARRA р RE 
基 , 称 为 正 交 基 (Corrbogonal basis); MACKIE A 1 BJ 18] НЇН ЙҮ] 
正 交 基 称 为 标准 正 交 基 (standard orthogonal basis). 
Ш... e. 是 标准 正 交 基 , 则 和 有 
1, CGO, 
(&,& = f шг 3, 
ТЕ Е {EEE x [ЧЕ ФК Сау оосо а) И] Ж A B1 8 ЁН 
RH: 
к = z, E + a, 8, 十 … 十 Ge。 
a; = xE), Z = 1,2."" n 
ШЕ ЕЕ ЕЕ A r p| ОЕ K Ç 


(х,у) = а 1 а, d + 4 с, 


Шз x=a eta, ee Бау. 8,411 eH -1+ ЙЕ, 

EX 3.1 19 FV iè Es рар -z V jy ДИЕ 
АЈЫ y € E” 均 可 唯一 地 分 解 成 

х= txs x€ V.x € V . 

通常 称 x ЖЫ z ETER y 上 的 正 交 投影 (orthogonal projec- 
tion). 

ИТР ЛЕЯ. K PR СО EV jx PJM SS U hk рх, E x 
EV LARE. 
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3.3 距离。 度量 空间 
3.3.1 距离 


在 抽 生 的 集合 中 引进 距离 量度 . 证 要 目的 在 于 刻画 “任意 下 
过 ”的 概念 , 如 凡 把 集合 的 元 素 看 作 空 铝 中 的 点 ,距离 就 是 表达 两 
эё аал с К. 欧 几 里 得 空间 E" PERI Ж ЖЕЛСЕ 
理 3. 1.8) 为 我 们 提供 了 ~… 般 集合 中 的 距离 概念 应 具有 的 属性 , 它 
DHARA LE: 

(I 任 -点 到 它 目 己 的 距离 等 于 零 ,两 不 同 点 之 间 的 下 亢 大 
TE; 
(2) 从 之 到 > 的 距离 与 从 > 到 z 的 距离 相等 : 

(8) 由 两 点 之 间 直 线段 为 最 短 引 仲 出 米 的 三 角 不 等 式 , 邑 三 
角形 两 边 之 种 大 于 第 三 边 . 

将 以 上 属 生 用 数学 语言 描述 ,就 是 距离 的 定义 . 

定义 3.3.1 ERG 55607, ОВАА R p: S> S —R EE 
下 列 三 个 条 件 : 

(1) p(z,x)220, 


Хх, у)=0 S л= у; 
(2) (Cry 一 Di 
[和 
oH ry 是 5 中 任意 的 点 , 则 称 2 为 5 上 的 距离 (函数 ) 
(distance function ) 或 度量 (metric)， 


例 3.3.2 (1) 在 集合 R" 上 定义 函数 pb pe 


PO = Ў у], (х,у) = max |a; — y| 
ЖН х (ууд) y= Oa беу y E R" 中 的 任意 的 点 . 
不 难 验 证 p 与 p 满足 定义 3.3.1 8 ОЕ ИЖА ИГ H к" 
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上 的 距离 . 
D 在 集合 CLa, 刀 上 定义 函数 o. 
per, y) = max įr (2) -yh Му € Cad] 
ож Cia b] К. 
一 般 , 在 一 个 给 定 的 集合 上 可 定义 出 种 种 距离 . ч о ER 
合 S 上 的 一 个 距离 时 , 便 订 由 


=- pir, y) = . __ В = 
p (z,y) 全 Irpa yy AEE 5 上 的 一 个 新 的 距离 2 ， 


3.3.2 度量 空间 


定义 3.3.3 如果 在 非 宅 集 合 S 上 定义 了 一 个 距离 p: SX5 
一 R, 则 5 与 p 在 一 起 , 称 为 … 个 度量 室 间 Cmetric space), ip fE 
C5.p). S 中 的 点 或 子 集 仍 分 别称 为 (5S,p) 中 的 点 或 子 集 ， 

注意 ,同一 集合 与 不 同 的 距离 结合 构成 不 同 的 此 离 空 间 . 例 
WR 与 定义 3.1,5 中 的 欧 几 里 得 空间 的 距离 4 结合 ,与 例 3.3.2 
的 (1) 中 的 距离 p 及 p, 结合 ,分 别 构成 不 同 的 度量 空间 CR" ,4)， 
【及 "2 (R",o;). 

例 3.3.4 (1) A Cab] 按 例 3. 3. 2 的 (2) 确 定 的 距离 是 
一 个 度量 空间 , 按 距离 


> 
elr, y) = | tæt) — у@т)|дг 


наа, 

(2) 在 变 分 法 与 微分 方程 的 稳定 性 理论 中 ,要 考察 集合 C"_a， 
6] 中 两 元 素 z 与 у 的 氮 近 程度 ,对 于 任意 的 iE [ab] PARR 
ус НЕРВ 6 Oy PO | Сн HR h. IN 
此 常 引 进 距 离 


— Ул ‹#› _ „®Ф 
p(z,y) 2 max |= w 一 y? (z)| 


或 
89+ 


pary) = max {тах 1х0) — yo |, 
BRASA us deb 


(3) Б Ж {Б RA НЕЙ хус. 


А , |0. ща = v, 

n (r. y) = 

PHY | 2% у. 

ЖОЙ О ОМ aE B] (5. oy P A E B EE E == |8] (discrete metric 


space). 

Ж 3.3.5 ЖАС. оГ. Лха Б о 
LAXA: АХА —R 是 4 上 的 一 个 距离 . [УЖА | АХ А) E- 
TEREE. PAS ,Pp) 的 一 个 子 空间 , 简 记 作 (4,p). 

ЖМ 3.3.6 BG DHS en КЕРИ ТОНЕ ЗЕ]. В 

S= 5 X S 
Pry) a Graa D = Gra + (уо) 
V (ras) (ry) € S. X So, 
则 (s,2)? 是 一 个 度量 空间 , 称 为 (So 与 (3 六 ?的 积 室 间 
product space), PEIES p) x (S,,p.). 

定义 3.3.7 MREZE OS p НЕ 

一 一 对 应 的 映射 六 使 得 

бгом) = pf FOD, V ry Es, 
则 称 了 是 从 (So 到 (So) 上 的 等 距 映射 (isometric mapping), 
并 称 这 两 个 空间 是 等 距 同 构 (isometric isomorphism) 的 . 


3.3.3 开 集 与 闭 集 


Ж.Н] Ж, И] НИКЕ ӘС к SI ЕНГ ШЇ E fel A УЖ ЖЕ И; ЖО 
念 ,可 以 在 于 球 ( 邻 域 ) 的 基础 上 给 出 它们 的 定义 . 它们 是 以 几何 空 
B E'L E”, ES 中 的 点 集 ,区 问 或 区 诚 ,以 及 点 列 极限 等 为 背景 的 ， 


从 它们 出 发 能 够 建立 起 度量 空间 的 理论 ,并 及 订 以 自然 地 过 浇 到 
Заа |Ы. 
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FERRE. RIAA E НЕТУ ЖК mji yi hi. B -1Д 
PEMA ie W) = E G, МӘШ LTE АГИ ky HJ sk: Sr E Жш B3. 

定义 3.3.8 Нл (5.p),e 是 任 给 的 正 数 ,集合 号 (zye) 
= rE 5 обал) ШЕР АРД r, 为 由 心 .以 < 为 平 答 的 开 球 (open 
ball). IP PR U т, EGS оге - В 86 neighborhood). 

“ 球 " 这 个 词 来 源 于 通常 的 三 维 空间 АС", 在 -- 般 的 度 基 空间 
中 .“ 球 ”已 元 三 维 球 的 外 形 了 ,甚至 可 以 只 是 单个 点 . 

例 3.3.9 S C[e 5 FEB] 3.3.2 的 (2) 定义 距离 的 度 鞭 空 
MEA 0 ERE bl LERT OHAR U ADERAT 
[a ALIRATA е ЕЕ E 2 BJ H: IE C ER E ЕБ 
AR EIE, HHE] 3.1. 


wi 
И] 3.1 Са ор B08,1) 


例 3.3. 10 {ЕЖЕ HEEE OLHE 3.3.4 的 (3)) 中 ， 
вое) = Гое. oele], 
105.0). Wel, 

HD ВСга ДЕТ Чу =, 的 单 点 集 , 或 者 是 整个 空间 ， 

定理 3.3.11 (SOPIRE FER: 

G) M 一点 wxES 都 有 非 空 开 球 :rE Вс.) КИР--Е; 

(2) És r€ ВО e) ГВС). ЕЛЕ о НЕ БСга) 
СВ) ПВС о). 


- 9j- 


定义 3.3.13 设 4 是 (9S,p) 的 一 个 子 集 . 若 >€ A ЕЖЕЛ 
球 BROCA Д x H AKAA Anterior point). # z€ А' 
二 5 一 A 且 存 在 开 球 BOCA, WIE z A À КК exte- 
rior point). 若 zxES 既 非 4 的 肉 点 也 非凡 的 外 点 ( 即 任 号 8 
与 4 K А ШАРУА Ш > 为 4 的 一 个 边界 点 (boundary 
point). A BJ N ЕЕ ЖЁН 4 的 内 部 (interior) , 记 作 intA ЕЁ А". A 
的 外 点 全 体 称 为 4 的 外 部 (exterior), 记 作 А" 4 的 边界 点 全 部 称 
为 4 的 边界 (boundary), 记 作 4' 或 34( 见 图 3.2). 


图 3.2 COPTER A 的 内 点 .外 点 ,边界 点 


定义 3.3.13 设 4 是 (8S,p) 的 一 个 子 集 . 若 A=intA , 即 对 任 
一 zxE4 存 在 BCzrie)Ca4, 则 称 4 是 45:p) 中 的 开 集 (open set); 
F S-A 是 (5S,p) 中 的 开 集 , 则 称 .4 为 (45,o)y 中 的 朵 集 (closed вет). 

例 3.3.14 OD EE P FAKHER. AK HENE. mE 
HEAK (82,6) 0с) 5 lab (ач —co) ERER REA 
Ж. 

(2) 565.0) В S 是 有 限 集 ,S= r z. m). © ЕЁ 


1р 


0 < е1 min рол, ту). 
ари 
Я 


则 有 
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因此 每 一 点 是 包含 它 的 任 一 子 集 的 内 点 ,可 见 3 的 任 一 子 集 ， 
特别 是 单 点 子 集 都 既是 开 集 又 荐 团 集 . 

定理 3.3.15 (1) ASCCAC AS ЈА", A°= (Ar, A = ( At). 

(2) 4 АНА 是 若干 开 球 的 并 集 ， 

(3) int4 是 开 集 . 

下 面 基 描述 开 集 和 闭 集 基本 属性 的 两 个 重要 定理 . 

定理 3.3.46 (5,p) 中 的 开 集 具有 下 列 三 性 质 ， 

(1) 5 与 他 是 开 集 ; 

(2) А, 与 A, 是 开 集 一 4) 门 4; RHE: 

(3) AAE DEFES A 是 集 . 

定理 3.3.17 (3.2) 中 的 闭 集 具 有 下 列 三 性 质 ， 

(1) S 与 必 是 闭 集 ; 

(2) A, 与 A, ENESA U A; 是 闭 集 ; 

(3) AL QC 四 是 闭 集 一 站 41 是 闭 集 . 

定理 3. 3. 16 与 定 坤 3. 3. 17 AN ER 多 个 开 集 的 交集 或 任 
总 多 个 开 集 的 并 集 都 是 开 集 ;有限 多 个 闭 集 的 并 集 或 任意 多 个 闭 
集 的 交集 仍 是 闲 集 ， 

例 3.3.18 (So FER EAR 5 5 — (ара 
开 集 . 可 见 S 的 任 一 有 上 限 子 集 也 是 闭 集 . НИ HRE вла А 
= {r Lr AERA £ B] CA ER A R Ө ЖОР! 
HR ИШ ЛЕТИ ЖИЙ ЖЕК -ERAR Z. N R- 
{x} DATE AHHERETEENEETUENR. 比如 


中 [一 二 全 | 一 4o)， 
3.3.4 ASHE 


ЖУ 3.3.19 设 4 是 (S,p) 的 一 个 下 集 ,xE5S. 如果， 的 任 
一 邻 域 都 包含 A r OA r EA а д (5А) AB 
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BG. ПСА = (21) 3 @, V ¿> 0 

Шс N A BS EPS Ccluster point), А 与 它 的 全 体形 点 所 组 成 之 
HRY A AE Closure) ШЕ A F A= S. IJ А 为 (5S,p) 的 
WEF 3ECdense subset), Ж imA= Ø, ШЙ А Ж(5. OAT A 
Cnondense subset). # z€ À RE AMRA BAE RG, oE 
Bir D A= {r} WR z 为 A HIA Gsolated point). = A 是 
元 孤立 点 的 闭 集 , 则 称 4 为 (S ,pn) 的 完全 集 (compjete set). 

任何 离散 度量 空间 中 的 每 一 子 集 无 聚 点 ,这 是 "离散 度量 空 
间 "一 词 的 由 来 . 


EE 中 ,有 通 点 爹 体 是 P 的 稠密 子 集 ,4 (1.90 
уе" Ж к=о@А Ë A М {Н imal = ZA Ë E! ИЙ 


子 集 ， 
定理 3.3.20 设 A4 是 (5S,p) 的 一 个 子 集 , 则 有 
O) 人 4 是 有 限 集 或 每 两 点 距离 均 大 于 一 固定 正 数 的 元 限 集 一 
ATRAS 
(2) A=AU. 
саяи, 
(4) АЖ ЙД = A. 
定理 3.3.21 43, 六 中 闭 包 共 有 下 列 履 质 ， 
(1) =, 
(2) АСА; 
(3) А-Я, 
С A,UA,=A,Ua,. 


3.3.5 极限 与 收敛 


为 了 建立 度 址 空间 之 问 连续 映射 的 概念 ,首先 将 极限 概念 扒 
广 到 度量 空间 . 
- gd， 


定义 3.3.22 lnh a ES AFA s pl. k'a € S. E 
对 每 个 s 盖 0 存在 自然 数 М.Ш х, Bla,s).V нс, ШВ 为 
{x)= 的 一 个 极限 点 dimit poini), RIK iar, Ho СВ B converge 
to) 点 a, [r ПУ Ж ЭЕ ата.) 0. 

定理 3.3.23 O (5, нр НЕ АДН. 

(2) (5S,p) 的 子 集 4 以 a НА (а) HEE a 为 极限 
点 的 由 不 同 点 组 成 的 点 列 ， 


O 车 点 列 fzsj1 中 的 元 素 组 成 的 集合 AS U (z. ARA 
аа ,存在 子 序列 收 敏 到 点 a. 
定义 3.3.24 EGS oH ff A. 5 A, 的 距离 (dis:ance ;是 


指 
0. ЩА, =@ RA =: 
PALA) al ， | 
ип#{р(т»„у)|х Є Ау Edy}, BA AØ ҢА, 307. 
点 工 ES S| А 的 距离 是 指 
Plz, A) 2 plia}, A). 
ТЖ А 的 直径 (diameter) 是 指 
0, 3 4 = 2; 
suple(r,y)|=,y € А}, HAF 2. 
当 diam (A) УЖ ЖШ. 4 是 有 界 集 (bounded set). 
ЇЕ. rg Abp AD> АА, = р, А020. 
定理 3.3.25 Ë AAD. rA, ебх, AY20, 


3.3.6 连续 映射 


EX 3.3.26 设 买 =(3oD) Y= CSa) f : XY E J. X 
УЯТ, mmEX 如 果 对 任 一 给 定 开 球 BCF(Czs) O ТЕТЕ 
另 一 开 球 B(xo16) ,使 得 

т € Blr >S) € Bra), 


diam(4) = | 


95a 


fO(B(za,9)) C B(f(z,).E) 

则 称 广 在 点 r 连续 (continuous at a point т). # f E X MẸ- 
点 连续 , 则 称 /: X—Y 为 连续 映射 (continuous mapping); 4 Y= 
E 时 ,通常 也 称 /为 连续 议 数 (continuous function). 

E.X 与 了 的 开 球 都 相对 了 手 自 身 的 距离 而 言 . 直接 利用 上 距 
离 , 了 在 点 r 连续 是 指 :Y e>0,3 2>0, 

DTo) < Ep (т), xo) < E, 

定理 3.3.27 Ü XSS) YS Srp F ХҮ. 
下 列 五 个 条 件 两 两 定价 ， 

созге; 

(2) Y 的 每 一 开 集 在 了 下 的 原 象 都 是 和 的 开 集 ; 

(3) 了 的 每 一 闭 集 在 了 下 的 原 象 都 基 X 的 闭 集 ; 

(4) JDC Y ACX: 

《5) X PRTA z SARER A By A y| (а. BN 
FDR ЕУ 中 收 全 到 f(z). 

定理 3.3.28 (1) 久 ==《S,p) 的 恒 等 映射 ;多久 是 连续 映 
射 . 

‹2)Ж /,Х—=Ү Урт Ү-2 是 度量 空间 之 间 的 连续 映射 ， 
Mj z s f: XZ 也 是 连续 觅 射 . 
连续 映射 概念 是 初等 数学 分 析 中 连续 函数 概念 的 推广 ,比如 ， 
定理 3. 3. 28 的 (1) 指 出 恒 等 映 射 必 是 连续 映射 ,而 不 论 蕊 是 怎样 
的 集合 . шщ Х 为 有 限 集 时 ,任何 映射 / Ху ЖБ ЖЕШ 
射 , 而 不 论 了 是 怎样 的 集合 .下面 再 看 点 例子 . 

例 3.3.29 (1) 设 X 基 离散 度量 空间 ,Y 是 任 一 度量 空间 ， 
则 任 一 映射 Ху 是 连续 映射. 

(2) 18 Х= (5. р) ЕЕ — Br 28], WIB АЖ о: Ххх 
Е! 必 是 连续 映射 . 
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3.3.7 柯 西 序列 与 完备 度量 空间 


可 以 模仿 E! 上 的 柯 西 定理 1. 5. 13 来 定义 一 般 的 完备 度 重 空 
间 . 为 此 首先 将 E 的 柯 西 序列 概念 (定义 1.5.11) 推 广 于 一 般 的 
JEE ht == [B]. 

定义 3.3.30 设 {z) 世 ,是 (Se2) 中 的 点 列 , 如 果 对 于 任 给 的 < 
>0, 存 在 从 一 Ne) ,使 得 

PELD < E, V ят >> №. 

ШК {л КЕ, СЗ ,5p) 中 的 柯 西 序列 (Cauchy sequence), 

在 … 般 度量 空间 中 , 柯 西 序列 不 一 定 是 收 化 序列 , 例如 ,点 列 


[т} жшн. Ерй ӘР 0. 现在 将 它 放 到 度量 空间 
5,0) РЕЯ Е 5 = (0,1), (т, у) = |7 — у|. 显然 它 也 是 
《3.p) 中 的 柯 西 序列 ,但 06 S. АЕА 05,0) НЕ Sk У. 

定理 3.3,3!1 在 (3,p) 中 成 立 : 

п 每 个 收敛 点 列 必 是 柯 西 序列 ; 

《2) 若 一 个 柯 西 序列 有 收 钱 的 子 列 , 则 原 序 列 收 敏 . 

ЖМ 3.3.32 《So 称 为 完备 度量 空间 (complete metric 
space), 如 果 其 中 的 每 一 个 柯 西 序列 都 收 伍 . 

欧 几 里 得 空间 E" 和 西 空间 С“ 是 完备 的 . 任何 离散 度 大 空间 
都 是 完备 的 ,因为 其 中 任何 … 个 柯 西 序列 至 多 有 有 限 个 不 同 的 点 . 

如 果 物 理 系统 的 状态 是 用 离散 量 表 示 的 ,我 们 就 得 引进 种 种 
数列 空间 .下面 给 出 儿 个 以 复数 的 数列 (也 可 以 只 限 实数 的 数列 》 
为 元 素 的 意 量 空间 ,它们 都 是 完备 的 . 

定义 3.3.33 ”由 数列 组 成 的 度量 空间 svc 和 疼 定 义 如 下 : 

空间 。 由 一 切 数列 组 成 , 即 

s= (x = (m, |=, € CGR) = 12.1, 
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p(z,yx) = > £ 1 T r 

V z = {х,у = (у.н Єз. 

Ele ЕЛШЕ a EE B| БЕ: H 
¿= (r= {аа Є | то, FE}. 


距离 规定 为 
pary) = sup |Z, — y|: Yes {mh у= {у € с. 
инче 


ја рес) E У) z В Di P| += 
fx 组 成, 是 空间 c 的 子 集 , 即 
= Íz = (=m, Є e| У Гаи ео}, 
距离 规定 为 
роу) = Уа |}. 
V u= за ye nhi Є 
=]! Bijna Н N| >= z. BUR. Sk ae 
Тау з 的 子 集 , 即 
{б = {х= (а, E s| sup 1а, < ee, 
距离 规定 为 
pr) = sup |a, = yaje Ма {my = y EE. 
在 以 上 数列 室 间 中 可 引入 线性 运算 ,加 法 和 数 乘法 按 下 式 定 


r+ у = (Y t ly. а 2 (z, + „юз 


ax = ala, h S (az, а 
非 完备 空间 在 应 用 上 往往 很 不 方 使 ,比如 有 时 会 因 不 完备 而 
ЕТ ЖУКЕ ЕЕЕ ЛС АЕ. 存在 确定 的 方法 能 梗 非 完备 度 二 空间 完备 
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中 去 .例如 ,有 理 数 金 体 按 绝对 值 确定 的 距离 成 为 一 个 度量 空间 ， 
它 是 不 完备 欧 , 用 每 个 不 收敛 的 柯 西 序列 作为 一 个 新 的 点 ( 即 无 理 
数 ) 增 加 到 这 个 空间 中 由 ,得 到 的 完备 化 空间 就 是 EE', 这 说 明 可 用 
柯 弟 序列 ,将 全 体 有 埋 数 扩充 为 全 体 实 数 . 


3.3.8 列 紧 性 与 紧 性 


现在 以 实数 直线 有 吴 闭 集 的 列 紧 性 定理 1. 5, 15 与 紧 性 定理 
1.5.18 为 背景 .定义 REET E HS RS RE 

定义 3.3.34 RAES TTE E A pE- -ER 
点 列 有 子 列 收 北 二 号 中 的 -AUE А 是 相对 列 紧 的 (relarive se- 
quentially сотраст ). 如 桌 还 有 每 个 收 仇 子 列 的 极限 点 都 尾 于 A. 
刚 称 革 是 烈 紧 的 Csequentially compact), WACS. о) d y Et pJ 
BJ. DM EF SESE] (sequentially compact space), 

Ж ОК [и] КӘ, МЕТЕ ЕПЗ. AR Ж G aE РР. 但 完备 空间 玉 必 
是 列 基 的 ,空间 E E. 

定理 3.3.35 ШАХ (S.oyB T 3 , Wl 
лл Ë X 09 8 HE; 
СУХ ЯПА А 5|%. 
定理 1.5. 5 和 定理 3.3.35 CORATE E H, PRAE 
SPREA RAPIH. Н Ж З. 3. 35 09 U 3121089 EA ЛЕ 
ШЕН. TRIES f Ж ДЕН]. SRI, BEREH, rL 
METERA REDE RTE EIR. 

例 3.3.36 AE ARKETO AR. CA RAE: J 
PKO DAE EHEH O LIIL DIAIR. Ci Ж RJE 
HR RPS o 0570, о AE R А Е E fE E 
BES Дотор аара Ж 
ТЕЙИ. НЛ py, 
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定义 3.3.37 Ü A X=(S,o) J — Fi FE WR ол, 
А) <, 265,1 АЖ ХВ eM Ce net). 

定理 3.3. 38 对 于 任 一 se>0, 列 紧 庆 量 空间 均 有 H. 

定义 3.3.39 包含 一 个 可 列 稠密 子 集 的 度量 空间 称 为 可 分 
度量 空间 (separabie metric space). 

有 理 点 全 体 在 E' HARE 是 可 分 的 ;由 此 可 知 ,一 般 的 E 
也 是 可 分 的 . 
由 定理 3. 3. 38 可 推 证 下 面 的 定理 . 

定理 3.3. 40 列 紧 度 量 空 间 必 是 可 分 的 . 

以 上 讨论 了 列 紧 性 ,下 面 讨论 紧 性 . 

3340 设 4 是 半 一 (3S:5 的 一 个 子 集 . BUR С 
AE4} 是 亏 的 一 族 开 集 , 使 得 

A єн 

则 称 .4 为 A 在 关中 的 一 个 开 覆 盖 (open covering); 并 且 将 包含 
ЭБИТ АНЕ ЖИЕ ЕЕ О ЕИ inite covering). 如 果 А Ё X 
FARRE A 的 一 个 子 族 也 是 4 E X PAE 
子 族 为 .. 乏 的 一 个 子 杜 盖 (subcovering),. 若 X 本 身 的 每 一 开 覆 盖 
有 一 有 限 子 覆盖 , 则 称 X 为 紧 空 间 compart space). 

如 下 定理 表明 ,在 度 莽 空间 中 列 紧 性 与 紧 性 实际 上 是 等 价 的 . 

定理 3.3. 42 X=(S,p) 是 列 紧 空间 后 XX 是 紧 空 间 ， 

在 数学 分 析 中 ,定义 在 闭 区 间 上 的 连续 函数 具有 一 些 重要 性 
Ж. 相仿 下 面 定 理 给 出 一 般 列 紧 度 基 空 间 上 连续 映射 的 几 个 基本 
特征 . 

定理 3.3.43 i$ f: X Y 是 内 列 紧 度 重 空间 X 到 度量 空间 
Y 的 连续 映射 , 则 

(1) FORY HIETE: 

(2) Y= E'=> HRAN f ATHARE X 中 达到 最 大 值 与 最 小 
IË; 
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《3) 了 是 闭 映射 (closed mapping), BI £ 38 X ЧАИ RIRA Y 
中 的 闭 集 ; 

4》 了 是 一 致 连续 映射 Cunifotmly continuous mapping), Я] 
V z>0,4 820, 

BLT хл") < Верба), СӘ) < s,V Z ,x € X. 
这 里 A 与 ё ЗЕ X 5 Y HER. 

Ж ТЕЗ, ЖОЕ DL h) p ЖЕ ЗЕ B] Cabla t AAS RTEA 
件 , 它 对 物理 问题 中 遇 到 的 积分 方程 和 微分 方程 的 研究 是 有 用 的 . 
先 引 入 两 个 慨 念 . 

定义 3.3.44 设 轧 是 定义 在 区 间 [La,b] 上 的 一 个 函数 集合 . 
如 果 有 一 个 常数 天 >>0, 使 得 

sup РО) 二天，Y7EA 
则 称 A 是 一 致 有 界 Cuniform boundness ) 的 . 如 果 对 任 给 e 守 0, 存 
在 8>0, 使 得 只 要 
r — a"i, Yr" E [a,b] 


就 有 
РС) — РС) Е, v f€ A. 
则 称 4 是 同等 连续 (equicontinuous ?的 
例 3.3.45 MHES 
ао ао SKI — m, Yr" E Las: 
和 
Рс К.У z € Га] 
都 是 同等 连续 的 ,其 中 天 是 一 个 常数 , 函数 成立 
[fOr Р) Ка — z”. V x’ € [а,б]. 
FA / Pela b] EE RJ Ж $E æ PpECLipschitz condition). 
定理 3 3.46 (阿尔 果 拉 - 阿 斯 可 里 (Arzela Ascon EE) 8 
|. 101 - 


数 集合 ACC a ,所 列 紧 的 充分 必要 条 件 是 4 一致 有 界 且 同 等 连 


3.3.9 压缩 映射 与 不 动 点 原理 


下 面 介绍 度量 空间 中 的 一 类 有 映射 一 一 压缩 映射 ,以 及 它 在 完 
备 空间 中 表现 的 基本 特征 性 质 一 一 不 动 点 原理 . 它们 不 仅 在 微分 
方程 和 秘 分 方程 解 的 存在 性 与 唯一 性 问题 上 有 重要 应 用 ,而 且 在 
数值 分 析 求 解 算法 的 构造 上 起 着 重要 作用 . 

定义 3.3.47 1 Х= (5.0), Т: ХХ 
Ж К.о 1,19 

PED SOD < Крку). V ry € X, 

则 称 /是 一 个 压缩 映射 (contraetion mapping). 

显然 ,压缩 映射 是 一 致 连 续 映 射 . 当 0 委 开 二 1 时, 例 3. 3.25 
给 出 的 两 个 同等 连续 孙 数 集合 中 的 每 个 两 数 都 是 EE' 到 E' 的 压缩 
映射 . 

定理 3.3.48 (UEA (Banach) 不 动 点 原理 ) í Х=(5.о) 
是 完备 的 . 且 f: ХХ 尾 一 个 压缩 映射 , 则 存在 唯一 的 点 x" € 
,使 得 f/x) 二 4x" 称 为 了 的 不 动 点 (fixed point). 

这 个 定理 的 证 明 给 出 求 不 动 点 的 一 个 方法 , 即 任 取 一 点 aE 


X HIREK 

ma = (т), n = 0.1,2,"": (3.8) 
PE TAR rh |. 在 定理 所 述 的 条 件 下 ,这 个 点 列 收银 到 /7/ 
的 不 动 点 二 "， 


例 3.3.49 1#рЄС'[а,^].0< те (CEM.Y z€ [ab] 
Нұ (а) - ф(б)<0,Ш УЖЕ р(х) =0 Elab AEE- r. 
考虑 函数 /. 
Ра) = зур). Vx Є [4,0], 
F 
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РИА 


mm 


ræ = i e 67 yob 
EEIE- O s л C labh Сее ОКАТ рро 00. 
Ж Ер НЕ Ж ОЗ. O o 的 满足 任意 精度 要 求 的 近似 信 
下 面 定理 是 巴 侣 灰 不 动 点 定理 的 一 个 推论 ， 
定理 3.3.50 18 X= (S.P) ESE ffi. f ХХ ЖТ 
射 . 如 果 对 其 个 月 然 数 Sl HERM oe f +6, 了 是 压缩 
ШУЛ f 有 准 一 本 动 点 ,或 说 方程 fxr) 一 x DE Bg. 
例 3.3.51 ШК Elab] x [ad ЕЛЕ Вр 
а. СЕЯЎ, ЛУЧЕВАЯ ДВЕ 
га? = {каго ids 十 gt) 
Eiai k AUE- HERR a EE ЖЕН f: Clash 
Cad .其 定义 为 
ба) 一 A каб + pi) 


ЯНАИ 就 是 了 的 不 动 点 , 利用 数学 归纳 法 ,可 以 证 
H n РАН 是 一 个 压缩 陕 射 , 于 是 依 例 3. 3. 51 ,了 有 了 唯 - 
小 动 点 . 


3.4 范 数 赋 范 线性 空间 
3.4.1 范 数 和 半 范 数 
范 数 的 定义 直接 依据 E" 中 向 其 长 度 的 二 条 性 质 ( 定 理 
3.1.7). 
定义 3.4.1 设 苹 是 数 域 户 上 阴线 性 空间 ,加 果 师 数目 
+Х—- ЕЗ ЕТУ Ж. 
СУЕ: 150, ЄХ. Н у=0Ш{[ Il xil <0; 
(2) 齐 次 性 ; баг) = [а lr] r€ X.e€ Р: 
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(3) FARER: | x 十 y [= | хх БЕКЕТ, 
m] + i A X LAA morm). (3) 也 称 为 次 可 加 性 (subaddi- 
tivity). 

例 3.4.2 羽 ' 中 向 坦 的 长 度 自然 可 作为 范 数 的 第 个 例子 : 
BRAT х= irra nt EE", 


[х1 = |х| = о (а 
1-1 


但 这 仅 是 能 够 在 Р 中 定义 的 多 种 范 数 之 一 , 例如 


Jx | „= тах |+; |, 
эн 


lx] = >л", gpaw 
“=l 


都 是 ЕФ ДИЙП, 上 ОТЕТ ЗЕ осор. +, 
为 向 量 的 -BR 证 明 p- 范 数 满足 三 角 不 等 式 时 需 利用 六 可 大 斯 
Ж (Minkowski) Ж (SE FB 8. 2. 20). 特别 ,向 量 x 的 2-70 ey 
上 x; 就 是 x 的 长 度 , 这 些 范 数 也 适用 于 本 空间 和 

пи PEER А = (ai). P| B E 天 “中 的 向 量 .按照 入“ 
的 2- 范 数 ,可 给 几 给 阵 的 一 种 范 数 , 称 为 弗 罗 贝 尼 钮 斯 
{Frobenjus) 范 数 ,并 记 作 上。 1. ЕП 


lAl = (ал). 
ЖЕ НИН рН БОЙ МИЗИН p 范 数 来 定义 的 


Ах = 

ТЕЛЕ max |Ax|,, 18 p >. 
Е кєк" 

1#0 =1 


Па |, 称 为 矩阵 4 的 p- 范 数 或 算 子 范 数 . 可 以 证 明 


IA |, 2: max 
хе Е" 


141. = max Уа», 
егы =) 

lA | = max > lasls 
的 
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шн танаа i awr шшш ашы Q K 


[AJ = ГА. CAA) 
其 中 Ашы СААНИ АТА 的 最 大 特征 值 . БУ FE БЕТЕ Bte ië 
ATHER. 
例 3.4.3 在 线性 空间 C[e 6 J, z€ C[a blt RE 
|z] = тах |021, 
它 显然 满足 范 数 定义 的 三 个 条 件 , 另外 
lei = [ешш 


也 是 一 种 范 数 . 

以 上 两 个 例子 表明 ,同一 个 线性 空间 可 以 用 多 种 方式 引入 不 

WE ХИРЕ ОО) DREN ЕН | x 20 В 101 =0”. 
担 不 能 推出 “ 若 | x | =0 Д] 0”. 

定义 3.4.4 R XERE P EHRE р p: X 
ЕДА. 

O) FRE: pler) = |а| р(х). z€ X, аЄР; 

(2) 6: (туур) ру), z y € X, 
WPR ç E X ЕКШЕ ‹зепи-погт). 

显然 ,每 个 范 数 也 是 半 范 数 . 半 范 数 区 别 于 范 数 之 处 是 不 必 满 
ДЇ рх) =0=>с=0, 

13.45 (1) 在 数列 空间 :中 ,对 于 每 个 元 素 z—(zr)7 M 
定 p(z) 二 leah rt N 是 一 固定 自然 数 , 则 p 是 :的 半 范 数 并 确 
实 不 是 范 数 , 因 为 p(x) 二 0 只 能 推出 xw==0, 而 x 中 其 它 分 量 可 以 
A 0. 

(2) 在 线性 空间 C(—oo ,十 ce) 中 规定 

p (z) = max |2621 , = 

每 个 p, 均 为 半 范 数 而 不 是 范 数 ， 

43) 如 果 上 了: XC 是 数 域 p ERRER X EYE C' 的 
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线性 映射 , 即 满足 
flar + By) = afan Ву). z.y € X, a, ñ 6 P. 
Д р СЕХ ЕЕ. НОТАР X C B Bp х 
= (адат t a Ж OG S er a t'u H eg, R у. 
"ов, ЖЭЙ. 
+ л RTA HUD £ h У РЕЛ Sr h Ж Йу T 
定义 3.4.6 TAREE АХ Ht TA, ДОА 
ry € A, DALIS А ЊО УЕА, 
则 称 4 为 凸 集 (econvex set). 
例如 ,线性 空间 X 的 每 个 线性 子 空间 部 是 而 集 . 
吕 以 用 几何 方法 来 描 运 -… 般 线性 空间 X Hayt E. 设 xx 
XA 
了 Te = jet (| — АУТО gA 1! 
КАБЕН + Ñ| y 的 线段 (me segment), 显然 ,4 AURET 
DARE: 
ty E А > Lr СА. 
GEREG 8 РНИ З. 3. 


3.3 лч 
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W p ЖЕРТЕЛЕ B| X shay Ер Fo Ж. ER z € X 及 正 数 
r, MJ > ФЕ 
Sera) = {т|т E X, pir aon sÇ rh 
ж, ЯГ p REME (derived convex set). РТ 
PUM RRNA PRK Ж. 8 F RTE Er R F Т ОЙ RE 2 E Б 2 iz] 
DA E REM ТЕУ ЭР Я Л.Г ВА 3. EREE JLA 
观点 和 方法 来 研究 分 析 中 的 许多 问题 ， 


3.4.2 赋 范 线性 空间 


定义 3.4.7 XE-A, l ` | Xx 于 的 一 种 范 
E, MXA | 在 一 起 , 称 为 -个 赋 范 线性 空间 (поттеа lin- 
ear ѕрасе), ЕХ, || + | БЫШ fE X. 

例 3.4.2 与 例 3.4. 3 中 的 线性 空间 按 所 给 出 的 范 数 均 构成 赋 
范 线性 空间 . 

例 3.4.8 аррос 


lz], = (У V r= inka EL 
a=] 


构成 赋 范 线性 空间 ， 
空间 六 按 范 数 
| zil 一 ‚80р 12,1, Ух = {хє 
МАКЕ ЯИК ze [8]. 
КВА Н] г реостат AR.: 
ГЄ РЄРЄГ, 1<p>p<q< o 
ТЕНШ ОХ. |, RTA o | 能够 引出 关中 的 -个 距 
离 e: 
розу) = [а y|, Vz. € X, (3.9) 
称 为 由 范 数 | 。 || 确定 的 距离 . 因此 ,任何 一 个 赋 落 线性 空间 都 按 
其 范 数 确 定 的 距离 档 成 -一 个 度量 空间 , 从 而 能 够 用 范 数 代 幸 虑 离 ， 
"107。 


+ Hi E TEPHI APEH e HE pupa, ЭУ jg]. 
由 (3.9) 确 定 的 距离 明显 地 满足 如 下 条 件 : 
ry) = plr — y0), Рал, = lalo(r,0). (3.10) 
反 过 来 说 ,如 果 一 个 度 基 空间 区 中 规定 了 线性 运算 , 且 距 离 p 满 
是 式 (3,10), 则 由 能 确定 一 个 范 数 ， H: 
lel = e(z.0), V z € X. (3.11) 
因此 ,XX 按 式 (3. 1118058 BJ a W RA nk —1-КАТУ FE së lB]. 但 是 ,不 
ЖЕЙ — += fi RTEA EI N EF tt 2 [EJ ЖЕНЕ AI HEEE ЖШ ТЕП Ж. fE] m 
数列 空间 ; 的 距离 (定义 3. З. 35) 不 满足 式 (3. 10? 中 的 第 二 个 茶 
件 ,因此 由 它 不 能 确定 范 数 ;又 如 离散 虐 量 字 闻 的 距离 也 不 能 确定 
3.4.3 强 收敛 
在 册 范 线性 空间 中 按照 式 (3.9) 引 入 距离 后 .就 可 以 引进 极限 


БЫ 
ЫР 


定义 3.4.9 бс, OX, | |) 中 的 一 个 点 列 , 如 果 存 
在 点 xE 玉 ,使 得 点 列 按 由 范 数 确 定 的 距离 收 黎 于 х. Wim | z,- 
жй = 0. MPR r t ЖУЗЕ convergence in norm) F z 或 强 
ЖК strong convergence) F ха, = EZ акаа), 

ЗЕЕ ПЕРЕ Е Йу Ts ЦС ara Т ЕВЕ az [a] | 
以 讲 映射 的 连续 性 , 讲 柯 西 序列 及 完备 性 . 讲 列 紧 性 与 紧 性 等 等 
定理 3.4.60 (X. | e ПОЕНЕ 5 19]. 1 
(OWE | ， 是: ХЕ АОВ НЮ OE 3. 3.27) 


lim |, | = 0 lim ja = ај. 
(2) 加 法 和 数 乘 法 对 于 按 范 数 所 确定 的 收 生 是 连续 的 ,. 即 
lim аа 1 0, ба Й у 10 


Slim | ray.) беу) || =0; 
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lim || z, — | = 0->lim аж, ах =? 
та, == a=>lim || ar 一 ac =Ü 
344 巴 拿 赫 空 间 


定义 3.4.41 完备 的 赋 范 线性 空间 称 为 巴 合 赫 空间 (Banach 
space), 它 是 一 类 重要 的 屿 范 空间 . 
ЗАР СС расо) ЖЕДЕ l ОКЕ Tn). 数列 空间 取 范 


数 
[z = sup (МЄ 
十- ЕЖЕ]. 

例 3.4.12 Са, Ж ИИИ l Smax rl)!, 1] 
ЖАН И eh | сш. ШЛЕ DEL Cab 
空间 ， 

定义 3.4.13 (X. + DOPRE TAN] ah A 

Si 


Й ЧН, НСХУ А З зеге), Е 


Ee. MEFE EX ,使 得 
lm] S,- r | = Ва Sl = 0, 
RARAP LS a BAT Q. UA Ee В 


(convergence), HA > 8Җ (кшт). fE Ул, =. ИЖ ТЛ 


w= 


> П, | < =. MU K 3 S8 N Im, 绝对 收敛 absolutely 
"| n=l 
convergent). 


169. 


Б P Cak Bh ЖИИ Ула ШОШ ө (Shi 是 柯 西 序 
列 ,出 对 任 给 的 s>>0, 必 有 六 使 得 


[5,—5„ = || ` = Ü <, V n > m > N. 
定理 3.4.14 Xl e DEES HTE э 每 一 个 绝对 收 
SAER apuy 0. 


EE F 880 hik k 09 8 КЕС RAF E 的 完备 
性 ,定理 3.4.14 给 出 了 ME Баша R ТЕНГ КОЕН 
本 征 性 质 . 


3.4.5 连续 函数 空间 


定义 3.4.15 设 XX 是 度量 空间 或 赋 范 空间 ,G ДЕ X 的 -个 
TRO RX пт. 05 ессо EB CCA H D B X HA 
ЕТЖ. 设 ре Z f G 上 上 的 芒 数 ,集合 {xzEGIyg(x) 壮 0} 的 闭 包 
TEGITA $k Ж ç B ЗЕ Ж (support), iB ЇЕ suppg . 如 果 有 
supp $ COR, MP 在 台中 有 紧 支 集 (compact support). 

тише ИЖ E 的 一 个 开 子 集中 上 的 二 元 连续 函数 构 
成 的 几 类 人 空间, 这 时 suppe CCOesuppp 是 有 界 闭 集 卓 suppy 
са. 

先 引 进 几 个 记号 ， 没 a= (а, таза, В n AAE T ЖИН БЕЗ 
ДТТ ШШШ ЗЕН lx| — Da 


我 们 可 用 多 重 指数 规定 - 些 缩写 符号 . 例如 ， 
1) йй xs rire AE x= (rir z.) EE". 


(D #8 07—070 De Ш D=, паи. 
因此 D" 表示 la| 阶 微分 算 子 . BD y= gp 
43) Beal =al gl eal 
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(4) 设 a 与 有 是 两 个 = ШЙ. E aS Lin ШВ ас 
A. 这 时 8- ап 重 指数 ,而 和 18-…e| 十 lal 一 18|. 
当 ass 朋 时, 记 
as = 
lal 6102 — а)! а; 
定义 3.4.16 AE PHAR m EEREN 定义 
CUD = iple: 0 — CEE Q KER, [а шт! 
ED =; 


ё. 


а 


й, 


а, 


сс = ms 
САП) =p E C(Oy|suppe СС. 0}; 
CUD = ре CED suppe с 0). 
H 0 ЖЖ И.С" (22) 中 的 函数 本 二 或 基 些 阶 偏 导数 可 以 在 总 
上 无 界 . WREDEN KAERA- 致 连续 , 则 在 保持 有 界 且 
一 致 连续 的 条 件 下 ,2 在 所 .F 有 唯一 的 延 拓 . 这 样 , 可 把 CCQ) 中 每 
个 有 界 旦 - " 致 连 续 亏 数 看 作 和 定义 在 万 上 , 即 看 作 在 万 上 的 延 拓 ， 
因此 引出 下 述 定 义 ， 
定义 3.4.17 ECOC, AELS 
CUD = pE CC2)IDY 在 员 上 有 界 日 OERO 'a| < m; 
HE X B Н.С" СЕ” УС" (КЕ), 
ETEA С" (По 
lel = max sup ск) |, (3.12) 
MJ C (Ta т Z. 
定义 3.4.18 1 OLASI RA Cuad yC С" CD. E H С" 
CDRH 0 P) з» BBS SM E FS Bb А ТЖ ЫК Holden % PE 
的 函数 组 成 . 具体 地 说 ,Pp € CDE р € C” (D) B. {ЕНШ 
天 ,使 得 
IDga 一 Dip) | SÇ K|x yl Yr € ñ.0 = |а| S m. 
ош. 


ERA Ct (TD hik G W 


l — П д А J 
{йэ = [е 十 max вир а СУР . 
(3.13) 
便 构 成 巴 拿 赫 空 间 . 
ОА 时 有 
СШ) S C (О) = С"(Й), (3. 14) 


下 面 是 个 著名 的 定理 . 

定理 3. 4. 19【〈 瑶 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 定 埋 ) Z o Bh E 
中 的 有 界 开 集 ,pE COT). 则 对 任 给 的 se>0. 在 在 一 个 于 元 多 项 式 
Р(х), 8 

[е P ile = suply — РО) | < s. 

这 个 定理 表明 ,xz= (zi zz) 的 多 项 式 全 人 笨 所 成 之 集 在 
CD EER. 然而 任 一 多 项 式 在 列 紧 集 上 能 由 有 理 复数 ( 实 部 和 
虚 部 部 是 元 理 数 ? 为 系数 的 多 项 式 一 致 名 近 ; 这 就 是 说 ,有 理 复 系 
HH x= (7; ,rs,… ,zs) 的 多 项 式 全 体 所 成 之 集合 已 也 是 CE) 的 
HETE. 由 于 是 可 列 集 ,因此 COD) 是 可 分 的 巴 拿 赫 空 间 ， 


3.5 AR ARTH 
3.5.1 AR 


ERRES ар А T N Rt, (ЕНЕ E E БЕТЕ N ER, 
从 而 使 空间 类 似 于 欧 儿 里 得 空间 ,具有 正 交 集 . 正 交 投 影 等 儿 何 属 
性 .抽象 的 内 积 的 定义 依据 症 空 间 中 内 积 的 四 条 性 质 ， 

定义 3.5.1 设 关 是 ( 实 的 或 复 的 ) 数 域 P 王 的 线性 空间 ,如 
0 XXXS ЕКЙ ЇР. 

(1) (бт.у)= бох). V z. € X; 
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(2) (аз Буз) =еСғ,х) 5 fly zy, Vora z€8 X, af 
ЄР; 

(3) (z,zy220,3 B 2 ӨҢ = 0 r r= 0, 
WERE- 2020 Х 上 的 内 积 (inner producr). 

条 件 (2} 等 价 于 

(az z) = a(z,z)., (ry) Cr) (уох). 
ЖЖ ОҢОП Ң 
tray + Bz) = @(т.у) + ar) (3.15) 


3.5.2 内 积 空间 


定义 3.5.2 MPRE X h E T ARC О.Х 
与 (，,*) 在 一 起 , 称 为 -一 个 内 积 空间 tinner product space), id fE 
(Х.С, +) ОО]: X. 
例 3.s5.3 Ce 的 中 的 函数 扣 以 取 复 值 , 道 常规 定 内 积 为 
(х,у) = [о а. V rry € Ciad] 


从 而 C[e, 纪 是 一 个 无 限 维 的 内 积 空间 . 
关于 内 积 空 间 与 赋 范 空间 的 关系 ,就 户 与 C 来 说 ,它们 既是 
凡 积 室 间 ,又 是 赋 范 衬 间 , 范 数 与 内 积 之 问 的 关系 如 下 : 
|x | = (х,х)!? 
AEPA А ЖИЛЕ Н]. Ы ВЕ ЊЕ НЕ pJ RB E ЙЕ. ER- RE 
先 把 林 西 不 等 式 定理 3. 1.6 推广 于 一 般 内 积 空间 . 
定理 3. 5.4 (WE (Schwarz) KO ik X BONUS, 
则 成 立 不 等 式 
суу S£ (тулт) + (уу). V ray Є X 
定理 3.5.5 Oo Вр |ыр X pA, АІ 
Wr) = irr)” 
确定 X 的 一 个 范 数 | ° RAARO о е ) 的 导出 范 数 (derived 
+ 113， 


norm). 

验证 导出 范 数 满足 三 角 不 等 式 时 用 到 施 瓦 获 不 等 式 . 

每 个 内 积 空 间 按 内 积 的 时 出 范 数 成 为 一 个 赋 范 线性 空间 ,而 
Не -类 非常 重要 的 感 范 线性 空间 ,它们 在 数 党 物理 .量子 论 . 微 
分 方程 及 概率 论 等 中 有 重要 应 用 . 

于 是 ,可 以 在 肉 积 空间 中 讲 极限 .收敛 等 概念 ,以 及 贱 范 线性 
空间 中 的 各 种 结论 ,它们 都 是 按 导 出 范 数 所 确定 的 距离 而 言 的 ， 

定理 3,5.6 EO,- ) 是 内 积 空间 区 的 内 积 , 则 它 关 于 两 个 
变 元 都 是 连续 的 , 即 

[z all 0 | у„— y|| — 0 = (ry) — (z.y), 

内 积 空 间 的 导出 范 数 有 如 下 性 质 ， 

定理 3.5.7 RO, + BEN zz Н] X HAR | + | 是 导出 
Ю.Д ЗД | ，|| 成 立 平生 四边 形 恒等式 (patallelogram identi- 
ту) 

leyi? ЕЛКЕА ЕЕ ИРЕК ry € X. 
mA. pa tB, АГАН ЖЖ ia , 称 为 极 化 恒等式 (polarization iden- 
tity); 当 下 是 实 内 积 空间 时 ， 

ау) = 4018 а yia: 
34 X E ARRE ауа, 
ЕКИН: 
tille tiy = iiae iylla, 
其 中 i= /- 1. 
图 3. 4 为 E? 中 平行 四 边 形 人 恒等式 的 几何 解释 一 一 平行 四 边 
形 的 对 角 线 长 度 的 平方 和 等 于 外边 长 度 的 平方 和 ， 
定理 3. 5.7 表明 ,内 内 积 导出 的 范 数 必须 满足 平行 四 边 形 便 


等 式 . 因此 ,如 果 峰 范 线性 空间 X 的 范 数 ， 上 满足 平行 四 边 形 
14+ 


X] 


y 


图 2.1 


EPR Ш НГ Ж ЕТЕН АШ | - 来 定义 内 积 (…,，*), 并 且 
l- ÆC. ?的 导出 范 数 ， 

然而 ,不 是 每 个 赋 范 线性 空间 的 范 数 都 能 满足 平行 四 边 形 公 
式 ; 例 如 CL0,1] 上 的 范 数 上 x =шах|х@) | 就 是 如 此 . 


3.5.3 ARARE E] 


定义 3.5,8 ДЕРЧА ЛУН] X 作为 学 出 范 数 下 的 一 个 器 范 线 
性 空间 是 完备 的 , 则 秘 X 为 希 尔 伯 特 (Hilbert) 室 间 . 

由 定义 看 出 , 希 尔 依 特 空间 是 一 类 特殊 的 { 奴 范 数 是 击 内 积 
出 的 ) 巴 拿 赫 空 间 , 这 类 空间 是 物理 学 中 常见 的 物理 空间 的 抽象 ， 

例 3,5.9 在 电信 工程 中 ,信和 号 可 看 作 定义 在 区 间 ( 一 2， 
+оо) ЕЕ г 的 函数 z. 通常 考虑 能 垦 有 穷 的 信号, 即 满足 


六 ze at <+ ео nil оа а. 上 述 不 等 式 左 端 积分 除 


一 常数 因子 外 表示 信号 的 能 芋 . 满足 上 述 不 等 式 的 函数 z 的 全 体 
能 构成 -一 个 内 积 空间 ,这 是 因为 能 在 其 中 引入 内 积 


(х,у) 一 N 20) уб). 


而 且 这 个 内 积 空间 是 一 个 希 尔 伯 特 空间 


例 3.5.10 r= (2а, E n o RARS 


人 2 区 构成 一 个 希 尔 伯 特 空间 . ER REER E 
间 . 
3.5.4 正 交 与 投影 


现在 将 空间 E 中 正 奖 与 投影 的 概念 以 及 有 关 的 基本 概念 定 
ЖЯ 3.1.10, EX 3.2. 10, 定 义 3. 2. 19 推广 于 一 般 的 内 积 空 间 . 

IM 3.5 11 Хр, C, ONAR. ШЖ X E 
РА ЖЖ rt y 满足 (zy) 一 0, 则 称 z 与 y 正 交 (orthogonal) , 记 
fEz= l y. ШУА X BJ Ff. re X. WR z yyYyE7, 则 称 > 与 
V EZL V. RA lz€ X|+ LV 称 为 8 的 正 突 补 (orthogo- 
nal complement) i fE V T. ЖУ Si W Е X BJ TP Te tU >] 
DY LEV yEW. WEY 5 W ДЕЗЕ, ЇЕ V | W. 

下 述 性 质 由 定义 直接 推出 . 

定理 3.5.12 (D rly | z+yl = ату B l| z+y|? 
={х УАСГ АЈДЕ; 

D х1 у, УуЄ Хех 0; 

С V.WCX RV |W—VCW! ,WCV-, 

(4) VCWCX=V DWL, 

(5) УС Х»=У NV = {0}. 

定理 3.5.13 设 V 是 内 积 空间 XX 的 子 集 , 则 Vi 是 X 的 闭 线 
性 子 空间 . 

定义 3.5.14 BV 与 V, 是 内 积 定 间 XX 的 两 个 线性 子 空间 ， 
НУУ. S 

V = {n + re ЄЎ, ЄЎ) 
МУ, ЧҮ» 的 正 交 和 (orthogenal sum) iB fE V =v V.. 
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类 似 地 可 以 定义 有 限 个 线性 子 空间 的 正 交 各 . 

定义 3.5.15 设 Y 是 内 积 空间 XX 的 线性 子 空间 ,rE X. ДЖ 
有 wyEV,z4V, 合 得 x 二 y 十 xz WER y Er EV EBEK Oor- 
thogonal projection) 或 投影 , 记 作 у= Гул. 

一 般 地 说 ,对 于 内 积 空间 羡 的 任 - 癌 址 < 与 任 -一 线性 子 空间 
Vor БУ КЕНЧ Pre 不 -EE WR Рут 存在 ,由 定义 看 
出 ,Pvx 满足 条 件 

(ro Pry = 0, Vy € V. (3.16) 

例如 ,内 积 空间 为 人 [一 rr]( 内 积 定义 见 例 З. 5. 3) , 子 空间 站 
= span {созлг} ,这 里 4 是 固定 的 自然 数 , 现 对 任 -- ЕСГ т.л] 
利用 (3. 16) 得 出 


T 1 
Рух = H | (+ )соай5ёз | cosnt. 


下 面 的 定理 表明 当 V 是 内 积 空 间 的 完备 子 空间 时 ,六 pet 
元 素 z ЖУ 上 的 投影 必 存 在 . 因此 .X 订 分 解 为 y 与 V' 的 相交 
Я. 

定理 3. 5. 16 (HEED ШУХ ЖЕТ 
空间 , 则 对 任何 zE 瑟 ,存在 唯一 的 GT, 使 得 y 一 Pr 而 且 


ЕТЕГЕН 
ружу х 最 近 的 点 . 


投影 定理 是 希 尔 伯 特 空间 理论 中 极为 重 旨 的 一 个 基本 定理 ， 
Ж ЖЕНУ 中 的 元 素 = ҖӨМ x, 当 且 仅 当 x 等 于 x 在 V 卡 的 投 
E y BPP. B ik БИНЕ КЕ Ë. 因此 在 逼近 论 和 随机 过 程 理论 中 ,常用 
投影 的 这 个 性 硕 米 研究 最 佳 逼 近 . 在 一般 巴 拿 赫 空间 中 国 为 没有 
正 交 概念 ,所 以 投影 定理 并 不 成 立 ， 

例 3.5.17 对 于 在 科学 实验 中 得 到 的 离散 数据 

(rr # = 1,2, m. 
НЧЕ ТЕЛЕМ у BETE? УЫ у=). 最 小 
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Я Е.Е п TMK pipet Pa 在 所 有 形 如 Stx》 = 
Sepo 的 线性 组 合 中 ,寻求 一 个 5" (x) = Daga ,使得 


ув" (z — y Ë = min [5а 一 у}, 
FH SEW А. 
ХЕ Җ ЖОШ ЯР Р ЕШ л AAAA CHI £ yM z sk = ЖЕ 
Же. се, е. W REHA А RUE E ЈЕ K E Lab] ЕШ — 
RER f. EE J B W B) ДЕ Е ЛЕНЕ в S Cr) = 


Dep, (z) 中 求 —+ S Gr) = Узар g(x) ,使 得 
2=1 £=) 


[zoo 一 (x) Pdz = miaf Tro = Slr) Fdz. 


在 随机 过 程 理论 中 有 完全 类 似 子 最 佳 平方 过 近 的 问题 的 提 
法 ,在 那里 将 由 随机 变量 代替 上 述 的 fp... Pm 

上 壕 问题 可 统一 地 抽象 成 如 下 问题 ， 

Ў У =span {z rr t na EARE X 的 一 个 子 空间 ,z 各 
下 .寻求 个 数 ar ai e ar 使 得 


[e= |е | а). 
这 个 问题 解法 如 下 :因为 了 是 完备 的 子 空间 ( 见 定理 
3.5. 22) ,因此 由 定理 3. 5. 16, 必 有 淮 一 的 y = Siwr ET 使 得 


| z 一 ?外 达到 最 小 ,而 且 (z 一 六 上 , 即 (z 一 yz 一 0，VY z€ V. 
这 等 价 于 


(а = увда) = 0, k=l, Zpen, 


或 者 
Da (rag) = (m,zO), k == 1,2,". n. 
i=l 
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不 妨 设 raza ez, 线性 无 区, 则 у 的 线性 表 出 是 唯 -的 , 即 上 述 
л 元 线性 代数 方程 组 有 了 唯一 和 解 of el еза; ,可 月 数值 方法 夹 求 


定义 3.5.18 设 了 是 内 积 空间 X 的 非 空子 集 , 如 果 中 任 
何 两 个 向 租 都 正 交 , 则 称 站 为 X 的 一 个 正 变 集 (orthogonal set), 
如 果 正 交集 了 中 每 个 向 量 的 范 数 均 为 1, 则 称 Y 为 规范 正 交 和 集 
(orthonormal set). 

例 3.5.19 (1) 在 中 ,每 一 组 标准 正 交 基 构 成 规范 正 交 集 
GEX 3.2.18). 

(2) 在 实 空 间 СТО, 2—19, ИН 


(х,у) = 1f 2095008 
о 


集合 了 一 = COSE SInE COS2L SinZt, ,COSnt sinni, | 是 规范 
EZH. 
任何 由 非 零 向 量 所 成 的 正 交 集 可 以 规范 化 , 即 集 合 


W= 11 elz €V}. 
ШЖ V = (z. 12 ERER В ЕНА АЕ ЗЕЛЕ, V 是 线性 
无 闫 的. 反 过 来 ,下 述 定理 告 诉 我 们 从 任何 - -个 线性 无 关 序列 能 构 
造 出 一 个 规范 正 交 序列 ， 
定理 3. 5. 20 (格拉 姆 - 施 密 特 (Gram-Sebmidt) 定 理 ) 规范 
EXER R V= {zx) 认 是 内 积 空间 中 的 一 个 线性 无 关 序 列 , 则 
按 递 推 公式 


a—l 
z = z, ry y5 [|= | 1 
й=| 


得 到 一 个 规范 正 交 序列 殉 = (hio 8 
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span {a,€ У}==врап{у„|у„ЄМ/}. 
定义 3.5.21 如 果 定 义 在 数 域 P 上 的 内 积 空间 X 5 Y 2 [8] 
TE ot- A ЮКНЫ f XY ,使 得 
em + Ва") = aff) + BED SY AD = (z .z"), 
Yr EX a.B 8 р, 
ИК X 与 了 В. 
定理 3.$.22 任何 实 或 其 的 有 限 维 内 积 空间 必定 是 希 尔 伯 
特 空间 . 
实际 上 ,zn 维 实 或 复 的 内 积 空间 必 与 E ЯЙ С" ВУ, УЛП Е" 
RC 具有 相同 的 基本 属性 . 因此 ,关于 内 积 空间 与 希 尔 伯 特 空间 ， 
重点 是 研究 无 限 维 的 情形 . 
定理 3.5.23 设 {x.) 六 ,是 希 尔 伯 特 空间 X 的 一 个 正 交 序 
ШИ 
> Ш egy |=, 1: < >. 
下 面 将 体 里 叶 级 数理 论 推广 于 无 限 维 的 内 积 空间 . 
EA3524 ЖУ 是 内 积 空间 的 一 个 规范 下 交集 ,x+EXX， 
Я (Сале |eET)} 称 为 向 好 了 关于 下 的 傅 里 叶 系 数 集 (Fourier 
coefficient зет). Се, х З есу Ж. 
013. 5.25 (1) 对 于 例 3.5.19 的 (2)? 中 的 内 积 空间 及 规范 下 
交集 ,每 个 xECL0,2x] 的 傅 里 叶 系 数 为 
a = || A 
` Уй, РАХ 


`, Сағ 


ак == (r cosnt) = 1 х дсоѕнгаг 
П 
1 г an= lse, 
b, = (sinnt) = L| ховп 
а 


02) Шел 10.6.0010, Нн 1 Ёл S fu Е и 
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less тезе, HE RE PCL] 3. 5. 10)rF 85 3 ШЕЙ. 每 个 z 
{тә € P ТЕЖ Я 
(е) = о но 1,06, 
定理 3.5.26 BX ERAP БАА ЕН], бе e e, 是 
大 中 规范 正 交 能 ,FF 一 sbanteyes эе) ШАРЕ a € ХОЗ 


(1) Prr = y = у (тее 
л 


02) фу | = Уе) 


аб П у е iyi 
(4) Уем) ЕТЕ 
1 
I 
而 且 等 导 成 立 当 和 且 仅 当 @ = (хе), (= laran, 

定理 3. 5.27 (ÆR Gesse) 820) Ше. МЫ ЇН] 
苞 的 规范 正 交 序列 , 则 人 狂 个 了 E 所 的 全 里 叶 系 数 序列 1rye € 
£, ñi H W E FS 


б) le- Dowels |e- Мае) vanna ЄР, 
зз} ШЫ 


Dleet < | >l. 


定理 3. 5.28 (里 斯 - 费 希 尔 (Riesz-Fiseher EP Bei 
是 着 尔 从 特 空 间 半 的 规范 正 交 序 列 , 则 对 从 个 序列 a ah E 
Ë fk ЄХ iE 


а, = (т.е), т= Lees a], = irt. 


ЛАН. Ra У оозе Е ВСТА ЕЕ. 
ПЗЕ СОРИ 3.5. 27) 和 何 时 取 等 号 ,也 就 是 说 ,r 一 
Ў crepe 的 充分 必要 条 件 是 


б121* 


1а 12 Y leee) (3.17) 
i=] 


PXT ЗОДА Е Е. 77 (Parseval 1, М. Л.{[ Ж Ж ЖЕНЕ 
度 的 平方 等 于 各 分 量 长 度 的 平方 和 . 因此 , 门 题 转 为 过 论 帕 塞 瓦尔 
等 式 成 立 的 充 要 条 件 . 为 此 ,人 先 引 入 如 下 概念 . 

定义 3.5.29 没 V={e,) 六 是 内 积 空间 关 的 规范 正 交 序列 ， 


LEXAR Уе ере 称 为 向 最 z T V НЕОН Н Fourier 


series) 或 傅 里 叶 展 开 式 (Fourier expansion). Ж т = Эт, 
3 一 | 


edes iih r TARAR V 的 人 情 里 叶 级 数 ， 

定义 3.5.30 ”如果 VV 是 内 积 空间 关 的 规范 正 交 集 , 而 且 T- 
三 [0} 即 x|VCrEX) 当 且 仅 当 z 二 0, 则 称 V 为 的 完全 集 
(complete set). 

例 3.5.31 例 3.5.25 的 (2) 中 的 VY Z ЁрЁ. = 
= {2,2,6 HLV 

х= (хе) = 0, п 1,2,6, 

FE = {0,0,1 A луй. 

定理 3. 5.32 ПЗА ЕН) У (е) EARE 
[BJ X ЕА ТЕЗ А ДРЕ z€ X О ЗЕ B ЖК 
(3. 172,0 z 可 展 成 Y КЕЦА S V Хх т. 

最 后 ,我 们 给 出 关于 可 分 的 无 限 维 希 尔 伯 特 空间 的 一 个 重要 

结论 


定理 3.5.33 设 久 是 一 个 可 分 的 无 限 维 希 尔 伯 特 空间 , 则 六 
Б г 同 构 ， 

这 个 定理 的 意义 在 于 使 我 们 能 把 所 有 可 分 的 无 限 维 希 尔 伯 特 
空间 等 同 起 来 ,而 且 /* 实质 上 是 唯一 的 可 分 的 无 限 维 希 尔 伯 特 空 
间 . 定理 证 明 的 要 点 ,是 先 证 明 可 分 的 无 限 维 希 尔 伯 特 空间 和 必 
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有 可 列 的 完全 集 V, 然 后 利用 每 个 x&E 习 可 以 展 成 V ERT 
数 及 贝 蹇 尔 不 等 式 , 建 立 XX 与 吾 之 间 的 同 构 映 射 . 


3.6 拓扑 ”拓扑 空间 
3.6.1 拓扑 


脑 画 几 节 中 所 涉及 的 极限 理论 ,以 及 与 极限 有 关 的 如 开 集 、 闭 
集 、 紧 集 等 许 儿 重要 概念 ,都 是 道 过 距 离 而 建立 的 , БЕ ТОЛЕШ а [8] 
中 的 距离 ,还 包括 范 数 导出 的 距离 .内 积 导出 的 范 数 所 导出 的 距 
离 . 但 是 ,分 析 数 学 中 有 些 极 限 狂 念 一 般 不 能 用 距离 来 描述 . 例如 ， 
定义 在 集 关 上 的 实 函 数 序列 {f,) 这 ,处 处 收 合 于 函数 了 的 概念 ( 即 
WB a € X 成立 limf(x) 二 f(z)) 就 是 如 比 , 赋 范 线性 空间 中 点 
З (а Д В A r 的 概念 也 是 如 此 , 因此 需要 寻求 新 的 途 
径 , 建 立 更 为 -- 般 的 极限 理论 . 

我 们 知道 ,极限 概念 曾 通过 距离 定义 的 邻 域 来 刻画 的 ,而 邻 域 
本 身 是 -种 开 集 . 如 果 在 一 个 抽象 集合 中 ,直接 从 定义 一 族 子 集 为 
开 集 出 发 ,并 且 将 定理 3. 3. 16 中 关于 一 般 度 量 空间 的 开 集 应 当 满 
足 的 三 条 性 质 ,作为 规定 开 集 族 时 所 必须 遵循 的 三 条 公理 ,那么 我 
们 可 以 完全 像 在 度量 空间 中 那样 定义 点 列 的 极限 及 闭 集 等 各 种 概 
念 , 而 不 再 需要 利用 上 距 离 的 概念 . 

定义 3.6.1 如 果 集 合 5 的 子 集 族 т 满足 下 列 三 条 公理 ， 

(01) SEr; 

(2) А„ВЄт= ANBEr: 

G) ЄТЄ А) = Єт, 
MPR z Ж S 49 Я topology). т 中 每 个 元 索 ( 集 合 ) 称 为 9 的 
开 集 (open set). 

现在 我 们 旦 在 十 分 广泛 的 意义 下 来 理解 “ 开 集 ”这 个 词 的 ,只 
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要 能 够 在 一 个 集合 中 确切 地 规定 了 一 个 拓扑 ,那么 它 的 每 个 成 员 
就 是 一 个 开 集 . 当然 ,我 们 不 能 脱离 拓扑 来 讲 单 个 的 开 集 . ТО Е 
一 个 简单 位 子 . 
例 3.6.2 设 集合 Sia.pc 和 如 下 四 个 子 集 
ac 
不 能 构成 S 的 一 个 拓扑 ,因为 它们 不 包含 子 集 {4} ,而 (a,5} 门 
{ас} = {a}; 所 以 不 符合 定义 3.6.1 中 公理 (2). 如 下 五 个 子 集 
5, а,Ь}, ac tal Ø 
MARS 的 一 个 拓扑 ,按照 这 个 拓扑 ,这 五 个 子 集 而 且 只 有 这 五 
个 子 集 是 S 的 开 集 . 显然 ,在 S 中 我 们 还 可 以 定义 其 它 拍 扑 . 


3. 6.2 拓扑 空间 


定义 3,6.3 设 在 集合 3 中 定义 了 一 个 拓扑 式 则 5 与 7 一 起 
称 为 一 个 拓扑 空间 {topological space) PEPES). S 的 点 .于 集 、 
开 集 与 拓扑 分 别称 为 空间 (5 .=) 的 点 . 子 集 . 开 集 与 拓扑 

一 般 , 在 同一 集 人 台中 可 以 定义 各 种 各 样 的 拓 补 ,构成 不 同 的 拓 
扑 空间 . 

例 3.6.4 设 S$ 是 任 一 集合 ,4 是 S 的 任 一 真 了 集 , 则 5S,4， 
Z S 的 一 个 拓扑, 

S 有 两 个 最 极端 的 拓扑 :r 由 3 与 妇 商 个 子 集 组 成 , 开 集 个 数 
最 少 , 是 3$ 上 最 粗 的 拓 裤 , 称 为 平庸 拓扑 (trivial topology); r tH 5 
的 所 有 子 集 组 成 , 开 集 个 数 最 多 ,是 3 上 最 细 的 拓扑 , 称 为 离散 拓 
扑 (discrete topology). 

йт 与 己 是 $ 的 两 个 拓扑 . 如 果 г Ст, П г, 为 较 能 拓扑 
{weaker topology), SR r, 为 较 强 拓扑 Ctronger topology). 显然 ， 
最 弱 拓 扑 是 半 刘 拓扑 .最 强 拓扑 是 离散 拓扑 . 

例 3.6.5 实数 全 体 R БАКЕН Ж О ЯУ ЛЕЛЕ {ЛЕК 
的 拓扑 . 内 为 昌 然 两 个 开 区 间 的 并 集 是 通常 意义 干 的 开 集 ,但 可 以 
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不 是 开 区 间 , 所 以 不 满足 拓扑 的 公理 (3). 

茎 然 拓 提 的 三 条 公理 荐 从 度量 空间 中 开 集 的 三 条 性 质 抽象 出 
来 的 ,所 以 每 个 度量 空间 的 开 集 全 体 必定 构成 一 个 拓 补 . 度 贡 空间 
是 一 类 特 珠 的 拓 外 空间 ,拓扑 空间 是 度量 空间 自然 而 重要 的 推广 . 

定义 3.6.6 度 基 空间 (S,e) 的 开 集 父 体 构 成 的 集合 r 是 3$ 
的 一 个 拓扑 , 称 为 距离 的 导出 拒 扑 Cderived topology). 说 度量 
空间 (S,p) 是 一 个 拓扑 空间 ,就 是 指 (S,r). 反 过 来 ,拓扑 空间 
(Sr) 称 为 可 度量 化 的 (metrizable) ,如 果 存 在 S 上 的 一 个 距离 p, 
使 + 就 是 p 导 出 的 ,度量 空间 (S,p) 的 开 集 的 全 体 . 

例 3.6.7 高 散 拓 扑 室 间 (S,r) 是 可 度量 化 的 . 因为 按照 离散 
度量 pC 见 例 3.3.4 的 (3)) ,Ss 的 所 有 说 集 嵌 是 开 集 又 是 闭 集 ,所 以 
r 就 是 离散 度 十 空间 (5 ,p) 的 开 集 的 全 体 . 

平庸 拓扑 空间 (3 ,r) 包 售 不 正 一 个 点 时 便 林 能 度量 化 . 因为 
REETA EMES 上 有 一 个 距离 p, 使 得 + 是 由 导出 的 并 
ВЕЖА. r.yC S.r= y. Н == 5Р0 .y) PE ВО, е) П 
0,6) D. {ЖИ BD 与 8(y,e) 都 是 (S,p) 中 的 非 空 开 
集 ,它们 必须 局 于 rt 一 {5;@2}, 妈 必须 有 BC,e) = Ву е) = 5, А 
而 得 出 BONBO D = 5 0700 8 2006. 

WL L E ИКЕ Тн] К <Р. ЛИЗА EE kt 7 [Н н {р {ЕН Ж 
HROTOM е. ТЕ Н - WISE PI АВЕ 
的 分 离 性 , 拓 有 这 举 分 离 性 的 拓扑 空间 有 如 下 专门 的 名 称 ， 

定义 3.6.8 设 (Sr 是 一 个 拓扑 空间 ,如 果 对 于 任何 两 点 
m yC S,.rZ у. D fE fE A. BC r, hH B 2€ A. CBR АГ B= 
Ф.Ш (5. o ЕЙТ 53652 18] Hausdorff space), 

由 定义 ,任何 - -个 度量 空间 都 -TERNERA 还 有 一 些 
别 的 分 离 性 公理 ,根据 这 些 公 理 可 以 定义 其 它 类 型 的 拓扑 空间 . 


3.6.3 拓扑 室 间 的 基本 概念 与 性 质 


定义 3.6.9 拓扑 空间 的 任 一 开 集 称 为 它 的 每 - ARET 
01 — [И (neighborhood). 

依照 这 -一 定义 ,拓扑 空间 的 拓扑 既是 开 集 族 又 是 邻 域 族 ,从 而 
用 非常 广泛 的 “ 邻 域 " 代 蔡 了 度量 空间 的 (只 是 作为 球 心 这 一 点 藤 ) 
“ 开 球 ( 邻 域 )”. 在 这 个 基础 上 ,依照 度量 空间 ,我们 可 以 引出 拓 逢 
空间 的 同名 概念 的 定义 . 

定义 3.6.10 设 刀 是 拓扑 空间 闫 二 (5S.r) 的 一 个 子 集 ,r= 
{BlAE A); 

GQ) 有 4 与 拓扑 站 A 会 {Bi 站 A14E ACT YA 明显 满足 拓扑 的 
三 个 公理 ) 一 起 成 一 个 拓扑 空间 , 称 为 的 子 室 间 . 

(2) 如 果 存 在 B.C < 使 得 z€ B.C A, W > A ARAA. A 
的 内 点 全 体 称 为 4 的 内 部 ,并 记 作 int A. 

(3) ШЖ XAET BI X-A 为 开 集 , 则 称 4 为 多 的 闭 集 ， 

(4) REX MR r HESR BL EDMEE 4 一 17} 的 一 
个 点 ; 则 称 x 为 A 的 聚 点 . 4 与 其 了 点 全 体 的 并 集 称 为 4 的 团 包 ， 
记 作 А. 

(5) {л„К ХОКАИ. S те ХШ ЕХ Р e —% 
域 B,(€ гу, ТЕ N= МА), В 

r, € В, V n> N, 

则 称 = N lz.) BJ Ж EAR н (с, Wr akal sa x. 

EE ТЕНК] Х = (5,) 中 ,内 要 点 тє X вар 
于 一 个 点 时 ,z EER XARA EE, X 或 其 子 集 是 有 限 集 时 也 可 
EE K. 比如 S= labet 8 5. {а,б}, AARI rf, 这 时 a 与 
b 部 是 子 集 {a15} 的 聚 点 ,4,5,e 都 是 3 的 聚 点 . 特别 当 部 是 平庸 
拓扑 空间 时 :只 要 关 不 止 一 个 点 , 则 XX 的 每 一 点 都 是 聚 点 ,这 是 因 
为 每 ~ 点 都 只 有 唯一 的 邻 域 S: W BR. 的 每 一 点 都 是 下 中 任 一 点 
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ЗА х,у КН S. 相反 , 当 XX 是 离散 拓 盾 空间 时 ,因为 每 一 单 点 
集 都 是 该 点 的 邻 域 ,所 以 每 个 点 都 不 是 聚 点 ,而 且 作 一 由 无 穷 多 个 
不 同 点 组 成 的 点 列 都 不 收 笋 , 可 以 看 出 ,在 拓扑 空间 中 ,z 是 子 集 
А 的 聚 点 芭 4 一 {x} 中 存在 以 x 为 极限 点 的 由 完全 不 同 点 组 成 的 
点 列 , 收 化 点 烈 的 极限 点 也 不 一 定 是 唯一 的 , 以 上 这 些 , 说 明 拓 扑 
空间 与 度量 空间 有 重要 区 别 . 

ЖУ 3.6.11 RERI ХС, rn) Y= (S,,r,) ;映射 
f: Х-=Ү, za € X. ШЖ Р f(zo) 的 任 一 邻 域 Ba E r ,都 存在 
Ta pI — 38. Ba € r, E 

< € Bi => Ј(х) € Bys 


或 者 写成 

FBO C Bys 
WES EA z, 连续. 如 果 f 在 区 的 每 -: 点 连续 , 则 称 Z: ХУ 
为 连续 映射 . 


ШЖ Х 5; У ФЕЯ А /: X—Y, T Н. 
Г! YSE. WI X БУ ОУБ ДЕ C(homeomorphic) , 记 作 
X==Y. f RAM MAY topological mapping) s£ F] IR (homeomor- 
phism). 拓扑 空间 在 拓扑 映射 下 保持 不 变 的 性 质 , 称 为 拓扑 性 质 
{topological property). 

关于 度量 空间 的 定理 З, 3.17, 定 理 3. 3. 21, 定 理 3. 3.27 的 大 
部 分 及 定理 3.3. 28, 可 推广 于 拓扑 空间 . 

定理 3. 6.12 拓扑 空间 外 的 闭 集 具有 下 列 三 个 性 质 ， 

GQ) X Jo EBI E 

(2) 两 个 闭 集 的 并 集 是 闭 集 ; 

D 任意 多 个 闭 集 的 交集 是 闭 集 ， 

定理 3.6. 13 ”反扑 空间 的 子 集 与 它们 的 闭 包 有 具有 下 列 四 个 
性 质 ， 

D =; 
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(2) АСЯ; 

(3) А=А; 

Ч) AUB=AUB. 

Ж 3.6.14 IX YRI ЕВ /: XY, F 
列 四 个 条 件 两 两 等 价 : 

(1) 了 是 连续 映射 

(2) Y 的 每 个 开 集 在 了 下 的 原 象 都 是 义 的 开 集 ; 

(3) 的 每 个 闭 集 在 了 下 的 原 象 都 是 X 的 闭 集 ; 

GQ) РОСА). У ACX. 

Ж 3.6.15 大 与 了 是 拓扑 空间 ,上 : X—Y ЕХ 中 的 
每 个 以 х ЕЕ] [z НАРСЕ Y H: 
KAT z 39 fO). 

与 度量 空间 不 同 ( 见 定 理 3. 3, 27) ,定理 3. 6. 13 的 逆 定 理 一 
ETRE. 

例 3.6.16 1 5= (210661). 5 

r 一 他 一 CIC 是 3 的 可 列子 集 }， 
利用 德 ， 摩 根 CDe Morgan) 公 式 ( 见 定理 1. 1. 10 的 (9) 和 (10))， 
容易 验证 7 是 5 的 一 个 拓扑 ,于 是 有 拓扑 空间 XX 一 (05,5). Щй r 
是 3 的 通常 意义 下 的 开 于 集 全 体形 成 的 拓扑 .因而 义 有 拓 补 空间 
Y=) MEXR f! ХУ, f (z) = r. 8 X rh B Я] 
{л KRR zo, 则 因 集 合 
S = {x |, Z To} 
Æ ro 的 一 个 邻 域 , 故 必 存在 自然 数 N ,使 得 
Z, = ra V n > N. 
FS a ЯП (f he EH BRAE] f(xo), 但 是 了 不 连续 ,因为 
比如 令 才 是 开 区 间 (174,374), 它 是 了 的 开 集 ,然而 它 在 了 下 的 原 
# f (B= B AE X КЁ. 
定理 3.6.17 (1) 拓扑 空 间 XX 的 恒 等 映 计 Т: X. X 是 连续 
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ы. 

(2) # f: X—Y 5 z : Y—Z 是 拓扑 空间 之 间 的 连续 映射 . 
Шо: XZ 也 是 连续 映射 ， 

WR f XY 是 拓扑 映射 ,那么 定理 3. 6. 14 与 定理 3. 6.15 
对 了 ' 也 成 立 .这 时 还 有 如 下 结论 : 

(1) /和 将 站 的 每 个 开 集 映 成 Y ТЕ, рдХ Ж = 
f(A) 是 了 的 开 集 ; 

(2) / ЕХ ЕЛУ У HRE, H À E: X 的 团 集 == 
ГАУ Ш; 

(3) A Æ X EFES ,从 而 РСА) = СА), 

C4) СОЯ A eedan С л. 

WETA FR АУТ ЕП gk a P| КИЕ. 

ТЖ, ЖОШ ЗЕ НДЕ Н ОЖЖ r 定义 的 ,但 同样 可 
АЯ Эхе М. 顺便 指出 ,拓扑 空间 也 可 以 用 子 集 与 它 的 闭 包 
之 间 的 对 应 来 定义 . 

定理 3. 6.18 设 5S 是 一 个 集合 ,= 是 3 的 一 -个子 集 族 ,具有 
定理 3. 6. 12 中 闭 集 的 三 个 性 质 , 即 

(1) Х.т 

(2) А.ВСе=»АЦВЄо; 

GQ) HErAE NN А.Є, 
则 存在 5 К ЗЬ т, ARRES г) B ЗЕНА о. 

人 可见, 若 把 所 假设 的 ov 称 为 闭 集 族 , 刚 可 把 3 与 = 一 起 浆 为 一 
个 拓扑 室 间 , 记 作 (8 ,a) ,作为 拓扑 空间 理论 的 出 发 点 . 

还 可 以 把 度 诺 空间 中 的 列 紧 性 与 紧 性 等 容 广 到 拓扑 空 间 ， 
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4 ”线性 泛 函 分 析 
4.1 引言 


兴 函 分 析 作 为 数学 的 一 个 分 支 ,形成 于 本 世纪 的 30 EE 
40 年 代 . 由 于 其 广泛 而 有 效能 应 用 ,在 短 短 的 几 十 年 中 得 到 了 地 
还 的 发 展 , 成 为 数学 领域 中 影响 很 大 .很 有 发 展 前 途 的 一 个 分 支 ， 

泛 函 分 析 的 基本 概念 开始 建立 于 本 世纪 初 . 当时 ,人 们 试图 用 
统 “的 方法 去 处 理 经 典 分 析 中 各 领域 分 散 研 究 的 一 些 问题 ,例如 
变 分 法 、 积 分 方程 . 正 交 函数 系 及 带 近 论 等 . 这 就 产生 了 函数 空间 
以 及 算 子 等 江东 分析 的 基本 概念 . 泛 函 分 析 用 抽象 的 形式 和 统一 
的 方法 对 一 些 囊 面 上 看 起 来 很 不 相间 的 对 繁 进 行 加 工 , 不 仅 使 经 
典 分 析 中 的 概念 更 加 一 般 化 ,而 县 能 富有 成 效 地 解决 问题 . 

证 函 分 析 的 方法 具有 高 度 的 综合 性 和 统一 性 . 它 除了 使 得 经 
典 分 析 的 概念 和 方法 更 加 系统 化 外 ,又 能 使 问题 的 认识 得 到 深化 
和 括 广 ,从 而 能 够 应 用 于 更 广泛 的 对 象 . 汉 函 分 析 的 思想 和 结果 担 
示 了 数学 和 物理 中 许多 问题 的 共同 属性 和 相互 联系 . 掌握 证 医 分 
析 这 个 工具 ,有 助 于 人 们 从 更 普遍 的 角度 、 更 深刻 地 考察 所 研究 的 
对 象 ,启发 人 们 更 好 地 理解 问题 的 实质 ,从 而 更 好 地 开辟 解决 后 题 
的 途径 . 

20 世纪 中 时 ,由 于 运用 了 证 范 分 析 的 工具 ,使 得 储 微 分 方程 
理论 .概率 论 , 调 和 分 析 等 得 到 了 重大 发 展 , 近 二 三 十 年 来 , 泛 随 分 
析 已 经 渗透 到 许多 纯 数 学 及 应 用 数学 ,物理 .力学 ,现代 控制 理论 、 
经 济 学 及 生物 学 等 领域 ,在 其 与 多 种 学 科 的 相互 渗透 中 ,正在 形成 
许多 新 的 方法 和 新 的 数学 分 支 . 


“131. 


4.2 线性 拓扑 室 间 
4.2.1 基本 概念 


定义 4.2.1 设 关 是 一 个 线性 定 间 ,同时 又 是 一 个 拓扑 空间 . 
如 果 其 中 的 线性 运算 关于 芒 上 的 拓扑 是 连续 的 , 即 由 区 Xx 其 到 
X ТЕ 

(тэу) rty 

É Kx X BJ XARA 

Arr) Axr 
是 连续 的 , 则 称 X 为 线性 拓扑 空间 (linear topological space). 

Жн KARERE EGRA EK 上 的 线性 空间 ,AE 下 ， 

如 果 Y 是 线性 拓扑 空间 X 的 一 个 线性 子 宝 亲 , 则 按照 关中 
的 线性 运算 及 所 在 Y 上 产生 的 诱导 拓扑 ,Y 也 是 一 个 线性 拓扑 空 
ЇН]. 

定理 4.2.2 设 X 是 线性 拓扑 空间 , 则 

(1) 对 任意 确定 的 r € 多 及 任意 开 集 GCX, 集 合十 CA 
fa 十 r|zEcCI 是 和 中 的 开 集 . 

(2) 对 任意 的 1E 天 (实数 或 复数 域 ), 4 天 0 及 任意 开 集 CS 
X RA AGA (Ar ECE ХФ. 

(3) 对 任意 的 x,EX, 它 的 任意 邻 域 具有 形式 x 十 WV, 其 中 玉 
ж ХФ 0, 

Ж 4.2.3 Vz, 为 线性 拓扑 室 间 发 Е, 是 

H = 的 某 些 邻 域 构成 的 集合 族 . 如 果 对 于 ro 的 每 个 邻 域 了 ,总 存 
ЖОЄ 2, B 48 ОСУ, IPR 2 是 :的 一 个 邻 域 基底 Chase of 
neighborhoods) ,或 基本 邻 域 系 (basic neighborhood system). 

由 定理 4.2.2 可 以 推出 , 若 27 是 零 元 素 5 的 -- 个 邻 域 基底 ， 
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ШЕ @ z. C X RER 2, Sir, СЕЗИНЕ x, 的 一 个 邻 
域 基底 . 

定义 4.2.4 XEK EWA SCX. 如果 对 任意 的 
ES 及 任意 满足 le| 所 1 的 wE 天 ,都 有 arES, 则 称 集合 $ ЖОР 
街 的 (balanced). 

设 SCX 为 任意 集合 ,所 有 包含 S 的 平衡 集 的 交集 称 为 3 的 
FHE balanced һи). 这 是 所 有 包含 S 的 平衡 集中 最 小 的 一 个 
(ЕЖЕ ЕИ Т). 

定义 .2.5 XEK Б ЕӨЗ ЇШ.5СХ. 如 果 对 任意 的 
ЄХ. О ,使 得 对 所 有 满足 0 和 la|<<5 的 aEKK 都 有 ax 
ES. MPR S 是 吸收 的 (absorbing )， 

5 为 吸收 集 的 一 个 等 价 命题 是 ;对 每 个 xEX, 存 在 正 数 ,使 
得 对 每 个 满足 |al 写 x 的 aE 玉 ,都 有 Eas. 

定理 4.2.6 设 X 为 线性 拓扑 空间 ; 则 它 的 零 元 素 8 具 有 满 
起 下 列 条 件 的 邻 域 基底 2, 

《1) % 的 每 个 元 素 都 是 一 个 平衡 的 ,吸收 的 集合 ; 

《2) 对 每 个 TDE 宅 ,都 存在 YE 5 ,满足 

VEV {zty € Vy €V. CU 

ЗЕЕ С fE V cu WE УСЫ П 
U,. 

这 个 定理 的 证 明 订 以 参阅 文献 [5]. 

定义 4.2.7 X ARESE ACX 所 有 包含 4 的 凸 集 的 
交集 称 为 4 HDE (сопуех һи), fE C, CA). 

C.C AE Er SD 4 的 凸 集 中 最 小 的 一 个 , 它 由 所 有 形 如 
artar, а, М] Л, h оул, 是 在 4 中 任 取 
的 元 ,wow…vex 是 满足 аа Һа, =1 的 任意 一 组 非 负 实 
数 ,” AER GREL 
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C.CA)BJ ТАС, САЗ 9 A HORE (closed convex hull). 这 
是 所 有 包含 4 的 闭 凸 集中 最 小 的 一 个 ,也 是 所 有 包含 4 的 闭 凸 集 
的 交集 . 

定理 4.2.8 设 闵 为 线性 拓扑 空间 ,ACX. 

СОЖА. АШЫ A S Ei A 的 所 有 内 点 构成 的 
集合 4 都 是 凸 集 ; 

O) # 4 基 平 衡 的 , 则 亏 也 是 平衡 的 ; 

{3) 车 4 是 吸收 的 是 集 , 则 А, At ERIE n $E. 

定义 4.2.9 X DREMEN ACX. ВӘТ ЖЛЖ 
人 的 每 个 邻 域 忆 ,都 存在 正 数 4, 使 得 АСА, ДЕА £ X 中 的 一 
个 有 界 集 (hounded set). 


4.2.2 局 部 凸 空间 


EX 42.10 RX E- -ARERI S ЖИТМИ PER У 
间 . 如 果 淮 元 素 9 АЈА ЕЛЕ. Ө Jia 3528 1 2: 
2 的 某 个 凸 令 域 , 则 称 和 是 一 个 局 部 凸 空间 (locally convex 
space), 

ЖЖ X Ын], | X hi pdo tar — + r 0538 at: 
Ж. 

定义 #4.2.11 ИХЕ вә х EMIF 
数 , 如 果 对 每 个 z€ 下 ,x 了 0D, 总 存在 p€ 97,8 рс) 3-0, ШТА 
范 数 族 P 满足 可 分 公理 (axiom of separation). 

定理 4.2.12 设 多 是 线性 空间 ,加 是 久 上 的 满 是 可 分 公理 
的 - 族 半 范 数 . ТЕ = 中 任 取 有 限 个 半 范 数 p... p. 及 一 组 任意 
的 正 数 s ，… z S 

U = r€ XJA RE = ln,n.), 
WU EFTE 0 8J— F ru. PER СЕП. 所 有 这 样 得 到 
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的 邻 域 的 集合 记 为 % , Фе 是 8 的 一 个 邻 域 基底 .按照 这 个 拓 
扑 , 和 是 一 个 局 部 凸 空 间 ， 

RE 4.2.13 Ú X EE sJ, ACX а-у, k jt ВУ 
和 集合. 对 任意 xEX, 令 


Mala) = inf [ele> oZ € A. |. 


FM 为 集合 4 ВОЈТ A Minkowski functional). 
Ж 4.2.14 设 4 是 线性 空间 X 中 的 一 个 凸 的 ,平衡 的 , 吸 
收 的 集合 , 则 4 的 闵可夫 斯 基 滩 画 是 XX 上 的 一 个 半 范 数 . 
定理 4.3.15 设 革 是 一 个 局 部 古 空 间 , 则 其 零 元 素 6 的 所 有 
上 号 的 ,平衡 的 ,吸收 的 开 邻 域 所 产生 的 闵可夫 斯 基 汉 函 所 构成 的 半 
范 数 族 满足 可 分 公理 , 并 且 由 这 个 半 范 数 族 按照 定理 4. 2. 14 构造 
的 拓扑 与 下 上 原 有 拓扑 一 致 . 


4.2.3 ERDE 


ЖХ 4.2.16 设立 是 线性 空间 . ЖИА z€ X. HE tE 
k |z l 与 其 对 应 ,如 果 这 个 对 应 关系 满足 下 列 条 件 ， 

G) |z] 20, v z€ X. 5 HRY r=8 HA | z | =o. 

2) [etyl Пау, V r,y€ X. 

3) 1—21 = 15|, v z€ x. 

(4) lim farl =0, ihre X AHERE la 2 为 任意 
БЕЛЕ 

(5) lm. Jaa, | =0, 其 中 a HEMER л, NS X 
中 的 任意 序列 . ШЕ | + | RE x 上 的 一 个 氢 范 数 (duasi-norm )， 
并 称 式 是 - -个 赋 撤 范 线性 空间 (auasj-normed linear space), 

定义 4.2,17 WX E ВН Е]. 如 果 X 是 完备 
B ВИА ЕВ УН л). ,如果 lim П aar {| 0, ЕК = 

+ 135 • 


EX, 便 得 
lim [a — | = 0 

Яр, X У 9889KCFrécher)== BB]. t дЕ yË SK ЗЕ [H] ge 
许 完 备 的 赋 拟 范 线性 空间 . 

例 4.2.18 WX AI ELERTE У 上 的 连续 实 
‘或 复 ) 值 肾 数 构成 的 线性 空间 .对 于 YY 中 的 每 个 紧 集 久 , 令 

prir) = вир: ху) |. v x€ X. 

рк X Бї ОРА s K Ram Y 中 记 有 紧 集 时 ,得 到 的 
六 范 数 族 P 按 定 理 4.2.12 E X ЕТЕ ЕЕ ЕДШ X EA + М 
部 凸 空 间 , 

按照 这 个 拓扑 ,和 PFS eh KAT z. € X ШЗ ДЕ 
Е fE Y (ES TES ЕТА Суз —S S F ДОО. 

定理 4 2.19 Х-ро ХО Бр] 
半 范 数 , 如 果 由 1zj ,按照 定理 4.2. 11 确定 的 拓扑 使 站 成 为 局 


дил ЖЩ, ЖА ЖАТ кє Х,Ф |а = Y Leey, MI 


Пех Бб. 
4.2.20 5 ARAR ОЖ ЕДО Dk a РДЕ ЕН]. 对 
з= 18 ES S 


lal = У 
则 | Æ S 上 的 一 个 拟 范 数 . 
Ё 4.2.271 BE ФО Л + Lebesgue) nf | $, mE <2 
+20. j S 38 E EAS MPE JLS sh ANA BR ВУ ЖЇН ӨГ Ж W 8 k an EB 
=. Т тєв.Ф lel |. Lan s tat 

ERZA, 但 不 是 局 部 凸 空间 . 
ЖУ 42.22 设 区 是 一 个 线性 空间 , [Xi 是 入 的 一 列 线 
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性 子 空间 ,满足 
X C Xr n= |], 2y" 
X= ух, 

УВЕ ХА. ЗЕН. 8 АЯ n.X. ,上 
的 拓 扩 在 六 ,上 的 诱导 后 扑 恰 好 与 X. RAAT A. 

记 络 为 四 中 所 有 中奖 吸 收 的 凸 集 构成 的 集合 族 , 对 每 个 
Є, U (X. É X. 中 的 开 集 (3 一 112,…), WJ 2 其 有 下 列 性 
Ж, 

(OQ) 入 是 EX ТА ЛЕ H N A AR 
GE 

{2) 这 个 折 扑 在 每 个 和 上 的 限制 与 X, ERAH Жз 

《3) 如 果 每 个 X, 是 完备 的 , 则 X 也 大 完备 的 

ЖН. X 为 1 的 严格 归纳 极限 (strict inductive 


limit). 


4.3 有 界线 性 算 子 
4.3.1 定义 与 基本 性 质 


定义 4+3.1 设 XX,Y 基 两 个 线性 空间 .定义 在 关中 的 某 个 集 
合唱 上 ,取信 了 半 Y 了 的 映射 荆 称 为 算 于 loperator). QC X 称 为 了 的 
З (дошат). ГУ ОГОИ ER: | €Y|y=Tzr,z 6 
СТУ ROA T HE range). 记 作 (Т). 

DRAWS T CPC X eY RR T HERE X PH 
个 子 集 ,天 的 值 域 含 于 了 h. 

如 果 对 于 生意 的 zu ri € PCD, A 

Те +a) = Tai + Tr, 

RIPET 是 可 加 的 (sddqditive )， 
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如 果 对 任意 的 z€ ST), 及 任意 的 数 &, 总 有 
Tlax) = «Га, 
WIRT ERREI homogeneous). 
可 加 的 , 章 次 的 算 子 称 汶 线性 算 子 (linear operator), 
7 为 线性 算 子 的 充 要 条 件 是 :对 任意 的 z z, € CT) R IEE 


的 数 e, 8. TT 
Tiea, + Ваз) = fr + ВГ). 
定义 4.3.2 Ü X.Y 是 赋 范 线性 空间 ,分 别 具 有 范 数 


15. XË 
TZD C X — Y 


helsi 
一 个 线性 算 子 , 如 果 人 存在 常数 M ААН У a € CT) ,部 


是 
有 
ITz| Sual zl, 


则 称 了 是 一 个 有 界线 性 算 子 (bounded linear operator). 
设 X, 了 是 眠 范 线性 空间 ,又 设 


定理 4.3.3 
T @ (T) = X = Y, 

基 一 线性 算 子 , 则 : 

(1) 了 为 有 界线 性 算 子 的 充分 必要 条 件 是 :将 文中 的 任意 
ARRERA Y 中 的 有 界 集 . 

(2) 了 有 界 的 充分 必要 条 件 是 :存在 一 个 元 素 x,EXX, 及 某 个 
正 数 ,使 得 

supi || T< |+ le — =l = r) <+ оо, 
定理 4.3.4 Ü XY 为 赋 范 线性 空间 ,又 设 


T.C) = X — Y 


为 线性 算 子 . 如 果 T 在 一 点 连续, 则 了 在 整个 X 上 连续 ， 
事实 上 ,由 于 了 的 线性 ,可 以 不 切 设 T 在 零点 9 连续 , 即 对 任 


意 的 序列 баа ЯЗ іт I z 1 = 0. Ж 
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Te 


lim jTz, TO = Hm [| Тл] = 0. 
B s€ X З ЕО CX iE lim | y— m | =0, 
则 有 lim [| y et | 0, ФЕ, Ф л,= уо ауп 1,2805 
Me ТЕ 0 НЕВА НЕН 


lim || y, — Tes 1 = lim || Tiy, — z) || == 0. 
Т ХЕ хь 处 也 是 连续 的 . 
ТЇШ 4.3.5 W X.,Y,T AEE 4.3.4. T ERARIALE 
RIFET EX 186. 


事实 上 , 若 了 在 零点 09 连续 , 则 对 于 s= 1, ТЕЕ Q. LE 
|= 18, Е | Ta | ›<21. F E supi Ti :| 1-01 =8. } 
Е 1.3.3 HOOT ЖН ЕЙТ. 
KR Z. T ЖОЖ. БП fe E ES M.E ЫР Н ЄХ. 
[Ta у М || хх. ШЕ SBI. RE у | х 
(Trlr МЕ <1 


EE T ХЕ 8 НЕЕ 4.3. 4 (ESU T EET X ЕЕ 


43.2 有 界线 性 算 子 空间 


ЖУ 4.3.6 XY ARAE H. 考虑 由 所 有 的 定义 域 
E= K ТОСУ 的 有 界线 忻 算 于 了 构成 的 集合 se (X. 
了 .对 于 任意 的 了 AECX,Y 了 ) 及 任意 的 数 a 8, 6 

aT, + BT,)z = aTr 1 Pr, Ҹа Є X. 
ПИ X,Y) 成 为 一 个 线性 空间 ， 
又 对 芷 意 的 TE (Х,У), 


Tr i 
21 = supl L2 lr], € X. izl 20.1 
l хх | ! 
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则 这 是 一 个 范 数 , 称 为 了 的 算 子 范 数 .于 是 ОХ DE АЕ 
线性 空间 , 称 为 由 X 到 了 的 有 界线 性 算 子 空间 (space of bounded 
linear operators). 
34 Y=X ZX OREA ХХ). 
容易 验证 ,有 
ITI =вир{ f Tx |; 


тЄХ,{|х[| =1.) 


Sinf(M] | Talr <M |z llx Yz € Х.}, 


定义 43.7 ХУВ, (Т, Х.У] 
m Tese%X ,Y). 如果 
Шъ HT,— T| =o, 
则 称 {7',} 按 算 子 范 数 收敛 于 工 . 
Т JK T ЖОЖ ТР Т, ДЕ X 中 的 任意 有 界 集 
上 ， 


lim {Т„є— Trl = 0 
一 致 成 立 , ИҢ, В ВСА p 5 Sul ik, 
定理 4.3.8 设 和 7,2e(X,7) 同 定义 4.3.6, 如 果 了 是 巴 拿 
赫 (Banach) 空 间 , 则 A(X EEB 9 Я ЗУ 8]. 也 就 是 说 ,如 果 
(X,Y) 中 的 序列 1T,) 守 1 满足 
lm 17, 7,1 = 0, 
MLP FE T€ S(X.Y) E 
üm [T.— T | = 0 
定义 4.3.9 ЖХ НЕ, T m СХ, 
的 一 个 序列 ,如 果 对 每 一 个 zxE 天 ,有 
lim |а Tæ | =0, 


Р ДЕЗ З strong convergence) F T. 记 为 lim sE, 
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=T, Ta, Т. (в 90), 

定理 4.3. 10 8 2 PET F Pl TE КИС ak PI LU HE HH 98 
КАЙ; 2 Д9. 

例 4.3.11 ХУВИА. ЕЙ EX, G Iz= =, 
称 工 为 和 上 的 恒 同 算 子 (identical operator). 显然 ,有 | 了 | =1. 

例 4.3.12 对 任意 /ECL0,1J, 令 


ПАО >л =) 
则 由 定理 2.8. 8, (Ph [0 1 Б—Ю ПИР /. + 
T.f = Pos f € CII, я = 1,2 
+ ЖАТ, СТОЛА AANER AES f. ЗЕНА 
Со. ЕДЕН 8 + r. 
BEE (7, ,并 不 按 算 子 范 数 收效 于 工事 实 上 ,任意 固定 * 
S1 ,构造 [0,1] 上 的 一 个 连续 函数 f, 如 下 : 


"ed EP R= 1,2, 


1, без 
10—10, ге [a] в; 
RERA RE. 
B ATSO N =Р„(@)==0,{Н E 
ITA | -1Р,—/.ї > ejh- 
А 1-1, 


注意 到 | 外 二 1 所 以 
П, S || Z.f — T=1. 
RAT, o PRAT ИЕС СЕ Е АТ Е r. 
例 4.3.13 设 玉 是 定义 在 矩形 Kesh F НГ Ж.И 
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[wayaqa <+ >, 
HERH z€ ladb , 若 令 
уб) = (Tr) e) A коло 


Д € Z ab) ЖН. 


| > 上 < | когаз) Hal. 


因此 了 是 (a,6) 到 自身 的 一 个 有 界线 性 算 子 . 这 个 算 子 称 为 积 
分 算 子 Cintergral operator), 函数 К 称 为 算 子 了 的 积分 核 (kernel 
of integral), 

例 4.3.14 i X=C[0,2x]. + 


iTo a) = dao, 
则 并 是 一 个 线性 算 子 , 它 的 定义 域 是 Co, а ] ИЕ АЖ £ S 
导数 的 函数 构成 的 子 空间 . AT T 称 为 微分 算 子 (derivative oper- 
aton. 算 子 了 是 无 界 的 ,例如 令 r, (r) = sinn (н 1,2,9.) 
W л. —1.14Ж | Тл, | = шах ncost| =n. 

定理 4.3.15 Ж XY 都 是 已 拿 赫 空 间 , 则 LCX Y) {ЕЙ TIR 

收 笋 意义 下 是 完备 的 . 即 车 LOA АЛЕТ Та 
lim Tre —T,z || = 0, V z: € X. 
则 必 存 在 Te L(X.Y ,使 得 
Jim J Tzr| =0, Vx €X. 
并 且 还 有 
ITI < limiti, 0, 

Ж 4.3.16 Х.У та а], (Tha LALY) 
HAER. НТ, АСР ТЕ Х.Р 
VERTE: 
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《1) supi IT. | +оо; 
《2) FEX PIRENA E ERRA >€ E, lim Taz 在 
在 . 


4.3.3 算 子 莱 法 与 逆 算 子 


定义 4.3.17 É X,Y,Z M EW EE B|. (Х.У), 
Ses(Y,Z). W| T tz S {ДЯ ST (multiplication) É S€ (X ,7F) 中 
的 元 素 ,使 得 

(ST)x = S(T+), V z € x. 

定理 4.3.18 ATREA TIEA: 

《1) Ë XY, ZW 部 是 赋 范 线性 空间 ,了 TEX,Y) SE 
se(Y ,Z>, R€ (ZW). ШЕ 

RST = R(ST) = (ROT. 
D ETT ELAY SEZ (Y Z), WJ 
SO HTO = ST, + ST',. 
(3) # T€ S(X ,Y),S I. ELY , Wr 
(CS + SIT = ST + 5,1, 
G) 车 TESACX,Y),SECY,Z), 则 对 任意 的 数 a,8. 有 
SKAT) = (ай)5Т, 
(5) ETEA, Y) SELOY, Z) W 
ISTI = {5 PEI. 

定义 4.3.19 Ш ХУАНЕ рТ, СХЕ 
ТТ = Т.Т ЕКТ 5 T7, 是 可 交换 的 (comutative )， 

定义 43.20 设 X 为 赋 范 线性 空间 ,对 任意 的 个 E (X, 
规定 T= 了 T=T ,T=T + Tn=1,2,.. ). 

ЖХ 4.3.21 RX ERRARE TEX ,如 果 了 是 
FSX P AMRA- ET AF T TEE. 0р 
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TOEL), ШЕТ RARMAN (bounded invertible). 
定理 4.3.22 设 X 为 赋 范 线性 空间 ,TE СХ). 如 果 存 在 5 
EY(X), 使 得 对 所 有 的 xEX, 有 
TSx = STz = х, 
шт р.н T =S. 
ЖЕЙ 4.3.23 设 及 为 赋 范 线性 空间 ,TE (ХИМ | T | 


аон DT RATEM n+ BS, a 


YT 按 算 子 范 数 收 多 于 菜 个 SE S00. ANAFU -DAR 
ен 


ус - 1 
= Тул =S, | =< А 
Ч ) S- түт] 


定理 4.3.24 设 X 为 赋 范 线性 空间 ,TE se(X), 设 TT 有 界 
її, {ЕИ E | S I < П Ses X), T+S 也 是 
жнр, HE 

THS = ST SPT, 


М=г] 


4.4 连续 线性 泛 函 
4.4.1 基本 概念 与 性 质 


ЖУ 4.41 EXER К 上 的 赋 范 线性 空间 . 定义 
在 六 上 而 取 值 于 K 的 算 子 称 为 泛 函 (funetional). Ek, EE X 
上 而 取 值 于 兵 的 有 曾 线 性 算 子 就 称 为 有 界线 性 泛 函 ,或 连续 线性 
5 68 (continuous linear functional). ШН ЕШ ЛЫ ЕЕ 
Г.в 等 表示 . 
对 于 每 个 连续 线性 斌 函 7.9 
*144 ° 


LFI = sopi r€ X,| =! #0.) 


EZE 

则 于 上 的 所 有 连续 线性 泛 函 构成 一 个 研 范 线性 空间 ,这 是 有 界线 
性 算 子 空间 的 一 个 特殊 情形 ， 

ВРА К 本 身 是 一 个 巴 拿 赫 空间 ,所 以 ,x 上 所 有 连续 线 
性 泛 冰 构成 的 赋 范 线性 空间 是 一 个 巴 拿 赫 空间 , 称 这 个 空间 为 
ВУЗ 5 Е] <сопјиқаге space) , 记 为 叉 ". 有 些 文献 也 称臣 ' 为 对 偶 
Жз [8] (dual space) 或 伴随 空间 (adjoint space). 

定义 4.4.2 设 外 是 一 个 线性 空间 ,P 是 定义 在 入 上 的 一 个 
KERA WE TIR: 

(1) ЗЕЯ х,у XA 

Р(х + y) < Р(х) + Piy), 

这 个 性 质 称 为 次 可 加 性 (subadditivity)， 

(2) 对 任意 的 zEX 及 非 负数 ,有 

Piar) = aP (z), 

Mp p Æ Х Бу 55 8 (сопуех functional). 

定理 4 4. 3 ( 汉 恩 - 巴 拿 赫 定 理 ) 设 久 是 一 个 实 线性 空间 ,PP 
是 蕊 上 的 一 个 凸 泛 函 ,7 是 的 一 个 线性 子 空间 . 如 果 在 上 上 有 
е Л.а 

Ро) р), уос, 

ПРЕ ХВЕ В 上 ,满足 ， 

(1) Ло) = 00), V o€ v. 

(2) Уб) р(х), V z€ X. 

RTEKA AAIE = [E] E 8 E-E G $k (Hahn Banach) 
定理 . 

定理 4.4.3 有 了 明显 的 几何 意义 ( 见 图 4.1). 设 X=R',V=R!， 
X E P £ R: 上 的 一 个 凸 证 函 , 其 图 象 众 好 是 以 原点 为 顶点 的 凸 
锥 面 . ELER LPEE 广 , 其 图 象 是 (wz) 平 面 上 的 一 条 
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ЖЖ ЛИЙ Lš B: Bd E EB Ж PF i: ЖЕСЕК Роа E TA. 定理 
ARRI ВЕЕ Tit PA ВОР 60 8 ie Pr 2910 
同时 又 完全 位 于 锥 面 的 下 方 . 


图 4.1 


定理 4.4.4 设 和 是 复线 性 空间 ,已 是 和 上 的 一 个 半 范 数 ,Y 
基 六 的 一 个 线性 子 空间 , 义 设 在 VF 上 定义 了 一 个 线性 证 函 让, 满 
Ж 

а= РО), YuEV, 

则 存在 一 个 下 .上 的 线性 泛 函 УЕЛ. 

(D а= 00), Yver, 

(2) FDSP V z€ X. 

这 个 定理 称 为 复线 性 空间 上 的 汉 恩 - 巴 拿 灰 定理 . 

定理 4.4.5 设 久 为 ( 实 或 复 ) 赋 范 线性 空间 ,V 是 多 的 一 个 
线性 子 空间 , 疡 是 Y 上 的 一 个 连续 线性 泛 函 . 则 存在 X 上 的 连续 
REZA У, ЕДЕ 
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(D J= lr), V uEV. 

D лП = | Av. 

其 中 | Л» 表示 .作为 VY 上 的 连续 线性 沁 函 所 具有 的 范 
W. 

这 个 定理 表明 ,在 赋 范 线性 空间 上 ,定义 在 一 个 子 空 间 上 的 连 
续 线 性 泛 通 可 以 保 范 延 折 到 整个 室 间 上 去 . 

定理 4.4.6 БХМ, ЄХ 为 任 一 元 素 , 则 存 
在 和 上 的 连续 线性 省 范 f. EB Г =l aD ас (|. 

这 个 定理 可 以 换 一 种 叙述 形式 :对 任意 的 非 零 元 z, € X. FE 
EX ,满足 Гоо) 1. ЖАДА = |= 1 '. 

定理 4. 4.6 AA IE WU 22 А LFE ДЕ Ж EaR 
性 泛 函 ,可 以 “分离 "任意 不 同 的 元 素 , 即 若 roye 于 ,x 关 y, 则 存在 
f€ X" ,使 SNAS Су). 

定理 4.4.7 ХЕШАТ. УЕ X 的 一 个 线性 予 空 
Hr EX 为 一 元 案 . 如 果 


d = dla, V) А infi jz vll vE У. ро, 
则 存在 fe x ,满足 
IFL =. feo = 上 


并 且 对 于 所 有 的 wvEV ,有 0) 0. 

这 个 定理 也 可 以 换 一 种 叙述 方式 :存在 AEX" ,使 f=1， 
Fd =d. 并且 对 所 有 的 vEV, 有 (vy) 二 0. 

EH 4.4.8 V ERER AX йу 122 18], ГУ E 
X PRENTI Е EEEX ШЖ РЕ V 
EERE, RS- Х EKRA My z€ X. 4 /(т)—0. 

定理 4.4.9 Herrie ЖЕКЕЙ ЕЕ ЕН X 中 的 二 个 已 知 元 
素 , 则 对 任意 的 z€ X. 
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mini læ = ЭТ aa 为 任意 数 | 
= supi foD F € X', || Z | = 1, (e) = = f(e,) = 0.7 
„ЕЛЕЙ. ДЕ X E A ЧОЕ E Б} Tk 3 JE gaz ll 
于 "上 的 -个 求 极 值 的 问题 . 


4.4. 2 连续 线性 泛 函 的 一 般 形 式 


定义 4.4.10 XY 是 两 个 赋 范 线性 空间 ,又 设 丁 是 一 个 
定义 域 ZT) = X, E R =Y 的 一 一 对 应 的 线性 算 子 , 列 称 
T E X a| Y 的 一 个 同 构 映射 (isomorphic mapping). 如 果 对 于 任 
EH +€ X. Te у= zlx 由 称 7 是 一 个 等 距 的 同 构 映 
射 (isometrically isomorphic mapping). 这 时 我 们 称 苹 与 Y 互相 
{等 距 ) 同 构 . 

定理 4.4.11 іре Боо, tasb) 是 一 个 任意 的 (有 限 或 无 
限 的 ?区 闻 . 则 对 于 Са ,人 上 的 任 一 个 连续 线性 旗 国 /, 必 存在 唯 
2+1=1. 

Ta) = Í zudm, Y r€ Le(a,5). 


ш) 


一 的 一 个 wE€ LCa,5) 


并 且 有 
| ИЮЛЕ 
ЖАНИ S S HAYO ARE u 作为 Ita, 
中 元 素 的 g- 范 数 . 


DERRE La bD "中 的 每 个 元 素 了 都 对 应 唯一 的 一 个 

u € L lab). 显然 ,不 同 的 了 对 应 不 同 的 ,并 且 这 个 对 应 关系 保 

持 范 数 不 变 . 另外 ,车 f, f. 分 别 对 应 于 wi,wz: 则 对 于 任意 的 数 a, 

0.328 еў, +B, ЗУ Р ан, + Биз. 也 就 是 说 ,这 个 对 应 关系 

是 线性 的 . 因此 ,17 Са, Б)" Бу 17(a, 训 是 互相 等 帕 同 构 的 .在 这 个 
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意义 之 下 ,可 认定 Llah) = lab). 
定理 4.4. 12 设 l1<p< oo, ВРЕДЕ 
> |£ 2 <—+ so, 
的 ( 实 或 复 ) 数 列 人 6 J WR RE КЕ 间 ,对 每 个 这 样 的 数列 
r (аа 它 的 范 数 是 


人 zl = (У)? 


wae =r, 工 十 圭一 |， 
P 9 


也 就 是 说 ,对 于 每 个 FE GP ,存在 瞧 一 的 > 一 人 人 全 ER 使 
得 对 任意 的 元 素 r= 12.12 f 
IOD = Slam, 
并 且 Е 
Пыр 
反之 ,由 任意 的 y= п Є С) Yan н 6 


确定 了 -AP ERRAZA /. 
定理 4.4.13 对 于 性 意 的 区 间 (a.8), 有 La,5)' =L" la, 
b). HP Liab) H Cadd E B ET A W DL A EJ СНАУ E E 
ZEL” Ca by] ТН R E PL P| W] A Sk nh pi E ЖА ЖЕЕ]. 
定理 4.4.14 人 六 一 六 ,也 就 是 说 ,对 于 任意 的 一 -个 二 上 的 
连续 线性 证 函 f, 存 在 唯一 的 y 生 人 (也 和 GE 使 得 对 于 任意 的 > 
ERIN HARE] 


fa = > Ë n... 
并 且 


IfI =вир[,|. 
ЕЕ 4.415 XF С[а,5 | ЕЕ ТЕ {ЕРУ Г.Е 
[as8] 上 的 有 和 界 变 其 函数 六 ,使 得 对 所 有 z€ Cla 5], H 
fu) = [75860 


并 且 
IFI оо, 


定理 4.4.16 it X ER RIGT Hilbert) = 10, Я, 
(1) AFX 上 上 的 每 个 连续 线性 话 函 f, 存 在 唯一 的 元 素 uE 


XERRA ЄХ. 
Рх) = (x,u) 
并 且 
ША = Ie ll z. 
(2) R ¿€ 为 任 一 元 素 , 则 由 
f (z) = (х.ни) 


确定 了 X Б ТАНЕВ f. EB |Z] = lal x. 
AWEH AX 与 天 之 间 确 定 了 一 个 保 范 ( 因 而 等 距 ) 的 对 应 . 
这 个 对 应 满足 
(1) EZA Aosa ЭЭА ЛЕ Ж uou MD 六 十 疡 对 应 于 u, 
十 as- 


(2) RIZR J RETTER w, 则 对 于 任意 的 数 "证 函 a f 对 应 


аи. 

ЖС ИСУ ЕВА НЕА conjugate linear). 也 就 是 说 ， 
EX ЫХ, мт ООЗЕ ЗЕЕ КЕЧ ЛУ Ж. 在 
这 个 意义 下 ,我 们 认定 X =X. 3 X Аа, X 
的 对 应 甘 系 是 一 个 真正 的 线性 同 构 . 

定理 4. 4. 16 称 为 里 斯 表现 定理 (Riesz representation theo- 
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rem). 
44.3 ПЛЕШЕ 


EN 4.4.17 ХЕ TRETZE. E X 上 的 一 个 实 值 
BEA IER Ж .Х 中 的 集合 Д, Са) ё Є X| aSa. 
称 为 区 中 的 一 个 超 平面 (hyperplan)， 

定义 4.4.18 设 44,B8 是 局 部 眶 空间 久 中 两 个 任意 的 集合 ， 
如 果 存 在 下 上 的 连续 线性 泛 画 六 及 实数 <, 使 得 

fr) <a, YrEA, 
FN Za, үтєВ, 
MEFE La) 分 离 (separate)4 у В. 
WENE 
Кх) < а, V z€ А, 
xz) > a, V z€ В, 
则 称 超 平 面 LORE (strictly separare) A 与 В. 

ЯП Ж fr fE F Ж e, 1% 

Ға) < a, y z€ A, 
Їх) De 二 ce， V x€). 
则 称 超 平面 上 Ce) 强 分 离 (strong separato A 与 B. 

定理 4.4.19 设 丘 是 一 个 局 部 凸 空 间 ,4 5 B E X EHR 
个 非 空 凸 集 ,那么 

D 共 4, 召 中 至 少 有 一 个 有 内 点 (例如 其 中 之 一 为 开 集 ), 则 
有 超 平面 分 离 A,B. 

(2) # 4A,8 都 是 开 集 , 则 存在 超 平 而 严格 分 离 A.B. 

А,В 是 闭 集 , 则 存在 超 平面 强 分 离 A.B. 


45 有 界线 性 算 子 的 基本 定理 


定义 4.5.1 V X,Y MT BG T 是 定义 在 无 上 而 取 值 于 
Y 的 一 个 映射 , 如 果 对 每 个 yE (гэ, Мз СГ). 
E Tz 一 ,由 称 了 是 一 个 单 射 (injective); 如 果 对 任意 的 yEY, 至 
少 存在 一 个 zxE 多 (T) ,使 Try 即 灾 (人 T)= 了 , 则 称 工 是 一 个 满 
射 (surjective ). 

定义 4.5.2 设 故 站 是 两 个 拓扑 空间 ,了 是 定义 在 ITS 
X. 取 值 于 了 的 一 个 映射 . 如 时 了 将 互 中 的 任意 开 集 映 为 了 中 的 
ЗЕ ДК Т 为 开 映 射 (open mapping). 

定理 4.5.3 W Х,У 是 两 个 巴 拿 赫 空间 ,是 2 Cry= x 到 
Y 的 一 个 有 界线 性 算 子 ,如 果 了 是 一 个 满 射 , 则 了 是 一 个 开 映 射 ， 

这 个 定理 称 为 开 映 射 定理 (open mapping theorem). 

定理 4.5.4 XY EPI E ФА TC Sse(X.Y). 如 果 
T 既是 单 射 ,又 是 满 射 , 则 工 EY, 

这 个 定理 称 为 巴 合 赫 道 算 子 定理 (Banach inverse operator 
theorem). 

定义 455 设 X 了 是 两 个 赋 范 线性 空间 ,7 是 定义 在 
@(T)CX.WIš T Y 的 一 个 映射 , 则 称 卫 xY¥ 中 的 集合 {x,y)| 
(z,y)€ XXY,z€ @(T),y=Tx. H T HAR graph iA G 
(Т). 

ЖХ 4.5.6 iW X,Y JP АЕН), N X ху 也 是 一 
TREEREN. 设 了 是 一 个 ZCX 到 YY 的 线性 算 子 ,如 果 
T HRE GTE XXY 中 的 一 个 闭 集 , 则 称 了 为 用 算 子 (closed 
Operator). 

定理 4.5.7 Х,У 是 赋 范 线性 空间 ,了 : PCOCX—>Y 是 
一 个 线性 算 子 , 则 了 为 闭 算 了 的 充分 必要 条 件 是 :对 于 (Тр 
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AEREI an E RE СХ yE YARI lim | z,—z | = 
0, dim Tey 1 S0 MBA rE PHE Trsy. 

E458 1 X.Y 是 两 个 巴 拿 赫 空间 ,7 是 ATS X 2 
ҮЙ CREAT IRT ÆG MT EE RH. 

这 个 定理 称 为 闭 图 象 定理 (elosed graph theorem). 

定理 4.5.9 19 Х.У 是 巴 拿 赫 空间 , 则 

{1) ETEL, Y), W T ЮЖ. 

D Я T. DCT)C X Y ЕТ, T EEM 
TOERIT. 

例 4.5.19 ЖЕНИЛ 

S| ao ieo] +9020) = уй), Ol 


х(0) = x'(0) = 0. 
其 中 户 在 [0,1] 上 具有 和 连续 的 一 哈 导 数 , 并 且 满 足 pu), (0; 
SL € C[0,1]. 在 常 微分 方程 理论 中 已 经 知道 ,对 任意 的 在 
[9,1] 上 连续 的 函数 ,这 个 方程 有 唯一 的 解 .下面 证 明 方程 的 
解 对 右 端的 连续 依赖 性 ， 
用 CL0,1j 央 示 所 有 的 在 [6,1] 上 连续 可 微 的 琴 数 构成 的 线 
性 空间 ,对 其 中 每 个 函数 z, 令 上 z l = тах lr | +max|z'G) 1, 
则 CiL0,1] 移 成 一 个 巴 拿 赫 空间 . 又 令 
C0,1]= (= € C70,1] 


则 GL0,1J 是 C50,1] 的 一 个 闭 子 空间 ,因而 其 本 身 也 基 一 个 巴 合 
AER. 
对 于 每 个 z€C)0,11, S 


200) = z'(0) = 0.) 


Tra) = 2 PG) йо) алт) 


Т СО, ЈГ СТО, ЈАВЕ. 由 于 上 述 微 分 方程 


对 所 有 的 y€CL9,1] 都 存在 唯一 解 , 所 以 了 存在, 并 有 是 定义 在 
整个 CL0,;1] 上 的 阅 线 性 算 子 . HAARE TEE RREH 
f. 因此 , 当 微 分 方程 的 右 端 y 有 一 个 增 量 Лу, ЮЕ Ar 
WE Ari & | Тт! || Ay 上 ,这 就 是 说 ,微分 方程 的 解 关于 右 
端 项 是 连续 依赖 的 . 

定理 4.5.11 ХАНЕ А.У 是 赋 范 线性 空间 ， 


О 人 (X,Y) 中 的 一 列 有 界线 性 算 子 , ШАК ЄХ, 
有 

sup | T, z| < 十 =， 
出 


sup WT, | < с. 
这 个 定理 称 为 一 致 有 界 原理 (uniform boundedness principle) ,也 
HARGER resonance theorem). 

4.5.12 傅 里 叶 级 数 的 发 散 问 题 ;对 于 R! 中 的 任意 一 点 
,是否 存在 一 个 以 2т 为 周期 的 连续 函数 >, 使 得 z 的 傅 里 时 级 数 
Ern ЖИ? 为 了 型 清 这 个 问题 ,数学 家 们 和 曾经 付出 了 很 大 的 努力 ， 
但 是 ,应 用 共鸣 定理 可 以 很 容易 地 解决 这 个 问题 . 

E ” 记 Ci 为 定义 在 R 上 的 所 有 以 2x 为 周期 的 连续 函数 构 
成 的 巴 拿 赫 空间 ,其 中 的 范 数 规定 为 

lz] = _ max 01. V z€ С 

т телен» 

х) ~= z + > (а,совЁ? + bsinkt), 

其 中 


а = 1f zcosktdt, k= 0,1,2, 


b = if zsinkidt, k= 1,2, 
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F 面 用 共鸣 定理 证 明 ; 对 十 任意 一 点 ER, 存 在 z€ C... A 
19 т ИНДЕ {ЕН 发 散 . 
к ЖК ИЕ. Е = 0 АРЕН >C C, E 


Аа) = + Ма 
#=1 


iilos | 
-if [+ + Z eoste |= (az 
1" sin| a + ти 
| т — Ldr, n= le 
74-а 251т\ > 


ШҮ Лы Ca БАО — ИЕА ЕА. ER 


ir sn|# + +] 
1,1 = 去 | -F dt =+ со, (m > ос), 


1 sin rü 


由 共鸣 定理 知 , 至 少 存在 -一 个 z € Co, 使 得 sup |S Сла? | = 
+00. 8] 


[$+ ај 
= i 


а 


于 是 级 数 F + У) laost + ising) = э + Уа а BI x。 
的 全 里 叶 级 数 在 点 :一 0 发 散 . 


4.6 ” 共 轿 空间 与 共 轿 算 子 
4.6. 1 кат Ж 


ЖХ 4.6.1 设 玉 是 赋 范 线性 空间 , 1x) 是 XX 中 的 一 列 元 
Fon EX MRY A f€ X' ,都 有 
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lim fr) = (ху), 


ЖЕРЕ т„ РАВА weakly converge) F хо. ro 902.) 6988 
ЖАБЕ , 记 为 w— lim z,= xo, 

ЖЕ А.б. BRAA TIER: 

CO СВО e И ДЕНЕ + 

Етра 

《3) НЕЛЕ О) BRAF жи, ДОЛЕ Я a 
zo Bj ЯНЕ АЗУ. 

1463 {ЕГ фа 8 (z. HP 

жу = (1,.0,0,-:), xz, = (0,],0,+е), з, 
а, =(0,--0,1,0. 00, 

MERRE v lim z, 68. Өй РНЕ ЛЯ. 但 是 由 于 
1 х, || =1,‹я=1.2,--). т, РЛС 0. 

ЖУ 4.6.4 ИХЕ, {Ahad X EIE 
BREZA, SEX. 如 果 对 每 个 zEX, 都 有 

dim yz = fitr). 
RRE A С. 88" 9 weak” converg) F Sfo 这 时 称 /6 为 
ЖАРЫ ARR , 32 5 
ш" lim f, = fo 

定理 4.6.5 P KARA TIHE: 

D) 弱 * 收 敏 的 极限 是 唯 -的 ; 

D ШЖ ВНЕСЕ EX Др а" 
KAF ;但 道 命题 不 成 立 ; 

O B 收敛 的 序列 必 有 田 ， 

B 收 化 的 序列 不 一 定 按 范 数 收 合 . 在 例 4. 6. 4 rh, (z, F| 
以 掉 作 空间 /上 的 一 列 鹿 纺 线性 到 画 , В w — lim хр B 
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是 这 列 证 函 并 不 是 按 范 数 收 伍 的 序列 ， 

定理 4.6.6 W X ЕЖЕН, ҮЛ, C K' , 则 存在 £ € 
ХОН w 一 lim f, = f 81 35 35 ЕЕ F 3) — ñr gl Bl pt ЛА 
М. 

(1) sup || Z. | <+; 

《2) 存在 X 中 的 一 个 稠 集 , 使 得 对 每 个 xEE, 有 lim Aa 
存在 . 


462 АБЕ Жж] 


定义 4.6.7 ХЫР, Е ЗЕЕ E 
И ЕА ЕО AXU RR 
ADAR A Ха еа]. Ин НЕ S Sp 


m X JAE о ДАХ. 

ЖХ 4.6.8 Ü ХЕ а, AC X 为 一 集合 .如 果 在 
А ФТОР TA e ha PERTE ale kp T. Ei ДЦ 
HÈS 4 ERARI sequential weak compact). 

LE BCX' 5 — RE METRE d) fE — F 2 32 EA 
СР RARESA rakiy F РЕР, MER 8 是 弱 ' 列 紧 的 (se- 
quential weak” compact). 

定理 4.6.9 ХУНИАС Н БН}, ДПЕ A [B] 
Хон {ЕН ЖЖ ДЕЙ, PRA. 

EX 46.10 ХАНЕ Ч], z 为 和 中 的 任意 确定 
ВЖ. 对 任意 的 fe x' , 令 

ЕР = fO, 
ШЕ ЕХ" 上 的 一 个 连续 线性 应 函 , 若 记 
F. = Дх, 
则 v E — + X E| X" ORA k FPR Еу ЕНИКИ 
+ 157* 


r€ X,# 

П 1 = |z] >- 
AERA УУ F. X PIR JX o X p-ti F 2213]. £ B. 7 
ахх АНЕ. 在 这 个 意义 下 ,也 可 以 认 
HIX=X. WI 为 自然 映射 Cnatural mapping). 

一 般 情况 十 ХСХ АЛХ ХХА 
(reflexive) 赋 范 线性 空间 . 由 于 天 ”一 定 是 巴 拿 赤 空间 ,因此 , 自 
反 的 赋 范 线性 空间 一 定 是 巴 拿 赫 空间 , AX 自 反 时 ,也 可 以 认为 
X =X 4. 2). 


图 4.2 


en Z ab) A>) Ср) 8 自 友 的 巴 
З В], L (a b) F а,Ь Г" R Са, ЗЕН Б. 

FERRARE X EAMH X X. NTI E H Е 
的 . 

定理 4. 6.12 ХЕ ат н озар X 
是 可 分 的 , 则 天 也 是 可 分 的 . 

例 4.6.13 设 (a,5) 为 任意 区 间 , 则 Liab) EEJ Ar y E ik 
空间 . {Ч ЖЕЕ АДАШ RE L= (a,5) 不 是 可 分 的 . 

定理 4.6, 14 芳 巴 拿 赫 空 间 忒 是 自 反 的 , 则 总 的 任意 亲子 
室 闻 也 是 自 反 的 ， 
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定理 4.6.15 Ë X E—4- E EAEN. ШТЕР dai АН 
等 价 : 

(D X EHEM: 

(2) X 中 的 任意 有 界 集 是 弱 列 紧 的 . 
4.6.3 KAF 

ЖУ 4.6.16 XY АЕ, ТЕХ, у). 对 任 


意 的 gEY' ,由 式 
FOD = gTa), V <€ X. 


唯一 地 确定 了 一 个 了 EX 10k f= T' g. WET € (Y°, 
XOTA T HHM F conjugate operator). 


CT C 


1% 

ЖИ 4 6.17 3ИШЕТРТННШТИШ. 

(Q) #TesSse(X,Y).J| T' ELY XOKI | =. 
ITIL 

D 车 人 ,TE Х,У) a. ВЕН, M aT, +T 
=at; +T. 

《3) Ж Х,Ү,7 ARREZ], T E AAY T ELY, 
ZI WTD ST TIELA,’ 

СТЕ ХУН T ELY. X ШГ FEA 
(туту. 
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OTOA B T EX EAMT EX БИЙ 
HETH 

EN 4.6.18 EXETER EH, FEX =X R 
T€ (XX), 对 每 个 确定 的 y € X , Hü 

fiz) = (Try) V х € X. 
确定 一 个 筷 上 的 连续 线性 泛 函 /由 定理 4 4. 16, 存 在 唯一 地 zx 所 
多 .使 得 
Fix) = (тәш), Y r€ X. 
其 中 是 由 3 人 礁 一 确定 的 ,所 以 记 
и = Ту, 

TEX БЕА, P T” Б T ARAY adjoint opera- 
tor). 

定理 4.6. 19 伴随 算 子 有 下 列 性 质 ， 

()##Tes(Xy,W r€ se(X),H Т I = TI. 

(2) ETOT EZ a, p 为 任意 的 数 , 则 (aT 十 B72)' 一 
ат! +ВТ!. 

D # Te S(xX) , 则 Tr=T. 

(4) ## T€ s€(X),T-'€ ХУ, ШТО FE FATO ` 
=(T-'y. 

当 关 为 希 尔 伯 特 空间 ,TE (XD) 时 ,了 T HRAT EES 
子 只 有 形式 上 的 差别 而 无 实质 的 不 同 . 在 今后 , 仍 用 了 ' 而 不 是 4" 
表示 的 伴随 算 子 ， 

例 4.6.20 18 Х=/2а,Б),ТЄ (Хх) FRE: 

(Тт) = [Kedros ухе Х 


其 中 天 是 矩形 ASGD [аера аЬ.) БАЗЕ uj #t n 
数 . W) T И eS T' EtX) 由 下 式 确定 : 
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(т^ ур) = Гксоуоф, yv x€ X. 
而 个 的 伴随 算 子 由 下 式 确 定 : 
"h 
IPye = J Колу) V y€ X. 


4.64 无 界 算 子 的 伴随 算 子 


Ж ХУ 4.6.21 RX DARRAREN, T 是 定义 在 外 的 某 个 
FARETE тә ЕНЕР ХАТТЕ. 任 取 yC X, H 
式 

fG)= (Trsy), Yre) 
确定 了 线性 子 空间 史 (7) 的 -个 线性 证 冰 . 但 由 于 了 不 是 有 界 算 
子 , 故 这 个 线性 泛 函 -- 般 不 是 连续 的 . 

如 打 对 某 个 yE 和 ,由 上 式 确定 的 上 是 多 (7 ) 上 的 一 个 连续 线 
性 泛 函 : 则 由 汉 恩 - 巴 拿 幸 定理 ,可 以 将 f 连续 地 延 拓 到 整个 X 上 
ERA X БЛЭР. HFA X ART 
Æ ТИЕ Е — В. {еШ E B k ELE ЖЕ, PEEK у € 
Х.д 


(Tz,y) = wy) WV > € (Т). 
FF > REI у 唯一 确定 的 ,所 以 可 表示 为 
у= Ty. 
称 了 为 了 的 伴随 算 子 . 一 般 情形 ,六 的 定义 域 纪 (7" ) 不 是 整个 
XE Х Ву КЕ 8. ZOS, р EXA 
#Є СТ), E T '0=20. 

УХ 4.6.22 设 7 了 7; 分 别 是 定义 在 希 尔 伯 特 空间 X 中 的 
线性 子 空间 0) СТ E WI {Н F X 中 的 线性 算 子 . 如 果 它 
们 的 定义 域 满足 

PATO © ФО), 
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并 和 对 任意 的 xzE 绽 (TI)， 有 
Т.х = Түт, 
ДЕ ТСТ. 

ЖЕШ 4.6.25 伴随 算 子 有 下 列 性 质 : 

(1) (aT) =еТ* ,其 中 a 为 任意 复数 ; 

(2) (Т,+Т,' ӘТ? +T; 

(3) TTO DTi TY; 

(4) ETET oM Ti DTi. 

EHE 4.6.24 设 人 是 定义 在 希 尔 伯 特 空间 的 线性 子 空间 
SC) L. BOB F X 的 线性 算 子 . ШЕТ HEART T FE. W 
T VARAT. 

ЖУ 4.6.25 设 避 为 希 尔 伯 特 空间 ,T,,T: 是 定义 在 其 定义 
域 上 而 取 值 于 X 的 线性 算 子 , 如 果 TOT: ШК T, E T, 的 一 个 
扩张 (extension)* 如 果 了 , 还 是 闭 算 子 , 则 称 了 : 是 全 的 一 个 闭 扩 
šK (closed extension). 

设 T, 是 了 的 一 个 闭 扩张 ,如 果 对 于 人 的 每 个 闭 扩 张 了 了, 都 
# T, T, MJ T: Æ T. É) ЖЛ BJ i 36 (minimal closed 
extension). 

定理 4.6.26 设 XX 为 希 尔 伯 特 室 间 ,T 是 定义 在 ZMS 
XREF X HRERT AMEX HAE, TET FE mE 
PTEE ХОЧИ. ТЕАТ ТЕ. А 
了 “是 了 的 最 小 闭 扩张 ,如 果 了 是 闭 算 子 , 则 了 =T. 

例 4.6.27 ЕХ 200.12, TOWO =r (O. ҖЕН СГ) = 
(ELO, Dje 在 [0,1] 上 绝对 连续 ,x'E Li(0,1), 并 满足 200) 
=X{1)=0.} 

Жтт. 

8 ТЕЧАТ. НЕЖИН rye AT, A 
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(Try) = Gr Ty) = J + хум = [y] | = 0 

其 次 ,7 AHAT 这 是 因为 ,对 于 (ТУ ERF A 
(а ЙДЕ; L O DPHE nre L O DA Tamia 
—y€ ZA0,1), 则 在 逐 点 收 化 的 意义 下 有 

т) = сое f yar, yee [0,1], 
ГА р 
这 义 推出 
ir) = ЕС уке 10,1]. 


уб) = iz! (0). YE [0,1]. 
或 者 


y 
由 定理 4. 5.7,T 是 闭 算 子 ， 
现在 求 工 .假设 对 某 个 yE 世 
了 (0,1) ,满足 
(х,у) 一 Cry 
用 = 表示 > 的 原 精 数 , 则 由 分 部 积分 法 并 利用 上 式 可 以 得 到 


|0 id=0 VY z€ SC. 


Tz, 
再 由 定理 4. 5. 26, 知 下 和 一 全 
EL(0,1), 可 以 确定 у" € 


HERRIN EIDE R ERN oyi E 
[0,1] 上 几乎 处 处 等 于 某 个 常数 . 这 个 条 秆 的 充分 性 是 豆 然 的 ,下 

取 ELD ,使 得 在 (011) 上 几乎 处 处 成 立 着 x =) 
一 其 中 < 一 fear, Ma € ATHE 

Г lu) — сах = то = с] — [коё + cc 
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= [ио 90а = рау + ujar = o 
; 


这 说 明 
о) = 6, a.e., 
即 
yG) +1000) =e, tE (0,1). 
或 者 


ус) Бу 0) = 0, Є (0,1). 
AHH y Ero DAH 
yG) = TH = iy GD. 
ЕЕ, ZT O= {yE L2(0,1)|y 绝对 连续 ,y ELO, 1). }3Ё 
BT'y=iy. 


47 各 类 算 子 
471 酉 莫 子 与 正规 算 子 


定义 4.7.1 设 和 Y 为 希 尔 伯 特 空间 ,DE se(X,Y), mR 
U"U=Jx(X 上 的 恒 同 算 子 ) 并 且 UU'* = nO БЕНЯ), 
WU AAAF unitary operator). 

E 4.7.2 H XY ARMAR REUEL KY) MFA 
命题 等 价 : 

OOU 是 西 算 子 ; 

C2) U 的 值 域 至) 一 >, 并 且 对 任意 的 ror EX, A Un, 
Ох) = (1.25) 

G) U Ж X #J Y 的 等 距 映 射 , 即 对 任意 的 zi, z, € X, # 
Uz Uz, |Ë = аа |. 

定义 4.7.3 ХУЛ, ТХ) ТТ = 
T*T,WW T HERM (normal operator). 
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定理 4.7.4 设 XX 为 希 尔 伯 特 空间 ,TE Р(Х), F ЖЕЙ 
Fih: 

《1) T 为 正规 算 子 . 

(2) 对 任意 的 z€ X, A lT zl = W Tell. 


4.7.2 自 伴 算 子 


定义 4.7.5 设 天 为 希 尔 伯 特 空间 ,了 是 定义 在 2(T)C X 
TREF X HREF. T 存在 . WERTET , 则 称 了 为 对 称 算 
F (symmetrie operator); WE Т" =T, W| # T 为 自 伴 算 子 (self- 
adjoint operator). 

例 4.7.6 E 4.6.20 F ШЖ А КЕШ 

Кз) = K(z.s), ae., 
则 了 是 有 界 自 伴 算 子 ， 

定理 4.7.7 ÆT HEBERT UT =T. 

定理 4.7,8 若 开 自 伴 , 则 了 为 对 称 算 子 ; 若 了 为 有 界线 性 
算 子 , 则 了 自 伴 的 充 要 条 件 为 了 是 对 称 算 子 . 

例 4.7.9 在 例 4.6.27 中 ,如 果 将 了 的 定义 域 扩充 为 P) 
={«©Є1560,1)|х 绝对 连续 ,EC0,1) ,并且 >(0) = 一 <(1)，}， 
则 了 是 一 个 自 伴 算 子 . 

解 与 例 4.6.27 相同 ,可 以 证 明 对 任意 的 yE ATON 
T''y=iy. 

另外 , 若 取 a=, W x. ТГ). FERNE 

Griy) = (roy) = баз, Гу). 


由 此 得 到 
[r yay: = 0, 


Вр Ја = 0, 
° 
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因此 yO = ya). 
这 就 是 说 ,任意 уЄ#(Т* ) 必 须 满足 
х0) = у00). FË: ZTO = Z) AW T = T. 

定理 4.7.10 7 了 为 自 伴 算 子 的 充分 必要 条 件 是 ;对 所 有 的 
r€ ZT), Tro HER 

定理 4.7.11 ХАА геена 
算 子 , 令 

т 一 А inf (Гал), М = up (аа), 

则 IT| = тах{ |m|, М). 

定义 4.7. 12 设 了 了 为 定义 在 希 尔 伯 特 空间 和 的 某 个 线性 子 
空间 PIT7)? 上 而 取 值 于 和 的 线性 算 子 ,如 果 对 每 个 7E DOT)， 
Tasa) S0 Ш T SERF positive operator), ШЕ T>8. 

ЖУ 4.7.13 ETOT: 是 希 尔 伯 特 空间 大 上 的 两 个 有 界 自 
伴 算 子 ,如 果 Te T 220, WJ 38k T' ST 

定理 4.7.14 若 了 为 正 算 子 , 则 了 为 自 伴 算 子 . 

定理 4.7.15 设 了 为 有 鼻 正 算 子 , 则 了 有 唯一 的 严 平 方 根 ， 
即 存在 唯一 的 正 算 子 3 ,使 得 了 =8:. 并 且 每 个 与 了 可 交换 的 有 界 
线性 算 子 都 与 S 可 交换 . 


4.7.3 投影 算 子 


定义 4.7.16 ХАЧАН XX ATAF 
BU EU EXAM IER >€ X REZAR, FEE 
= u CU, €U- ,使 得 7 一 zy 2 Pr=u ШР Z x 上 的 一 个 
有 界线 性 算 子 , 称 卫 为 基 到 UU 的 直 交 投影 算 子 .简称 投影 算 子 或 
投影 (projection). 

定理 4.7.17 投影 算 子 有 下 列 性 质 ， 

O 若 投影 算 子 己 的 值 域 AMAL | P | =1. 

《2) 若 王 是 总 到 它 的 闭 子 空间 U 的 投影 算 子 , 则 Хх 
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IU КИИР. 

(3) 投影 算 子 是 正 算 子 ,从 而 也 基 自 伴 算 子 . 

D 设 己 是 希 尔 伯 特 空间 X 上 的 有 界线 性 算 子 , 则 Р 为 投影 
算 子 的 充分 必要 杀 件 是 下 列 二 条 件 同 时 成 立 ; 

已 是 自 伴 算 子 ; 

Раа, P: = P. 

ЖЕ 4.7.18 设 PoP, 是 希 尔 伯 特 空间 号 上 揭 投 影 算 子 ， 
RPO PO 5 Pis P, 的 值 域 . 

(1) PI +P, 仍 是 投影 算 子 的 充分 必要 条 件 是 下 列 二 茶 件 之 
一 成 立 ， 

Р.Р, =0 (或 PP = 0) 
ATO то 
4 了 一 为 投影 算 子 时 .有 
SP, + P,) = A PRT) 
(2) P.P, BR ЖСР ИР ЖЯ DE Р.Р, = PsP, 4 
Р.Р. 为 投影 算 子 时 , 它 的 值 域 是 СРР) 70р) NAP). 

ЖУ. 4.7.19 设 忆 ,Ps 是 希 尔 们 等 空间 上 上 的 投影 算 子 ,如 果 
ETR ERRE E AOCP К Р, 是 疡 的 部 分 投影 算 
子 . 

定理 4.7. 和 0 P, 为 也 ,的 部 分 投影 算 子 的 充分 必要 菜 件 晨 下 
列 条 件 之 一 成 立 ， 

(1) P. P,—=P.P =P, 

(2) НЕВУ ЄХ. || Pir | < il Р l| 

(3) РР, 

ЖЕ 4.7.21 E P P: 是 希 尔 伯 特 空间 上 的 投影 算 子 . WJ P 
—Р, 仍 为 投影 算 于 的 充分 必要 条 件 是 ;P| 为 P. 的 部 分 投影 算 
+. 
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4.7.4 全 连续 线性 算 子 


定义 4.7.22 Ü XY 为 巴 拿 灰 空间 ,了 E 工 (X,7). 如果 了 
糙 天 中 人 在意 有 界 集 映 成 了 中 的 列 紧 集 , 则 称 了 为 紧 线 性 算 子 
Cecompact linear operator) ,或 全 连续 线性 算 子 (comPlete continu- 
ous linear operator), 

定理 4.7.23 全 连续 线性 算 子 具有 下 列 性 质 ， 

(1) 全 连续 线性 算 子 是 有 界 的 - 

(2) тн ХУ 的 全 连续 线性 算 
子 构成 的 集合 是 笃 ( 和 ,了 ) 中 的 一 个 闭 子 空间 . 即 ; 

车 TiTES(XY) 为 全 连续 线性 算 子 , 则 对 于 任意 的 实 人 或 
复 ) 数 a,8, 算 子 aT HET, 也 是 全 连续 线性 算 子 . 

PT :CL(X,Y 了 ) 是 一 列 全 连续 算 子 ,TE Х.т). 
Шъ IT, T| ==0, 则 荆 也 是 全 连续 算 子 . 

(3) W Te (XK, 了 ) 为 人 连续 算 子 , 则 了 将 关中 的 任意 弱 收 
ВОВЕ K Y PERKA. WR x ЕБЕ. ТЄ 
分 (X, 了 ) 为 全 连续 算 子 的 充分 必要 条 件 是 :本 将 中 的 任意 弱 收 
ЖОЕЛ Y rh i) B ar Р. 

GQ) 若 了 为 全 连续 算 子 , 则 了 "也 是 全 连续 算 子 ,反之 亦 然 . 

例 4.7.24 设 下 (zt,s) 是 [a.58]X[ar68] 上 的 连续 旺 数 ,对 任意 
В z€C[a,b > 


h 
(Tr) (t) = | К(,х)х()ағ, 


则 并 是 CLa,o 到 自身 的 全 连续 线性 算 子 . 

# 7 的 线性 是 显然 的 . 现在 证 明了 是 紧 算 子 , 即 需要 证 明 : 
对 于 Cfa,5] 中 的 任意 有 界 集 А, ЕЙ ТА 是 Clet] PHAR 
集 , 为 此 ,内 须 证 明了 4 中 的 函数 是 一 致 有 界 并 等 度 连 续 . 

由 于 4 有 界 , 所 以 存在 正 数 于 ,使 得 
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шах |200) | = М, V z€ А. 
因此 
b 
Газо = | КЦ?) (з) 


А 
<М. max | KaD jds (Ga < <. 
ви 


即 了 4 中 的 连续 区 数 是 一 致 有 界 的 . 
男 一 方面 ,对 任意 的 z€ А 及 任意 的 aeaE ladh A 


5 
TA) СГ) | = |f [KG s) — КО, 5) rls)ds 


<м| KG) 一 Kts) | ds, 


H K [а.а ЕЯ EREN =, 在 在 
ER 0. А |0,16. MA КС 9) KG s) l eM, (asss 
=b), Junak 8 

[Туе TDD < M| KEG) — Каз < e 


因此 TA 中 的 逊 数 是 等 度 连 续 的 . 
4.7.5 ЎЕШШШИУ 


定义 4.7.25 XY ME ТСХ). Ж @ [Ir 
€ X|Tz=60. E X Чї — +T Е АВТ Т КИ (ker- 
nel), 记 作 ker 7'. 

另 一 方面 ,7 的 值 域 SPCT) BI ТҮ 中 的 一 个 闭 子 
空间 ,如 果 存 在 了 中 的 另 一 个 闭 子 空间 Y ER Ү =У„©ФСТГ). 
ШЖ Y, 是 算 子 了 的 余 核 (cokernel), 记 作 coker T. 如 果 ker 了 和 
coker T 都 是 有 穷 维 子 空间 ,并 且 经 (7T) 是 闭 的 , 则 称 了 为 有 界 的 
ЯТА Е Fredholm) HF, HP indt dim (kerT -dim {coker 
了 ) 为 了 的 指数 (index). 
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定理 4.7.26 WX ШЕЙ Е, T € S (X) HEERE 
算 子 , 则 7 一 7 为 弗 雷 德 究 姆 算 子 ,并 有 Bind 了 =0. 
定理 4.7.27 Ш XYZ ЯШЕМ Н.Т ELAKT E 
LOYD 5 ЖБ {ЖШ Ч.Ш ТУГ, {БЕ И ЕШ Т.Н 
йат) = indT', + indT;,. 


4.7.6 希 尔 伯 特 - 施 密 特 算 子 


定义 4.7.23 设 久 为 希 尔 伯 特 空间 ,AEZ(CX) 为 一 正 算 子 . 
EX 中 任 取 一 个 完备 的 标准 直 交 系 {fe} 世 ， 令 


па 会 > (e,.Ae,) 
aol 


这 是 一 个 非 负 数 , 它 与 直 交 系 {e,)x.1 的 选取 元 关 . 称 ra 为 算 子 A 
їз (trace). 

E X 4.7.29 БХК, AELA, in 
(AAH FR A 为 希 尔 伯 特 - 施 密 特 (Hilbert-Sohmidt) 算 了 . 

ЩА 为 希 尔 伯 特 - 施 窗 特 算 子 时 , 称 

ПА ПА rA A) 

为 А 的 希 尔 伯 特 - 施 密 特 范 数 ， 

定理 4.7.30 Ш ОСЕ" A-F X ЛС), АСЛ). 
则 4 为 希 尔 伯 特 - 施 密 特 算 子 的 充分 必要 条 件 是 存在 部 x 上 的 
平方 可 积 函 数 乓 ,使 得 对 任意 的 fE L202), 有 


(CAN x) = | „Кк, УЛ Оду. 
同时 又 有 
lA [їз =}, „Кт, алау, 


定理 4.7.31 每 个 希 尔 们 特 - 施 密 特 算 子 都 是 全 连续 线性 算 
子 . 友之 , 设 生 为 希 尔 伯 特 空 间 义 上 的 一 个 全 连续 线性 算 子 , 则 A 
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ЖЯ Як ЖК |Ë EEM ТО ЖУ АЗЕ ЖЕ fi л E BJ A BE {И Е Я 


МАЙН УА] < + =. 
一 上 


4.7.7 ”拉克 斯 -米尔 烙 拉 姆 定理 


定义 4.7.32 R XE TARERE, p RE X E XX X 
F. RIK T ЕМ СВЯТ. ШЖ p RE FIER.: 
D IERD СХ 及 任意 复数 a ,ws, 有 
Plar, 十 ary) = a Br у) + Blr y). 
(2) 对 任意 的 xy y € X 及 任意 复数 wo ,有 
ФО, оу + ay) = «(х,у + ФО). 
ШЕФА Xx X Ка - 4 Ж ЖИ tE 0 conjugate bilinear 
function). 
| 定理 4.7. 33 ( 拉 宽 斯 -米尔 格拉 姆 (Lax-Milgram) 定 理 ) 设 
X Rh KPP EIB]. p Boe Y (£ X> X EA В WQ ЙЕ 
B. RETIR: 
(1) FEER М. АЕН уе Х.т 
Фо S< Mi a| lail; 
(2) FEER m ERREA rEX A 
(Birs); 22 m|| x ||? 
NFEE- PA REAT pe (X y. ВЕ 
Ф(х,у) = (х,Гу), V r.y € X. 


+R. 
трам, (Tiad, 
n 

如 果 更 还 满 中 

(3) Фу) ФС.) V r. ЄХ, ERER Г. 


48 线性 算 子 的 谱 
4.8.1 谱 的 概念 与 基本 性 质 


定义 4.8.1 设 六 是 一 个 复 巴 拿 赫 空间 ,了 是 定义 在 六 的 某 
个 笛子 集 DCT) 上 、 取 什 于 区 的 线性 算 子 ,对 任意 的 复数 4, 如 果 
算 子 T== 林 一 的 道 算 子 (A 一 7 了 7)" 存在, 并且 G(U 一 T) € se 
(六), 则 称 4 基 算 子 7 的 一 个 正则 值 , 个 的 所 有 正则 值 的 集合 记 为 
PT). СТУ T HME Cesolvent set), 14 ОАЄ (Т.К КЕ 
(147T) 全 (7 一 T) -为 算 子 了 在 4 处 的 预 解 式 (resolvent ) ,或 预 解 
算 子 (resolvent operator). 

所 有 不 属于 2(7 ?的 复数 构成 的 集合 称 为 工 的 谱 (spectrum)， 
记 和 作 (Т). УЛЫТ = НЕЕ. 

(1) 所 有 使 方程 


Ат — Та = 0 
有 非 零 解 的 复数 4 构成 的 集合 称 为 了 的 点 谱 (point spectrum) , 记 
Фо, СГ. 4 AC o, СГУ АА Ж Т 的 一 个 本 征 值 (eigenvalue). 
ЦАТ. Т НУТ, 不 存在 . 对 每 个 AE 
ojtT) ,方程 4z 一 Tz= 一 有 的 每 个 非 零 解 称 为 算 子 了 对 应 于 本 征 值 
4 的 本 征 向 量 (eigenvector); 对 应 于 本 征 值 4 的 所 有 本 征 向 量 张 成 
的 线性 子 空间 称 为 算 子 了 对 应 于 本 征 值 À 的 本 征 空间 (eigenspace). 
这 个 空间 的 维 数 称 为 4 的 (几何 ) 重 数 (multiplicity). А 的 代数 重 数 ， 
HAT T 的 不 变 子 空 间 的 维 数 ， 
(2) 7 的 连续 谱 (continuous spectrum) 是 由 满足 下 列 条 件 的 
复数 4 构成 的 集合 ， 
G) T HRAT ТҮ! 存在 , 即 方程 
Ат — Тах = 8 


REPE; 
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GO T, HARAT X ЧЇЙ; 
Gü) T, ЖЖ. 
了 的 连续 谱 记 作 = СГ). 
(3) T HRR residual spectrum ÆA MA RE FIRI 
的 复数 4 组 成 的 集合 : 
G) Т! pE: 
бю ATOE ХОФ. 
了 的 剩余 谱 记 作 s, CT). 
例 4.8,2 设 和 = 玉生 旺 及 上 的 -一 个 线性 变换 ,十 是 存在 一 
个 唯一 的 nxn 0) ERA TS T r= lh eei D EEE 
зе] £ 
ллы! 
mE a 是 矩阵 ti;) 的 一 个 特征 信 . 则 方程 
Ах = Tr = 8 
EE PRERE, НА E T 的 一 个 点 谱 , 除 点 谱 外 ,了 了 没 在 其 
它 的 谱 . 
例 4.8.3 X=, D, TELAK h FEME: 


(T<x)G) = rlt), V z€ 12(0.1). 
ШЇ atT = a (D = [0,1]. 
解 agolli Ee 
(SO = 207, yrex, 


METH Eka SEA, H SST '[ ЖАС СТ). 
ТАЄ СО, TINE, H ГЕВ АЄ a (Ty ,我 们 只 需 指出 三 点 ; 
(1) 方程 
Ах — Tr = 0 
ТЕЕ. 事实 上 ,如 果 Ат Tr =p ВЕСА ес OD ЕЛ, 
“173， 


PYR M rE D ЕЛЕК 2.80 >=9. 

2) RITO X PH 事实 上 ,不 妨 设 AE (0,1). 这 时 ,对 任意 
ЄХ BILER ER e h FRAAI ERTE, FEER 3. iE 
得 


7 REG) Е бше. 


> 


Ü, r€ A- 0,4 + д), 
xG) -| 
yG), ®& (4— âA + 8). 


- К\Ч sp „ aema 3 
MEG 00007 RE yo A ERTO EB 


фу— yl < 
这 说 明 RTO E Хо. 
OT) EA. 只 须 证 明 ,存在 4 人 :CC 和 ,满足 1 让 1.06 
=], 2 DEEA а | Tira | =. PRR ЛЄ C0.1), 今 


141 1 сро 
ТЕМА t€ А Аа = 1,2, 
2 КЕ. 
Ин н ERRE ЄХ. 1.1 一 1， 


[ ТКА 2б) lde} ° 


Ta, 一 | 


因此 T: 是 元 界 的 . 

定理 4 8.4 Ú X AAE ЖЕЙН. ШАРЕ еу ТЄ 
AXA DA. 

E 48.5 Ë X AYE EHE ELEA. 
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ооо E 0 tr W PH. 
D 极限 lim 1713686 3EB 


suptial ЈА € aD) = lim [ТЇ ITI. 


PR н С) ир (А| | AET) Г 的 说 半径 (spectral radius). 
定理 4.8.6 W X E jha ГЕСХО САДА 
人 | Sr СТЭН, ВЕ Л 可 以 展 成 级 数 形式 : 
R= ALT) = Sa Тє, 
TREER УБ ЖОШ. ӘН 
үк, s< (A| — оС. 
定理 4.8.7 ÚX SEE 32. Te (X) МАЙ p Ei 


一 多 项 式 , 则 算 子 ОТ) ЕЕ 5 
ETD = PDA E ATH. 


4.3.2 自 伴 算 子 的 谱 


定理 #.8.8 设 贸 为 复 希 尔 伯 特 空间 ,了 是 定义 在 DET)CXX 
ERREF X HARTU T WJ BL ТОЕ 

(1) at)CR 

(2) Т) = Č; 

(3) Ж-А р ЙЕН AC E BAR М.И Ж A E T ЙУ 
珊 个 不 相等 的 本 征 值 ce 分 别 是 对 庶 于 Асе BJ K ТЕ 0 W| Сес e) 
= 0. 

G) ETEL W n = inf (Pre) 与 M= sup (Desr) 
都 是 了 的 谱 值 ,并 且 

(ТУС im Mi. 
(5) T RR Z CORA СГУ T RR NE = ie 
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€ X.Tz=8. 互 为 相交 补 , 即 
X = (ТУО NCT). 
定理 4.8.9 ETHER MJ ТЕЕ T RAETH 4. 8. 8 
所 列 性 质 外 ,还 有 
aT) C [0, + =). 
定理 4.8.10 ZT ERKAT I 
eD C {0.1}. 

Ф RO= (0: WL a (T )= a, (T= 10), RCT)= X W| a (T> 
=M= 11 RT) E X Bj B F 8]. | a (t= s, (= 
{0,1}, 

定义 4.8.11 Ü X AERAR И, EoLA) 
JE X EA- k Kh T ЭЖ A ERT ЖЕТУ ЖЇР: 

(1) 单调 增加 性 , 屠 当 А> P], E.Z E,. 

(2) ШЕУ ТЮНЕНЕ, HERH сех Ена 
BJ AG (— оо, оо), 

im Ет = E; =>. 
(3) 对 任意 的 xEX, 有 
Дт Еш = 0, dim Ew = r. 

MPR E С ооа Бос) 8 X БВ) — AE spectral fam- 
ily) ,或 单位 分 解 (partition of unity). 

定理 4. 8.12 ЫТ ER ЛОН ЕН) ЕРИ ART Em 
= inf (Tzr), M = sup СТ, ШИТ ТЕ ИЙЕ T — 
PRO oo < A< оо). ЕШ E, = #.(А< т) K E, = I, 
Q> M.) ЖЕТ = r ШУ 

Tx = F AGE). YrEX 
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АЧ 
(Тт.у} = | АЧ(Е,т. у), V ry € X. 
_ 5 


其 中 ,每 一 个 积分 是 和 式 
Уес, =E, ) ei SEKA, šE = 1,2,." n) 
“max [AA |0 BE F F ЗСЗ ВЕЕ. 第 二 式 是 和 式 
Уа > — E, 22 
当 тах |. — А, 1-0 ВЕСЕ У ТОО ЕЕ. ET zÜ ili 
EEX FOR НАРАН (Riemann-Stieltjes ) 积 
定理 4.8. 13 ТЕХН E], T E E ИЛЕ ACX 
EREET X KER ART WFE -个 由 了 唯一 确定 的 谱 族 
ШЕ) (——соо<СА< ос), НАЕ EATA 
Tz = Í асе), 


3 кє (ТУ. 
|та = Га |z |: < =. 

定义 4.8.14 TESIS X 上 的 有 界 自 伴 算 子 ,mm 
= inf (Pray, M= sup (Tasa), ХАЕС oa ос) 
了 的 谱 族 , 则 对 [mw*, MJ 上 的 任意 连续 函数 ,定义 的 算 子 通 数 
Шел 

FD = | оак, 

它 是 和 式 

Уур, — Е ), А А, Ё = 1,0,0 
мт |А 一 ,| -= ОИНАЕ. 


定理 4.8.15 ET ERREZE X 上 的 有 界 自 华 算 子 ， 
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(E (—co< a< оо) а Т К. X 
т 一 inf (х.х), M= sup (r,z). 


їтї=! 


如 果 e МОЕ В. 
(1) f+ T =f MAPT, es 为 实数 
即 


É M м 
r [af (A + Bg 14Е, = “| FOE, + ef ФОНЕ; 
m-a o m 


D gK =f Dg), 
即 


ar 2 fM y ñ 
| Оза (ДЕ, = | лок) | EAE]; 
m Ù w 0 Шр Ы 
D АЭ = РӘ. 
即 
[Ë жоош] = f" Faes 
D ТЭ | max LA |5 


O а 1 (а в. Vz X; 

(б ATDS НА): AET). } 

定理 4.8.16 Ë T jh AUB ЕН F j Ë ШОТ. 
Соо А ос) ТИЕ MU: 

M МЄ (о, Бос) T AREER A E E, 
的 一 个 不 连续 点 ,这 时 ,的 所 有 本 征 元 构成 的 于 空间 等 于 投影 
HF Е, E „ПЖ. 

(2) AECC, Бос) T КЕБЕТЕ B EERI А 是 E, 
的 一 个 连续 点 ,并 且 对 任意 的 正 数 8， Е.Е - 0. 

(3) EE 一 09; 十 0) 为 了 的 正则 值 的 充 要 条 件 一 存在 正 
е, ЕЕ, 在 C0 一 €, 为 十 J) 上 取 常 值 ,此 时 有 
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0) 4.8.17 PEX= 200.1. (Гау) =G), V r€ 200, 
D. MJ T ЭРИ WB ТЯ. В. 
m= inf (Tr, = 0. М sup (T.r.z) = 1, 


定义 投影 算 子 族 如 下 ;YY CC (0.1), 


(Ea =0, А б, 
(Бугу) го. ОХРА Dei 
агу) = < Ач 1. 
7 lo, >A =1 


(Ean O =ru), А> 1. 
PHEN sos оо) E T ШЙ. 


4.3.3 全 连续 算 子 的 谱 


定理 4. 8. 18 ХУШ Н. TELO HEER 
则 了 的 谱 上 共有 如 下 性 质 ， 

(1) 除 0 之 外 ,对 任意 的 复数 六 或 者 4E оС, ВАЄ 
a, (T). 

(2) 4(07) 是 复 平面 上 一 个 有 限 集 或 可 列 集 ,最 多 有 -- 个 极限 
点 如 一 00。 

BaT = (T). i R A0 Д5 T КОБ EIN А +b Ж 
了 "的 本 征 值 ,并 且 4 作为 本 各 二 "的 本 征 信 的 重 数 相隔; 

G) 的 每 个 本 征 全 是 有 限 重 的 . 

定理 4 8.19 ТЕХ 为 巴 富 赫 空 间 .7E (XS Piti Р. 
RH: E aE Z ЫЕ А, ЖЕРЕ 

(1) А Ге у, ye X. 

(2) àar—Tr=ĝ, 

(3) 47 一 f=g. g€ X: , 

(a) А-Т /=80 


ш 

D 方程 C1) 有 解 的 充分 必要 条 件 是 :对 于 方程 (4) 的 任意 解 
РН РО) 0. 

G) 方程 (3) 有 解 的 充分 必要 条 件 是 :对 于 方程 (2) 的 所 有 
ВИЕ r WA вс) = 0. 

GD 方程 对 所 有 的 y€ X 都 有 唯一 解 的 充分 必要 条 件 
是 :方程 (2) 只 有 和 零 作 ， 

бу) РАСОВА) z€ X" 有 了 唯一 解 的 充分 必要 杀 件 是 ; 
方程 (4) 只 有 零 解 ， 

у) 方程 (2) 与 方程 (4) 同 时 育 非 伶 解 ,并 且 线 性 无 关 解 的 个 
数 相同 . 

定理 4.8.20 设 久 为 希 尔 伯 特 空间 ,TEs(X) 为 自 伴 全 连 
ЖТ, 

Оа Г [Т.Т ]1##й—1 яр] ЕЕ 
集 , 至 多 有 一 个 极限 点 0; 

D 对 应 于 不 同 本 征 值 的 本 征 元 瑟 相 直 交 . 如 果 将 了 的 所 有 
非 零 本 征 值 接 照 绝对 值 逆 降 顺 序 排列 为 入. 入,… ,入 ,…! 并 不 妨 没 
每 个 本 征 值 是 单 重 的 (例如 训 重 本 征 信和 在 其 中 可 出 现 闷 次 ), 又 设 
ТО ДЕЕ р езе езек НЕ е, | =1,G = 1, 
2.5), Не ХОРЕ ЕА Ж. 

е ОАЕ О 不 为 7 的 本 征 值 , 即 不 
FE X 中 的 非 伶 元 zx, 使 Tz 二 

(3) 对 任意 的 IEX, 有 


Тх = JACEE, Hens 
s= 


当 АЕА но, AEO 时 :方程 
Ar— Тху = у 
对 任意 的 yE 扣 都 有 唯一 解 ,并 且 解 可 表 为 
+ 180 + 


z = уто 十 ж. 


Ж z, 是 一 个 与 所 有 e (a= 1,22) ЫЛАЙ ДЯ. 54 16.1 13 
KIETEN 


- 1 
+= з з 056066 
Шр 4.8.21 i X=I200,1),82(T = z€ 00,10. Е 


, А ; e ШЕЛ) 
Hr ELO, D 88 z(0)=+x(1)=0. PEIO =, 
求 了 的 谱 . 


# 工 是 缠 (7) 到 C0,1) 的 -个 无 界线 性 算 子 ,为 了 求 工 
的 本 征 值 ,考虑 二 阶 微 分 方程 


dira) 
dë 


r0) = z(1) = 0 

相应 的 齐 次 方程 有 非 零 解 的 充分 必要 杀 件 是 4 一 (na 一 1， 
2 相应 的 非 零 解 是 总 (站 一 sinart (н 1.2.06). 因此 ,微分 算 
子 的 本 征 值 是 п, 22002, ,azrs 所 有 本 征 值 都 是 单 重 的 . 

当 ARs(n 二 1,2,……) 时 ,由 微分 方程 理论 已 知 , 对 任意 连续 
函数 上述 微分 方程 的 边 什 问题 有 解 ,于 是 算 子 了 一 A 的 值 域 在 
久 二 1 (0,1) 中 稠密 ,因此 任意 复数 4 不 是 全 的 剩余 谱 . 

当 w(x 一 1,2,…) 时 ,上 述 边 值 癌 题 的 格林 函数 g 是 年 
Ж ДА (0,5) OSL } 上 的 实 值 对 称 连 续 攻 数 ,所 以 积分 算 子 

(Агу) А апай, V z 610,0) 


是 (0,1) 上 的 一 个 自 华 爹 连续 算 子 .同时 , 当 了 是 连续 函数 时 ， 
求解 上 述 边 值 问题 等 价 于 求解 积分 方程 


zi) = Гааз, 


= АО) = fü, f € 1200,1) 
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Ik. ЕНЕ СТУ E. BUSA A CP AD 'ё—% 
Й. ХВЕ RDE СОЛУН. br H АЗ RET AJ): 
也 存 界 ,因此 ,这 意味 着 当天 mr 一 1 2 时 站 47 DS, 
对 任意 的 Arn (a=, 2, A AE pE. 


49 算 子 半 群 
49.1 一致 连续 半 群 与 强 连续 半 群 


定义 4 和 1 ШХАБ С Сое +o) E 
22 六) 中 的 -一 读 算 子 . 如 果 满 足 
(1) 4700)=I 
(2) ТОТО Га). Vr. s€ |0, +>) 
ШЕ ТО 020) А FER semigroup of operator). 
W R £ fF OD RE E BJ tes E ос, ооу зу, MU Fk 
Tode Tos) 5 Ж. 
SATAR TOGS) р E, ВП E 
tim | TO Taj) 一 0， Yr € LO, + ә) 
HETO GE 5-Е 8 (опот continuous) BË. 
7 DGsD) 为 一 致 连续 半 群 的 充分 必要 条 件 是 
lim ITO ri =b, 
ДЕНЕТ z€ XRT nE оо) ,有 
lim LTO — Таах || = 0, 
WETO G0) ЖЛЕ strong continuous) ЕЁ. 强 连 续 半 大 
У C, 类 半 群 . 
тоо) C, ЗЕН ЛЕЙ ДНА EXE 
lim (Ter — х || = 0. 
一 致 连续 的 算 子 半 群 一 定 是 C, ЖР. 
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ЕУ +492 TOUZA RTT. AEJ N 中 的 所 在 
使 极限 lim yT Dro TETRA т 组 成 的 集合 EN 中 
一 个 线性 FEHLT rE S 
Ar = lim T COD - r) 


ША ДЕ Ce(Ay= Бр -PRENT A A ERETO 
GOPE ERT Gnfinitesimal generator). 

Ж #493 RTOS- SOFE. MWH AAE 
成 元 是 一 个 有 界线 性 算 子 ， 

友之. 设 4E2(X): 若 今 


T(t) е^ А > өл, 15500 


UTO оо навит 半 群 . 
定理 4.9.4 一 致 过 续 半 群 由 它 的 无 穷 小 生成 元 唯一 确定 ， 
BERT BER ETOS SOGE А EA E 
RT MBA TOES (220). 
定理 4.9.5 ЕТО (0-Е. eE 
ТЕТТЕ 4, 使 得 
TU) = e, 1 = n. 
HP A ТНТ ДЕМ. 
Ий} >С ТТ bhe pies. u H 5 
Do AT = FA, 
d: 
定理 4.9.6 TOUSE Др C. PRE MU 
CO 存在 常数 M 9 
[Tj S Ме", Og оо, 
ОН rE Х.е) E E C 


ECAD TI gI rS ATD TOD Ал. 


* 183 


D Тау >0›36# УЕ А 的 定义 域 在 X 中 稠 ,并 且 
А ЖИТ. 

(4) ЖЕЙ z€ (A). A TOrE %(A)G20),3FH 

Тау = AT(0z = TAr. 

(5) 用 ZADANA J А" (н = 1.2...) к X BR. WJ 
D ZA х pH. 

(6) ТО (这 0) 由 其 无 穷 小 生成 元 唯一 确定 . 

定理 4.9.7 设 上 4 是 定义 在 巴 拿 赫 空 间 义 的 某 个 子 集 上 、 取 
值 于 和 的 一 个 线性 算 子 , 则 4 УТЕ | TG) | < Me C, 
毕 群 了 (9 的 无 穷 小 生成 元 的 充分 必要 条 件 是 : 

(1) AREN ZDA X HH H 4 是 闭 算 子 ; 

(2) A 的 预 解 集 p(4) 包 售 Lw, 十 cc) 并 且 对 任意 的 Ара 
任意 自然 数 m A 


н M 
[ЕТ | = il G7 — А)” || < oF 


АЖ ЕЛИНЕ | TG) | SM B C, 半 群 的 无 穷 小 生成 元 的 充 
分 必要 条 件 为 : 

(3) FDE X PRE А AART: 

(4) PADAR +e) ,并 且 对 任意 正 数 4 及 任意 自然 数 普 ， 


有 
好 
= 

定理 4.9.8 i A ET C 半 群 人 (1) (4 这 0) 的 无 穷 小 生成 
元 ,对 每 个 人 0, 称 算 子 

АА дд К, = PR — А 

为 二 的 吉田 耕作 (Yosida aB (Yosids approximation). 

对 任意 的 т ЄЛ (А), Җ 

184. 


үк < 


lim Aa = Ал 


对 任意 xEX 及 1 这 0, 有 
Тох = дш е мл, 
这 个 结论 称 为 6* 半 群 的 表示 定理 , 它 的 证 明 见 [5]. 
例 4.9.9 设 和 为 定义 在 (一 ce) 上 的 所 有 一 致 连续 .有 办 
的 实 值 函数 禄 成 的 巴 拿 硅 空间 . 任意 re X 的 范 数 是 
Zl Z зыр |/G)| 
HERH 220.4 
TODOS fG +H, 
WTO GET C 半 群 . 其 无 穷 小 生成 元 А 的 定义 域 为 
2А) = (f € XIf € X). 
并 及 对 任意 的 SEPA AANO) 


4.9.2 ЕЙ БНЗ 


ЖУ 4.910 ETO GO 为 一 Co 算 子 半 群 ,由 定理 

4.9.6, 存 在 常数 好 ,w, 使 得 
IPE | < Me, 122 0, 

WRG AR а 0. METO Зу — В PR B) (uniformly bound- 
ed). 

如 果 可 以 取 w= 二 0 并且 M= 1, MERT A ER emi- 
gtoup of contractions). 

定理 4.9.11 设 4 是 定义 在 某 个 巴 拿 赫 空间 X 的 某 子 集 上 
TH UO X 的 一 个 线性 算 子 , 则 A 是 某 个 压缩 半 群 了 (的 无 穷 
小 生成 元 的 充分 必要 条 件 为 ; 

《1) АЙЕ ХЕ ХНН, 

(2) 4 的 正则 集 64) 包含 实 正 半 轴 肛 * ,并 且 对 任意 的 正 数 
А 
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А = Пага 1 д. 


ЖУ 4.9.12 19 X Е.Х ЖЖ GH [a]. 对 任意 
ЄХ хех БЕ НШС"), 

对 任意 的 +EX, 令 

Егу (r € X: lr у= |а |= |a ji} 

HUE BEHER FO JEE. 

设 和 4 是 XX 上 的 一 个 线性 算 子 ,如 困 对 每 个 x+E 信 (4) ,总 存在 
z € F(z).fËE 8 Бесадо, ЩЕ a 是 一 个 耗 散 算 子 
{dissipative operator). 

定理 4.9.13 线性 算 子 4 为 耗 散 算 了 的 充分 必要 条 件 是 对 
АЕ хе СА 420.8 

| A = Ar Sallal. 

定理 4 9, 14 (和 鲁 默 -菲利普 斯 (Lumer-Phillips) 定 理 ) HA 
是 巴 拿 赫 空间 ,4 是 多 上 的 一 个 线性 算 子 ,其 定义 域 ADEX 
中 再. 

GD 如 果 А ERAT. HATEEN 为 ,使 得 算 子 А-А 
HER ZAIL- DFT XM A 是 某 个 压缩 C, 半 群 的 无 穷 小 生 
成 元 . 

D ШЖ А RETEA C, 半 群 的 无 穷 小 生成 元 . 则 4 是 耗 
RAT FAHRE ESAE АА-А) Х.н, 
世人 CD) 和 每 一 个 x EF) 有 Retdzrrys0， 

定义 4.9.15 设 儿 是 一 个 巴 拿 赫 空 间 ,A 是 定义 在 DCD)C 
XREF X 的 线性 算 于 .对 于 任意 给 定 的 xEX, 考 虑 方程 

[ Чий) 
тз 


= диб), t> 0. 


| u0 = z. 
ШЕЕ X ТЕГО, ооа T ХО М 满足; 
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Сес ЕГО, 22) БЕЗЕ, (ЕО. е5) 上 可 微 ， 

CO WHE ESD EA). 

ДЕН. etei ЕЛВЕ И ае 是 此 方程 的 解 . 求 这 个 方程 
能 前 问题 就 称 为 抽象 柯 西 问题 . 

定理 4.9.26 AX JE SR BI АЕ СРУ X #| X H 
线性 算 下 .其 定义 域 CP Х.Е A 05 938 (4) 非 
з Т С dh B АДА: 

(1) ЯМЕ >€ (A), {ИНЧЕ 

—— = Aukt), 


AME- ÑE < .这 个 解 在 [90, 十 oe) 上 连续 可 微 ， 

D 4 是 某 个 Co PRT ORERE ЛЕВ G, im ТОЁ МП 
ШИШЕ ИЛЕ OT (Ол. 

{4.9.17 W XSL, to ЕВ ye X. 


` d. 
А А 8 
CADU) Д0: 


网 4 是 让 (一 :十 中) 上 上 的 … 个 闭 线 性 算 于 ,4 ЙЕ PUA) 
В (一 2 二) 中 那些 导数 仍 居于 (一 04, 十 0) 的 函数 枸 成 
BEB ИДЭЖ Loe осу E, 
ATARA EIER. АЕК E 
df 


Чг + АЁ = 0 


的 解 为 /eoye П РОЕМ А 部 不 属于 三 (一 后 
+), 
对 于 任意 的 EL оо, tHo) Е ik E 
df 
ЕП + Àf = д, 


АЙ. Y18830 [ЕЙ B ph 839] 
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iwf (w) + Аў (а) = £ (ш), 
Ep 
fF (ш) = £ C+ ley, 
再 取 便 里 时 道 变换 ,就 由 得 到 广 因 此 , 当 Rea 尖 0 时 ,4E 
PCA). 这 就 是 说 ,[0, 十 co 三 of4). 
男 一 方面 ,对 任意 gE€L(~o0; 十 0) 及 A>0， 


一 一 人 
IR. z] = | СА Ag 1° = J QJ — Ay 'g ||: 


Гоа Ла a Bat: 


= А ай 2 “ 
于 是 对 任意 4>0, 有 
IRI < +. 
于 是 由 定理 4.9. 11,4 ЖЖ] C, КЖЕ Т) ЖЛЕ 
成 元 . 
算 子 A 的 Yosida 逼近 为 


А, = АЕ, — А, A>) 

由 定理 4. 9. 8, 对 任意 f€ 20А), 

| TOS = lim еу, 
对 上 式 右 端 作 傅 里 叶 变 换 ,得 
| ено зз fa) = е astarin) F (ш, 

当 4 一 十 co 时 , 它 的 极限 是 e “fw), 这 恰好 是 АС) Се 

一 幻 的 博 里 叶 变 换 , 因 此 
ТЎР = h. 
于 是 由 此 得 到 了 算 子 4 产生 的 Co 半 群 . 
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4.10 Бањ 
4.10.1 概念 与 例 


定义 4.10.1 设 4 是 一 个 复线 性 空间 ,又 对 A 中 的 任意 两 
个 元 素 zy* 定 义 了 它们 的 乘法 xy* 这 种 滋 法 运算 满足 下 列 法 则 
Ж х,у. 是 4 中 的 任意 元 素 ,4 为 任意 复数 ): 
(1) (туўес=л(уе); 
(2) (х+у)х ля yz 
r(y+z)=zy+ xz; 
(3) Aay = rys rly). 
则 称 А &—11% algebra). 
如 此 对 任意 的 +,yE 4A, 还 有 
ху = ух, 
则 称 4 是 可 交换 的 (commutative)- 
WR A rE ЛЖ e 对 于 任意 的 >€ 4 都 有 
еж = ле = х, 
则 称 。 А 中 的 一 个 单位 元 Cinit). 
iW B Jë 4 的 一 个 子 集 ,如 果 按 照 АЕ НЕЕ RR 2 tu, 
构成 一 个 代数 , 则 称 B E A 的 -个子 代 数 (subalgebra)， 
ШЖ 4 是 一 个 赋 范 线性 空间 ,并 且 4 PHREN E 
W lalla [у]. Е 
MFE 4 是 一 个 赋 范 代数 (normed algebra). 
ШЖ 4 还 是 巴 拿 赫 空间 , 则 称 4 E — FEB 8481638 Banach 
algebra). 
定义 4.10.2 设 4 是 一 个 巴 拿 赫 代数 ,e 是 A 中 的 单位 元 . 
х.уЄА. 如果 zy=e, 则 称 y 是 x 的 右 道 (right inverse) , z J y 的 
Жай (ей inverse). 如 果 y Дур. М Ех Йй, y 
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是 x Й Cinverse). U Є A fm. MEER y XPA EMNE 
Cregular element). ЁСЕ r. 
例 4.19.3 i y ЕТТ F yapa fm {Ж.Ш 
А = (z€ C| z! < 15, 

АН CCA) 表 示 所 有 定义 在 上 的 复 值 连续 酒 数 构 成 的 巴 合 

赫 空间 ,其 中 的 范 数 是 这 样 定义 的 :Y ECAS 
LSI & пак |7029. 

如 果 在 CC4? 中 规定 乘法 ,任意 两 个 函数 相 乘 即 为 通常 意义 下 
ЮЛ ЕЖЕ И АНЕ. M Ca) 就 成 为 一 个 巴 拿 赫 代数 . 函数 ГО) 
三 1(z€ 4) 就 是 4 中 的 单位 元 ， 

车 记 АА) ЖЕТЕ 3 上 解析 的 复 值 衣 数 构成 的 子 室 间 , 则 
Я АСД) ССА) ЕЕ. 

МФ ASLR HAA Сос нос) Б ИЙДИН E IB Ж 
构成 的 巴 拿 赫 空间 . 在 4 中 定义 乘法 

jg fs g. 
Яр 
Сау) = (жр) 0) = Гле = s)g (ds 


则 4 是 一 个 巴 拿 赫 代 数 ， 

例 4. 10.4 ӨХ ук р. (ХХ 上 的 有 界线 性 算 
于 空间 . 按 通 常 的 算 子 乘法 , 纪 (X) 构 成 -- 个 非 交 换 的 巴 合 赫 代 
数 ， 

ELOY 后 (X) 中 所 有 全 和 这 球 算 子 构成 的 子 空间 , WI 
ХУВ СХМ р. 

ЖУ 4.10.5 БАО. 所 谓 对 合 
运算 (involution), 是 4 到 自身 的 一 个 映射 ae , 它 上 只 有 以 卞 性 
质 ， 
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(1) G) = x. V rc a; 

(2) (т-м) Ssa у Yay A; 

(3) (Ar) sAr", Y хЄА,АЄС 

‹4) Сту) yr V <.yC€ A. 

к,ол" р z 的 伴随 cadjoint). 

ME +C A 满足 zx" 二 x, 则 称 z B: ËB EN self-adjoint); ft E 
满足 x — x" хт. ол 基 正 规 的 Cnormal}. 

设 下 是 一 个 巴 合 赫 代 数 ( 赋 范 代数 ), 如 果 在 A 上 定义 了 土 述 
的 对 合 运 算 , 则 称 AEST B -代数 (Banach -algebra >, ВШ TE 
ж -代数 (Normed" -algebra2. 

ЖАВ, ЖЛЕ Trea Н a | = 
В MRR А 5 C ЕС" algebra), 

例 4.10.6 i H R Fd E i (H YN ДЕ Ж 
E H HRAT H АРЫ 9 Pk yk Pa Tf- EJ B BJ PA, = 2 [Га]. M 18 a 
ЖИТ СЕЕ АНА ЖОН ЕЕЕ ЖО) K ТЕШ f TT 
HRR (HW 4 C -代数 . 

定义 4.10.7 ËB A.B RB С рл В TER 
[] Ж. 如 果 对 任意 的 +€ A. H 

pla”) = pa)’. 

И А-А x -homomorphism ). 

ЖАСКА 为 希 尔 伯 特 空间 ,由 АЖ Un 
+ -AE ALUDA A 在 厂 上 的 -- 个 * -表示 ( repre- 
sentation ,如果 这 个 *- 同 坊 P 将 才 中 的 单位 元 (如 果 4 中 有 单 
MCRD R СН СВ АР F ВАЕ 3y f. MU Six 
个 * -表示 ?为 单位 的 tunital). 

定理 4. 10.8《〈 盖 尔 范 德 - 奈 马 克 (Gelfand-Naimark) 定 理 ) 
设 4 是 一 个 有 单位 元 的 C -代数 , 则 必 存 在 -个 希 尔 伯 特 空间 和 
一 个 单位 * -E p ААР). 
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4.10.2 预 解 集 与 谱 


定义 4 10.9 设 4 是 一 个 巴 拿 赫 代数 ,eEa 为 单位 元 . 对 任 
意 的 xE4, 所 有 使 得 一 zx 可 逆 的 复数 4 构成 的 集合 称 为 7 的 预 
解 集 . z 的 预 解 集 记 作 обл). 其 余 的 复数 构成 的 集合 , 即 осоЕ 
PH C 中 的 余 集 称 为 z 的 谱 .x 的 谱 集 记 作 ole). 

这 里 的 p(z) 与 ecCz) 与 巴 拿 灰 代数 4 有 关 , 所 以 也 可 以 将 >C 
АҢ рс) a(z) 写 作 par) aal). 

定理 4 10.10 设 4 是 一 个 巴 拿 赫 代数 , 则 对 任意 的 zxE А.о 
(z)= @. 

定理 4 10.11 设 4 是 一 个 有 单位 元 的 ( 复 ) 媚 拿 赫 代 数 , 如 
# 4 中 的 每 个 非 零 元 都 是 可 道 的 , 则 A 必 与 复数 构成 的 巴 拿 赫 代 
к. 

证 明 酝 取 xzE 有 4A, 由 定理 4.10.10,clx) 非 空 ,所 以 存在 XE 
ala) ;使 Xe 一 x 不 是 可 逆 的 ,其 中 e А 中 的 单位 元 . 由 本 定理 假 
设 得 草民 一 + 二 0 等 元 ) ,于 是 x= Ае. 于 是 4 与 复数 CC 是 一 一 对 应 
的 同 构 关系 . BIE ilal = Ае = 1А ie = tal EEk 
个 对 应 还 是 等 距 的 . 

EX 4 10.12 Ü 4 是 一 个 有 单位 元 的 巴 拿 赫 代数 ,对 于 任 
意 的 z€ А, 的 谱 半 径 为 

z (z = зир{]А] JA Є а(х), } 


定理 4. 10.13 没 4 为 巴 拿 赫 代 数 ,对 于 任意 z€ 4, 有 
кт) = lim jahis [т]. 
ЖЕ 4.10.14 ËB EE SMU 4 的 一 个 闭 子 代数 ,并 包 


含 单位 元 e; 则 对 任意 xEB, 有 
0365) C gp 
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4.10.3 BSAA 


ЖУ 4.10.15 É 4 是 一 个 巴 拿 赫 代数 ,了 是 4 的 一 个 线性 
子 空间 . 加 果 对 于 任意 的 YE4 #1 УЄЈ, 89 ухЄЈ (лус), 
称 了 是 4 的 一 个 左右 ) 理 想 , 如 果 . 了 既是 堪 理想 ,又 是 右 理 想 , 则 
称 /是 一 个 理想 fideal). 

各 本 身 及 仅 由 零 元 8 组 成 的 子 室 间 都 是 4 的 理想 . 这 两 个 理 
想 称 为 平凡 的 (trivl) ,其 余 称 为 非 平 凡 理 想 或 真理 想 . 

HJ Æ AWTR WRF 4 的 任意 真理 想 л, / 
SJ, 可 以 推出 /=.1; 则 称 了 是 一 个 极 大 (maximal) 理 想 ， 

®Х 4.10.16 PA B 是 两 个 巴 拿 赫 代数 ,名 是 4 到 8B 的 一 
个 线性 映射 .如 果 对 和 任意 的 zu z€ А.Җ (r z,)= (r a), 
则 称 更 是 4 到 二 的 一 个 同 态 (homomorpbhisrms ). 

Б Ф Йа АЈ, A 中 的 线性 子 空间 {zE 418(z) 一 pbGE 
B. Y ЭЯ Ф ВУ Ж kernel). 

ERASO HRE 4 的 一 个 理想 , 

例 4.10.17 设 区 是 一 个 紧 的 豪 斯 多 夫 空间 ,EE E X pH 
PATR CORR X E Ef EE Po Pñ 390 ЛА BJ B ЖЕУ [Н]. 按照 
通常 的 乘法 ,CC(X) 是 一 个 巴 拿 赫 代数 .而 集合 

(U e C(X)|/G) = 0,V í € E.) 
是 CCX) 中 的 一 个 理想 , 当 巨 由 XX 中 的 一 点 构成 时 ,这 是 一 个 极 
大 理想 . 

例 4.10.18 设 关 是 一 个 无 穷 维 的 (可 分 的 ) 希 尔 伯 特 空间 ， 
(XK) 构成 一 个 巴 拿 赫 代 数 , 而 已 (X) 是 其 中 一 个 叭 一 的 闭 理 想 ， 
这 是 一 个 极 大 理想 . 

定理 4. 10. 19 每 个 非 平凡 理想 必 会 于 某 - -个 极 大 理想 之 
中 ;每 个 极 大 理想 都 是 闭 集 . 

定义 4.10.20 ЯЕ 4 中 的 一 个 理想 , 则 商 空 
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间 Ars BE E ЖТ. А 关于, 的 商 代数 (quotient alge 
bra). 

定理 4. 10. 21 设 4 Е-Е К.Ф А 到 复数 域 C 
Ву К, ЩН ш ФАНД Е.Я КФ =1. 这 里 上 多 | 表示 
DHEA 4 上 的 线性 泛 函 所 具有 的 范 数 . 

定理 4. 10. 22 设 A4 为 任 一 巴 拿 丸 代数 ,下 是 4 到 己 的 一 个 
不 恒 等 于 专 的 同 态 , 则 对 任意 的 rE А, Фк) Eole). 

ШЕН 巴 拿 赫 代数 中 的 任 一 非 平凡 理 乱 7 A uj а н] 
元 . 这 是 因为 ,着 z€. 可 道 , 则 >" == €J. 由 此 叉 推 出 对 所 有 的 
3yE4, 有 ?一 %E 六 于 是 J 一 4. 

由 于 同 态 鱼 不 恒 为 零 , 所 以 它 的 核 是 A 中 的 一 个 非 乎 凡 理 
想 . 对 任意 zxE 4 元素 下 (zje 一 工 电 于 这 个 理想 ,因此 这 个 元 是 不 
Э] у, В Drd € (z). 


4.10.4 Моем 


EX 410.23 设 4 姑 一 个 有 单位 元 的 可 交换 的 巴 拿 赫 代数 
《以 下 癌 ) 由 4 到 复数 构成 的 巴 拿 赫 代数 的 同 态 映 射 互 称 为 4 上 
的 猴 法 (mulriplicative) 线 性 泛 函 . h F Ф 是 同 态 , 故 对 任意 的 r,y 
EAH 6Cry)=6C(r)0(y); p E Ф REFE, M e= 
"he E А 中 的 单位 元 ， 

A 上 的 所 有 乘法 线性 证 末 购 成 的 集合 称 为 4 的 承载 空间 
(carrier space), IPE -这 (或 .人 0. 有 上 的 拓扑 结构 是 逐 点 收 伍 
的 拓扑 ( 即 更 -> 旬 意 指 对 每 个 zxE4 Ж} Ф„(л)-=Ф(у)), 

对 任意 rE4, 由 可 以 产生 # 上 的 一 个 函数 > , 它 的 定义 
为 ; 


iD = Br), V @ € .. 

注意 到 每 个 ФЄ A 是 4 БЕ ЕЕ ҮКЕ Н. ЗЕН ЖЕЙ 

Ф {| = ЖЕ 4.10. 19, 因 此 ,- 巡 是 4 НТУ] 4' 中 单 
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位 球 的 一 个 子 集 , 并 且 -A НА ШКЕТЫН Ж А" 185° 38 
Ж 由 此 可 以 推出 每 个 是 .x 上 的 连续 有 界 函 数 , 即 EE 
Сс). 

称 上 面 的 了 为 zx 名 4 的 盖 尔 范 德 变 换 (Gelfand transform), 
JEFE тї] Z 的 对 应 关系 为 А 的 盖 尔 范 德 表示 (Gelfand repre- 
sentation). 

这 个 映射 是 线性 的 ,而 且 是 乘法 的 . 因此 是 4 lJ СС) Ж 
个 子 代数 的 一 个 同 态 映 射 , 这 个 映射 是 连续 的 ， 

定理 4. 10.24 若 4 是 一 个 有 单位 元 的 交换 巴 拿 替 代数 , 则 
АЖ. 是 一 个 紧 的 豪 斯 多 夫 空 间 . 

定理 4. 10.25 设 4 是 一 个 有 单位 元 的 交换 巴 拿 赫 代数 ,了 
是 4 中 的 一 个 理想 , 则 J 为 极 大 理想 的 充分 必要 茶 件 是 ;了 是 作 
БЕЛ ЖЕНИ НИНИ. 

定理 4.10.26 АЕ 2. 10.23. WATEA A 

olr) = (2(Ф)| ФЕ A} 
r (r) == Sup | z(e). 

定理 4. 10. 27 ХА 是 - -个 有 单位 元 的 交换 巴 登 赫 代 数 ,. 阁 
Ж А ЙОК. 则 А А z = 2 Ж АВЫШ A PH -- 
ТЕБЕН. КЕРА Ж СС ЕНТ И. 这 个 映射 是 连续 的 ， 
作为 线性 算 子 ,其 范 数 为 1 并且 

(1)д(Фу=1. V óc. Z; 

D APEG а КИЖИ. И r 中 的 点 , 即 对 
任意 的 D DE 7. b p ЕТЕ r€ A.E HODER); 

(3) + fE CO AOG A TOA Ж E k IEE + # 4 中 可 
道 ; 


D all = lim paris 


(5) 4 与 4 同 物 的 充分 必要 条 件 是 :A 中 所 有 极 大 理想 的 交 
PREFER. | 


参考 文献 


1. Taylor E. Introduction to functional analysis 


2. 康 托 洛 维 奇 . 赋 范 空间 中 的 泛 函 分 析 


3. Pazy А, Semigroup of Linear Operators and Applications to 


Partial Differential Equations 


4. 吉田 耕作 . 泛 函 分 析 


5 ГУЖ 
5.1 引言 
йл JARREREI RREK Dia) 88 


数 68(z) 或 者 20—85). д IR Š ER tS ЖЕ ЖОК AG | ЖЕП. 按照 他 
原先 的 定义 ,3 А А F УИ К 


, r= 0. 
gG) = y = = (65.1) 
0, х 0. 
[зоот = 1. (5.2) 


HERRER ЛИСА ДАНИЛО осон 
在 一 点 z 一 0 不 为 零 ,那么 它 在 任意 (有 限 或 无 限 ) 区 间 上 的 积分 
应 当 为 零 , 故 上 面 的 两 条 性 质 是 互相 冲突 的 , 因 丽 , 狄 控 克 示 数 并 
不 是 通常 意义 下 的 通 数 ,更 无 法 用 经 典 的 方法 对 它 进行 代数 和 分 
析 的 运算 . 然而 , 狂 拉 克 函 数 确实 能 反映 许多 为 经 典 通 数 不 能 反映 
的 客观 现象 . 例如 ,考察 电容 充电 问题 : 如 图 5. 1 所 示 . 假设 电池 
电动 势 及 电容 是 都 等 于 1 ,并 忽略 导线 电阻 及 电源 电阻 , 设 当 <o 
时 电容 器 C 不 带电 , 盎 调 这 时 电容 器 两 端 电 压 为 零 , 如 果 在 时 刻 


Гү 
=, | 


图 5.1 
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1=0 突然 合 上 开关 开 , 则 电容 器 人 两 端 电 压 V uj Pl НЛ ЕЛЕ РЕ 


数 
0 io 
Ha) = 
І. :>0 


来 描述 . 同时 ,电路 中 的 电流 强度 了 满足 
全 со, t= 0. 
1) = 
0, t= 0, 
另外 ,按照 通常 的 电压 .电流 的 关系 ,又 有 (ae 盖 0? 
| Idt = Уба) = 1. 
Eta Е, НЕ 5 的 性 质 ,又 得 到 
[лош =1. 


这 就 是 说 ,电流 强度 了 是 一 个 3 函数. ARAA AE E 
和 积分 理论 来 理解 (5, 1) 和 (35. DA. 为 了 使 这 些 奇异 的 性 质 得 到 
合理 解释 ,并 且 在 实际 应 用 中 能 对 其 进行 正确 的 运算 ,就 必须 拓 广 
函数 概念 . 这 就 促成 了 广义 函数 理论 的 产生 . 

广义 函数 的 概念 产生 以 后 ,在 物理 、 力 学 及 技术 科学 中 得 到 
了 广泛 的 应 用 . 特别 是 广义 函数 可 以 任意 求 微 商 , 这 就 冲破 了 经 
上 典 的 函数 在 应 用 中 所 受到 的 一 个 虑 大 限制 . 本 世纪 30 年代, 前 苏 
联 数学 家 索 伯 列 夫 (Sobolev) 引 入 了 广义 微 商 的 概念 , 并 将 这 一 
概念 应 用 于 偏向 分 方程 的 研究 ， 使 偏激 分 方程 理论 获得 重大 进 ， 
Ж. 在 40 年代 , ФЕТ SRE ЖОШ А (1. Schwartz) 又 为 广义 函数 
葛 定 了 严格 的 理论 基础 . 近年 来 , 由 于 广义 函数 埋 论 的 发 展 和 广 
gW Hl. 使 它 已 经 成 为 应 用 数学 .物理 学 及 许多 技术 科学 中 的 一 
个 强 有 力 的 工具 . 
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5.2 检验 函数 


SNS Dl n ETERN A kotok 为 非 负 整数 . 称 
k= lh akne F.) AT п Efa trimultiindex of order n) :并 规定 

а = & + Ë; + + + kas 

at = Th CHP a = (roren) € R°), 

Rl = klk pek, l 


e 
T ahde at 
_ At 
Qha rt 


= Dh Diss. ГЬ 


其 中 D= GEL., m) 
ТА: 
L= Хаб? 


为 Gm 阶 ;微分 算 子 differential operator). F Pa, Ei Sen) 
CHRR O J n RED. 

ЖУ. 5.2.2 ЖУАН В БАТЫ RATER | 
JOry 0, 1 的 闭 包 称 为 子 的 支 集 (sabbotrt) ,并 记 作 suppi /}. XE 
кр -R 

定义 5.2.3 ПСЕ" 为 一 开 区 域 ,#8 是 定义 在 人 上 的 一 个 
Э (ААК НАГ ТЕ. 

D pi n PRETA E ТВОР, 

(2) suppip E (Q НЕ, 

ШЕ: ?是 只 E -个 检验 函数 (test function). 

Q F. Bç ТЕ ра WC RJ pQ 35 Жтт Bj: A ks 55 Ea ЖК == [B] ie E 
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020). 

定理 5.2.4 ZMA FIRER: 

сов. 

(2) Ж ёЄ 00), ШЗ {ЕЖЕ п EJER А СА, Ае АУ 
Ір Є (GQ). 

(3) жоо БИЗНИ, UREE 2 e 700), Ж 
ррЄ 20). 

ШЖ NSR", ИЭ 

(4) Be p (zi z) (z... ,zx 分别 是 R" ЫЕ" 
检验 函数 EG 

(PD (ху, zair) E P(E Em) е Enp n)a 


Д рр ZR), 


15.2.5 设 
0. — оо < z s< — 1, 
. +1, —1< x< 0, 
fa) = 
1-2, —1=<=<1, 
0, 1 < z <+ о, 


则 supp{ 凡 一 [一 1,1, 这 是 及 中 的 一 个 紧 集 . 
但 是 了 在 点 * 一 0 不 可 微 , 因 此 EZR). 
例 5.2.6 在 R" 上 定义 


. | 
жо = | 7 [түз ПАН <1 


lo lal 1, 


其 中 z= (ansni eer d ER, tal =Í У) ШОЕ 每 点 


无 穷 次 可 微 , 并 且 supp{ 办 一 人 ER | 1 <1) 8 R" PHRA, 
EE g ER" 上 的 一 个 检验 函数 . 
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ЯФ c= | сой, ео а) рє ОНО ЗЕЕ. 


е 
[Же = 1, 
#4 п=1 时 ,gp 的 图 形 如 图 5.2 所 示 . 


| 


1 5 1 = 
图 5.2 
又 如 果 对 任意 正 数 e, 令 
ясе) =e T] 
Seel- шү e lal <e, 
to slei 2, 


А 
| exp 
下 л «| 


ME @Є 5 (К"),вирр{а}={хЄК'| [| <=; 
并 且 


其 中 忧 , = 


g ` 
а Гаре й 


[я (z)dz = 1. 


H a51 Hp pat ЕЛП 5. 3 所 未 ， 
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ЖМ5.27 Wie m A AROPE РЕ, EDR). 
如 果 

(1) 存在 R" PRR FER 

Suppi СОЁ, m = 0,1,2. 
(2) IHES л EYEE k= (А.А, 
im Pga) = plr) 

ЛЕК" 工 一 致 成 立 . 
MIERE ia i CE 多 CR ОИС 1035 lim „=. 

邵 果 这 (RR") 中 的 序列 (8): 收 合 于 零 , 则 称 1p, 全 为 堆 序 
烈 Cnuli sequence). 

例 5.2.8 设 2 间 例 5.2.6, 令 


Ф.х) = PUSLE xE R", т = 1,2,-- 


Е APERTE АСРАУ 
ШЕ 
хф 
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g. (r = ||. FCR, m= 1.2... 


则 序列 148, 入 -不 是 等 序列 , 内 为 这 时 [gw}。 69 ЖЖ supp 8 一 
{xzER"| |: | Sm RERE ае ари 


5.3 广义 函数 
531 定义 及 例 


ЖУ 5.3.1 ШОСЕ УНЕ, ЕРЕ А] 700) 
А. ЕРЕЕН y € 00), Е ç iy Bin tE 
(Spi 

WRF EE ИРЕР e ki CZ (QE p EA, h 
im gw 一 9 可 以 推出 

lim SoPa? = pd 
ШИ / E AD ER ТЕТЕ ES. 

FUD EPER TEZ Е О EHAN generalized 
function) ,或 如 上 的 分 布 cdistribution ). 

中. 上 所 有 分 布 构成 的 集 人 台 记 作 © (人 .这 是 一 个 线性 空间 ， 
4 (=R 时 , 记 作 2 (R°. 

EX 5.3.2 设 避 CR" 为 任 区 域 ,上 是 定义 在 吕 上 的 实 
REHAR 如 果 / 在 吕 内 的 每 个 有 界 区 域 上 都 是 勒 贝 格 可 积 
的 ; 则 称 是 上 的 -- 个 局 部 可 积 函 数 (locally integrable func- 
tion). fE f€ L. ОП). 

у ЕП ЕЁ БИНА ШЫ Т O C€ 7 (Q. 

(g; = [| eos tyd ， 
MJ 7 是 с) БА УЕА РУ РИ АА п С ЕДА 
АНЕ ERRE -+ O Бйр Н. ТАРЕ а И [Н 
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函数 确定 的 分 布 仍 记 作 /这 时 可 写作 
da= | fp dr Уре 200) 


局 部 可 积 函 数 所 产生 的 分 布 称 为 正则 (regular) 分 布 ,或 函 
数 型 分 布 . 
例 5.3.3 ЕШШ e€ Z (R°), A 


m 


(BP) = e (0), 
则 ë € Z” (R). 
а 不 是 正则 分 布 ,这 可 以 用 反 证 法 证 明 . 若 对 于 任意 的 自然 数 
т,® 
1 
lexp| ~ ,|zl <4, 
fT) = < z — |= ll: 
0 ‚=й > 1. 


ШЕ 0 AARE 182] 
‹Ф = 6,(0) =e, от = 1.2, 
如 果 存 在 R' 上 的 局 部 可 积 函 数 f, AP Ж p € 
2089.9 


(p) = Í fee az 
则 应 有 
КУЛЕ |в. сова 


= f Соат 


[аео бао.) 
Е 


56.0.) = 1 种 突 , 因 此 5 不 是 正则 分布 . 
* 204* 


但 是 为 了 形式 上 的 方 使 ,有 时 仍 将 3 分 布 在 检验 函数 上 的 作 
用 表 为 积分 形式 ， 


ph = [га Jp (rdr = g (0) 


称 人 为 狄 拉克 分 布 ， 
狂 拉 克 分 布 可 以 分 解 为 平面 波 . 即 当 #” 为 奇数 时 ,有 
ÒLT) SÖE a Ep) 
_ C y 
AELS 
H n 为 偶数 时 ,有 
ёбх) = ee z.) 
《一 1 ыа КЕ B se + sr.) "ds 
EPS AR 中 的 单位 球面 , (ое) S. 
例 5.3.4 令 


[е + + sao) 
| 


0, += 0, 
1. 220, 

H E R Е-Е ОАЕ. 内 该 函 
数 产 生 R 上 一 个 正则 分 布 : 


H.) =Í Hiro ldr 
R 


Hír) = | 


=| тоюш. g € ZR) 
Е 
例 5 .3.5 7а) аек БАГА HETE 


RARS | g(x)dz 产生 一 个 及 上 的 分 布 : 但 是 可 以 借助 于 黎 
最 广义 积分 的 柯 西 译 值 概 念 米 产 生 一 个 分 布 , 即 对 任意 的 9 


(R). 
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че адо |) в | Вама 
这 个 极限 是 存在 的 - 事实 上 ,由 于 ?9 可 微 , 存 在 连续 函数 p fE 
g (z) = p0) + збх) 


XE] e ECR), 存 在 正 数 M БАЛДА H 1 > M ñ 
E rz. IH е(т)=0. КЭ se“=0- 时 ,有 


F ` g + | Ege 
F Paz +f atan 
-м 


PO) iar g0 ° м 
9а. еа. r [wear + [соз 


=f жоош + Г #Ce)d: 一 | sea, 
于 是 由 式 
(Р, в) = lim |f ñ +7 ERa 


确定 了 R 上 的 一 个 分 布 , 记 作 РУ 十 | .这 是 一 个 非 正则 分 布 . 
5.3.2 分 布 的 代数 运算 


定义 5.3.6 设 QCR' 为 任意 开 区 域 . 如果 AgE О" (Qy, 
对 任意 的 复数 ,8,ey 十 8 也 是 如 上 的 一 个 分 布 , 它 由 下 式 确定 : 

taf + Ве.) = afp + Ë < p.p >, үф Є (В) 

因此 Z DETRE REPARERE ZUD ЯЯ 
为 零 的 分 布 . 

WEN S.3.7 É /€ SCR") 是 由 局 部 可 积 函 数 地 产生 的 分 
布 . MR 4 是 一 个 Xx ЧЕГИН -a € R”, Н 

л = Lu = Ay — а. V x€ К. 
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确定 了 一 个 R A R° WJ nm e. 

对 于 R° 上 的 任意 局 部 可 积 函数 Ao eE САУ «Е 
训 积 黄 数 ,由 这 个 局 部 可 积 函 数 产生 的 分 布 记 作 Lf, 对 任 党 的 
EPIR"), A 


П.Ф) =| (Ay -~ adp (y)dy 
= ЕК 
= ят „ЛОР Ddr 


= aral]. О” (A Gr + apdr. 
FL фр) Сар (A471(zx 十 a)), 刚 上 式 意 味 荐 
чу 
(1Л.ф) = det Та Ф), 


其 中 (Lo e)(z)=e (L r), ҮхЄВ", 
特别 , 当 4 NAMERE T EH 六 为 局 部 可 积 随 数 时 ,有 


Рр) = SL p) = | fg + az, 
例 5.3.8 对 于 狄 拉 克 分 布设 Lr 二 x 一 a; 则 
‹д,. е) & dap) = Bp} = g (a) 
FARER LRAT 
вару =E p) = [awpa + addr 
=| e opdr = рб. Ye ENR, 


例 5.3.9 ite ARR Lr=er (V z€ R. УЙ /为 局 部 
ШЕШ 


= 1 кую! 1а» 
7р) ТАТ) ee |Z] 
=f Ge (эйт 
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例 5.3.10 对 于 犹 控 克 分 布 0.12 Lz==z(z€ R"), 


《Spy =4 (|2) = lpw 


je] le” | 


= ,p) 


1с] 
[Ё] #1] ЖК е РЫ АУ ЁК, , ДИВ 
[ар eda = ТПО Со, 
或 者 
lcr) 一 —L цу), 


le] 
特别 ,到 c= 一 1, 则 有 
ё(— z) = (ғ) 
这 就 是 说 , 狐 注 克 函 数 是 一 个 偶 函 数 . 
定义 5.3,11 BOCE HERRER SED (y, ÆR Е 
一 个 无 穷 次 可 微 函 数 , 则 y 也 是 只 上 的 一 个 分 布 , 它 由 式 
(fp) = 9р). Уре 2700) 
йж. 
ТТЛ, ХЕ ШЙ с 及 任意 分 布 fcf 仍 是 一 个 分 布 ,对 任意 
Ë e € Z2(0) ,有 
(с.р) = с(/,ф) 
例 5.3.12 #6 AHA g A R БС АГАЎ Е 
ква p EARD. H 
9,6) = pP = ф(0)ф (0) 
=ф00)8(ф), 
EF p= 0s. 


5.3.3 分 布 的 支 集 


ЖУ 5.3.13 É OCR ARER, SEZ. TERU) 
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为 + 的 一 个 领域 . 如果 对 所 有 supplei CULOR o € Z: ((1) ,都 有 
了 (8) 二 0. 则 称 了 在 UCx) 中 为 零 . 如 时 对 于 工 的 任 一 争 域 U Cry. 7 
在 Uz) 不 为 零 , 则 称 zx 是 分 布 了 的 一 个 本 性 点 (essential point). 
子 的 所 有 本 性 点 构成 的 集合 秘 为 了 的 支 集 , 记 作 supp 1/} ,这 是 及 
中 的 一 个 闭 集 ， 

在 上 述 意 义 下 ,人 上 的 一 个 分 布 了 在 口上 的 不 同 点 有 不 同 的 
性 态 , 因 此 有 时 为 了 方便 也 常 把 ~ 个 非 函数 型 分 布 / 写 为 函数 的 
形式 f (ay. 于 是 任 一 分 布 二 在 检验 函数 ?上 的 作用 也 可 以 写 为 


Ср) = | сюр Садда 


ШЖ РЕ (Q) WJ Ж ЖЕЕ С СПУ ЖОН, Ц 
ЕСА 

当 Е 多 (9 是 一 个 连续 函数 产生 的 正则 分 布 时 ,了 作为 分 布 
的 支 集 与 它 作为 函数 的 支 集 相隔 . 

例 5.3.14 狄 拉 克 分 布 6 的 支 集 是 z=0 一 点 ; 赫 维 赛 德 分 
布 的 支 集 是 [0, 十 co). 

定理 5.3.15 É f€ 00), f ЖП LARARE С, WJ 

supp {pf} = ѕирр(@) N suppi f). 


5.5.4 分 布 序列 的 收效 


定义 5.3.16 BakoS BR БАА. MERE e 
єй), 


lim (Smp) = (frp), 


则 称 分 布 序 列 {/) 全 , 弱 收 和 仇 于 分 布 o RAAT /, 并 记 作 
lim f. = fn 


ЖЕР 5.3.17 设 {fi 与 都 是 上 的 局 部 可 积 函 数 , 如 
REN ELFE 
„іт А, Ск) = f(x) 
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НЕП ЕЁ НЕК z. 48 
| Cr (ах). 有 一 1 2 
ЛАБАН ЗА. ДГ ЯЛТ ЛП АРГУ ВА /. 

ЖУ. 5.3.18 ii A RE 上 一 列 局 部 可 积 函 数 ,如 果 作 
AR 上 的 分 布 序列 收 禾 于 狭 拉 克 分 布 8, 则 称 {Jo Б ,为 一 个 可 
序列 . 
定理 5.3.19 iS ER 上 的 一 个 非 负 可 积 函 数 ,满足 


j: (dr = 1. 


对 任意 正 数 a, 今 
лез= $|]. 
如 果 仍 用 六 表示 由 这 个 局 部 可 积 函 数 产生 的 分 布 , 则 有 
limf, = ó 
例 5.3.20 在 例 5.2.6 中 的 函数 


ғ? 
Фа) = gel Tace) ' lele 
0 ， lel >e 
作为 分 布 , 有 
йт ф = ë. 


о. 


5] 5.3.21 在 R 上 定义 一 列 函 数 


1 
то. lel <> 
2т 
‚о. m= 1.2. 


gal 
0. Iz] > zy 


则 /„ 是 一 个 人 序列 . 
例 5.3.22 在 R 上 定义 
s (= Sinmz， „оу. 


тї 


210, 


则 fan 为 全 序列 , ЗА mm 二 3,6 时 ,so 的 图 形 如 图 5.4 Етук. 


例 5.3.23 ЖЕ KEX 
1 m 
x ] + та?" 


Ш] (5.5. А) 8- ДЕЎ, s. 的 图 形 如 图 5.5. 


Sa С) = m=], 2 vn 


BJ5.3.24 R" 上 的 克 希 性 夫 (Kirehhoff ?函数 
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Kx) = Ане?" 
当 4-0. ВРЕ (x)( 作 为 分 布 的 收敛 》. 
R° 上 的 开尔文 (Kelvin) 热 源 函 数 
u (z) = (апре) 3-8 
当 2+0. Ва akhu yay di д. 
定理 5.3.25 (7.5. Е ЕГ Р S 
BR ВСС E KR RE F. E lim 7—7. 
这 称 为 分 布 空间 的 能 完备 性 (weak completeness). 


5.4 分 布 导 数 


为 了 说 明 如 何 引入 分 布 导数 ,考察 一 个 在 及 上 连续 可 微 的 函 
数 f. 由 于 f 和 扬 都 是 局 部 可 积 的 ,所 以 分 别 确定 了 R 上 的 两 个 
分 布 , 仍 记 作 了 和 Л. ATERN ç € ОЮН p' EZR). iE 
意 到 在 某 个 区 间 [a'5] 之 外 恒 为 零 , 由 分 部 积分 法 可 以 得 到 


| Ff op oda =— [Ap боду 


Bp 
(apy = ifp 

RRR АЙ-АЙ ЗЕ T A ЖЕРЕ A T 32 РЕ ЖН 
微分 运算 . 这 个 由 正则 分 布 得 到 的 结果 ,启发 人 们 用 这 种 方式 去 对 
任意 的 分 布 定义 导数 . 由 于 检验 函数 是 无 穷 次 可 微 的 ,所 以 用 这 种 
方式 引入 微分 运算 使 得 分 布 可 以 任意 求 娃 而 不 受 限制 . 

定义 5.41 ENARE PE- FERR SEDU, k= 
(Жр, Ë.) Ж — п MHR f BJ k Bih 5 Et distributional 
derivative) D f 是 如 上 的 一 个 分 布 , 它 由 下 式 确定 ， 

(Fp = С Dy}, Ye EMD, 
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特别 , 当 % 二 1 时 ,对 任意 非 负 整数 ,有 
fp = (— 1)%4/,р%®), 
《所 六) 一 一 《六 
分 布 导 数 又 称 为 广义 导数 (generaijzed derivative). 
定理 5.4.2 设 / 是 一 个 局 部 可 积 函 数 ,其 导数 D Тр ЕЗ 
且 仍 为 局 部 可 积 防 数 . 则 了 作为 分 布 , 它 的 上 阶 广义 导数 恰好 是 由 
通 数 地 的 在 阶 导数 所 产生 的 分 布 , 也 就 是 说 ,对 于 正则 分 布 ,广义 
导数 与 经 典 导 数 是 相同 的 . 
定理 5.4.3 分 布 导 数 有 下 列 性 质 ， 
Q) 所 有 分 布 都 是 任意 次 可 微 的 ， 
(2) Ë f ОСЕ" 上 的 任 一 分 布 ,如 果 DF Df… DS E 
是 零 分 布 , 则 了 在 马上 为 常数 , 即 了 是 由 某 个 常数 产生 的 分 布 . 
ЗУЛАА, е, Ж п 重 指标 , 则 БОГУ у= р ОР! Р), 
即 分 布 微 分 运算 可 以 任意 交换 次 序 , 特别 ,有 
Ff _ a 
arar DO 


(4) 设 子 为 任 一 分 布 光 为 一 无 穷 次 可 微 函 数 , 则 


{isj = 12ean) 


2D _ ag 2f . 
“Эт Tar +t ya G = 1,2,еап) 
在 一 般 情形 , 则 有 
рр = У) H" uy n). 


ЯН mdk ал 重 指标 . 

例 5.4.4 设 杏 为 R 上 的 赫 维 赛 德 分 布 , 则 对 任意 的 pE 
PRA 

(Н ру =—(Н,р'› == f piede = e(0) = ёф. 


于 是 H ХіН 8. 
例 5.4.5 Ө /(х)= e| (xzER), 这 个 局 部 可 积 函 数 产 生 
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的 分 布 为 
(Хе) = f зрб + | agiodr. p EAR) 


ШЕ ЕЕ АНИ RRE 
фу = О, р = заар (az 


定理 5 4.6 НГДУ Г.А ЕК n 重 指 标 上 ,有 supp 
С / УС Свирр{ ў). 

定理 5.4.7 аР f. ША ЕЕ» 
重 指标 六, 序列 (DA 收效 于 D: f. 

定义 5.4.83 正则 分 布 称 为 堆 阶 分 布 (distribution of order 
0). 好 果 分 布 六 能 表 为 某 个 正则 分 布 的 阶 广 多 导数 ,但 不 能 表 为 
ERR LEDE TE ER A k irt. 

定义 系 4.9 L= з а,б ту 为 一 微分 算 子 , 称 微分 算 子 


10 = Му C DHD Сурә 为 二 的 形式 伴随 算 子 (formal ad- 


joint operator). 对 任意 的 检验 函数 P 及 分 布 ,有 
‘Lf py = {fp) 
当 了 一 了 工时, 称 世 是 自 伴 的 微分 牌子 . 


例 5 4 10 0 te У? S BESA 
PH +. 
定义 5.4.11 设 工 为 一 微分 算 子 ,如 果 分 布 /满足 方程 


Lf = 5, 
则 称 了 是 元 的 一 个 基本 解 (fundamental solution). 
EX5 412 设 f,g€ 名 (R), 如 果 / 是 g 的 分 布 导数 , 则 称 
如 为 了 的 原 函 数 (hermitive function). 
定理 5.4.13 HAM z 是 分 布 了 的 一 个 原 函 数 , 则 对 任意 常 
Hett gte 也 是 STRA 
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5.5 一 些 重要 的 分 布 


例 5.5.1 PE ata et til gnr. 
ERREA G 

кб у 2 0. 

.0 , rO 

Кед 1 I. Kk S БИр Ei ГН .ri 是 R 上 的 
АЕ ЩТ, JE E. 

ару = [ me (dz. Фф Є СВ) 

当 Regl BR. КЭН НК. ВРЕД REE Д с^. 
但 是 可 以 用 解析 并 拓 的 方法 村 Кед —1 ВУЧНА: ЛЕ ә. К 
意 如 下 : 

IHES p EAR) Rei if. 


Г СА) = (y e) = | ар (dr 
是 2 的 解析 函数 .因为 它 有 导数 
fO = ë пф (т). 

Mp / САУ N 

. '. ， = g0) 

£f u = f fpi ~ е@(0)7 +) сруба + EL 

此 式 右 端 第 一 项 对 ReX> - 9. Ж Р AA 4, 第 二 项 对 
TABATA. TEAKE А, OOT OAKA: Вед 
>—2,A— 1 h 2. 

ҖЕ К АЕ. /, СА ЛГ R ИТЕ ЕПА Rea т 一 1， 
Až =l en m da g: {ЖАА 


. г 
^4) = ee (Cr) — @(0) ~ (0) CO— 6 


— 
{ = 151 
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rd 
га OLES) хр Cedr + > (А САУАТ ЕУ 


人 这样, 了, (四) 就 被 解析 开拓 到 除了 2 二 一 1, 一 2,… ,一 2 以 


外 的 整个 复 平面 上 去 了 . 


如 果 任 总 确 定 复 数 4 天 一 1 一 2 一 mo 而 使 在 SP (R) 
中 变动 , 则 y, QUE 多 (R) 上 的 一 个 连续 线性 泛 函 . 这 样 得 到 的 
分 布 就 记 作 z'. 有 时 也 称 这 样 得 到 的 分 布 = 3 ОВА # (pseudo 


function). 
ША W т 1<Re4< m 时 ,分 布 二 可 以 简化 为 
га 
(rp) -f rle (т) — p (0) — rp' (0) 


= — = pr "| 
х 
ñ a > TZD. 
= 
0° + == 0. 
按照 与 上 相同 的 程序 产生 的 分 布 . 当 Вед —1 时 , 它 由 式 
ote = | lel'e Еро 
确定 ERR —ж=—1<1КеА< —ж 内, 则 有 
O р) =| [ee z) — p (0) + z@' (0) 


тулна 
=. 一 Т ат носоз Jaz. 


Я | z || 与 上 x'sgnwx 分 别 定 义 为 
lri = z L z, 
| х || ‘рах = r} д^. 


Ж®%—2жт-1<Кей<`—2ю--1{4.Ж 


+ 
° 


dalhe =[ lem +e t= ә — [eo + Sere 
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一 人 

tt 2000 jde. 
FSI, S А 2н, RA 
(z Pep Ssi |>] mg) 
М 
Í relem + р(— >) — [po 
| 
im 2 


1? о" = m- 
+ 5? (0) + + Um- J ео аз. 


ERK — 2и — 2 КеА< —2m 内 ,有 
С sgnr,p) =| g(r) ?| zp о) 


ЕИ! 
+ 2 Dr O |+. 


3 
+ 319700) + =. 
特别 , 令 А=—2=—1, Н 
(xl p) = lja l 


=| <” patei z) 


2 sgnr,p) 
лд? 
= 2 ро + рео + = 


m=] 
== "o laz 


以 上 几 个 分 布 与 狄 拉克 分 布 的 关系 为 


Я 


i moia 
гот! “(x), 

A 

z- _ m—1 
元 二 -| = 全 Der tm， 

1:1 " 

ТАФ 1 = {— түз 1 《am e a, 
rH O был 700, 
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1 zl запт ол — D! 
\ — — тод tre Ст 1) б 
п) 0 яр ОЛ 
2 | less 
以 上 几 个 分 布 的 广义 导数 是 : 
是 Ce = amta 
d 
олу А i 


Eole о Ат ваз 


А создал) = А12. 


例 5.5.2 分 布 (z 十 i0) 50—10), 
分 布 (rf 十 08 与 (x 一 i0)* 的 定义 分 别 为 
(z + 10) = zà + eri 


(z — 10)* = +e wr 


ЖИПЕЛЕШ л. ЖЕЙМ 
эт gyei 
Са 40)" = ас" — О ӘР дес), 
(а 0)" = то” + а б"), 


Ee io] = az 十 io， 


是 [Ge — i07] = Аа 10): 
例 5.5.3 1 21а". y х1". 
a me, ба) 
a анх = TES 
它们 在 任意 p € OR) БЕНАЯ У 
+ 218 


crs larz Р = | alata] gG — p60) —лў'0) 


z”) 5 了 
— = — ут?” 1 (0) jdr 


+ [ I лче Cr}dr 


і ҳа (— 1)"т!ф* P) 
DT 


Rel >— m — 1, Аз 1, 2 
34 — ә 1 Бед — т 时 ,由 
iat nr》 -f ЕС (х) — Ф (0) 
9 


на 


Е l J 
G — DÝ (0) jdr 
以 及 
с^ Inep) = [| oa $6— т) — #60) + z9' (05 
4р - 
La a CU 17 1 анор ] 
бя D! ё (0) ағ. 
15.5.4 бах tHbrte t. 


AEAN 
(баз? + bz He) , Maa? tbr + e> 0, 
ar phr с 1 x +e) Ш аа? + bz + c> 0 
[0 ‚ 4 ах? + бл + £ < 0. 
ЎА 9 ar bae): АЕР] ERR Ж, N| H 2 
(Сал? + br + с) p (2) 
=Í ; (аз + bz + є)ў'р(ї)Чт 
十 机 FT 


确定 了 一 个 及 上 的 分 布 Ccz Horty. 
对 于 其 它 的 复数 A, 可 以 利用 解析 开 托 的 方法 来 定义 这 个 分 


ж. 
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通 计 对 变量 x 进行 线性 变换 可 以 把 函数 (zx 十 bx 十 c+ 变 为 
下 列 四 种 形式 之 一 : 
aSr, (+a, б А, 22. 
其 中 分 布 EERS 5.1 中 出 现 . 
PEA AMU 04 Кед> —1 及 Кед 一 二 时 分 别 
由 积分 确定 ; 
(rp) = f ‚а — ry {rdr, 


(Q + z, py = [в + ж?) (z)dz. 
WT O OS ЯЗУ Гр FI J Ж ТЕНЕ X dri (1-4 2253 和 


(1—22)4. 
16 02° — 104 ДАТЕ =É 
ба р е а = erp садаа 
+ [а 一 zip (z)dz 
L 
确定 . 
例 5.5.5 Лр. 
5 7 二 {如 十 下 十 入, 则 当 Re —a 时 ,由 式 
mp = | p (rdr 
R 


定义 了 正则 分 布 ,局 样 利用 解析 开拓 的 方法 对 其 它 的 复数 4 定 
义 POAFE 一 tn 十 1) ,一 (x 十 2),*…). 
分 布 可 以 分 解 为 平面 波 , 即 


2 1 | .. 5 
PEETI = Үт ‚не + ` + зх, dS. 
у | то? r| =T ) 


RF SAR 中 的 单位 球面 , Gs) € S. 
+ 220. 


r at ó ЖА 


2 
$.г| А + | А = (ғ). 
其 中 5, Ж S HER. 
由 此 又 可 以 得 到 6 的 平面 波 分 解 式 : 
вау = mm [see + = + szodS, 


n = 1.3, Om — Der 


《一 эе р sa + H sr dS, 


дш 7 ry 

| я = 2,4, (йт), 
FF. fE R° 中 ,有 
A| 工 | 一 一 ёл) 
` r, 
在 R"(az3)? 中 有 
А) @ — D03860). 
(Г Н 
ER 中 则 有 


af In 了 工 | = зке 
r 


КА ерт. 
з. 5.6 集中 作用 在 光滑 曲面 上 的 分 布 365), 
设 paoro R RAKTRES ДН Стол) 0 
确定 的 a 一 1 ЕЙГЕ. 在 5 的 每 个 点 都 有 v= (22,22) 0, 
设 避 是 满足 方程 4p + ww 一 dy (这 里 dV ÆR 中 的 体积 元 ?的 


п 防 徽 分 形式 , 则 w 在 曲面 $ 上 是 由 户 唯 一 确定 的 , 对 于 每 个 
ре 208"), 
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ÊC) p? = | # Со 
кез 
则 由 此 式 确定 R" En Arda 80р), 0050. 
特别 ; 当 S ЖЕШ = 0 В озо ИА e 
ZR" 有 
Bp) PP》 =‹б(л,).ф) 


=| ОАЕ ГЕСЕ Д 
"= 


EG 
1, рут > 0, 
ноз =] n 
0, 5 plast) < 0. 
MAR 


(Hip) p’ = Í prydr 
rro 


确定 了 R" 上 的 一 个 分 布 五 (p). 并 且 有 
Но) ap 
дт, дух, 
%Н‹р) = б\р) VP 
例 5.5.7 ЕЛ. 
设 5 为 R" 中 的 -个 浑 片 光滑 的 G4-…1) 维 曲面 ,o 是 定义 在 5 
上 的 局 部 可 积 函 数 , 令 
Дт) = | ee — Фаз 


称 FE ROAR S 上 的 单 层 分 布 (single -layer distri- 
bution). 对 任意 的 检验 函数 gE ©). + 


Cp = (| оё Dase) 


Cp). i= 1.2," n 


=Í; (Hads 


利用 例 5. 5. 6 АН AS), X PHRA E S EA R da 
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` ешн ы, seer м» 
TE ansa ана. 


Y OS. 这 是 因为 
p = peeds = | ç detas 

15.5.8 双 层 分 布 . 

ES 为 R" 中 的 一 个 逐 片 光滑 的 (x 一 1) 维 曲面 ,r 是 3 上 上 的 一 
个 局 部 可 积 函 数 . 如 架 把 r {ЕЛГЕ S ЕНЕ ЛЕ. ШЕШ 
ШЇ }-#ф— 14 ё ЯМЕН ЛЕ Ж 45, 所 产生 的 双 极 场 的 体 密 度 为 
= r) E e — 348, 
整个 曲面 S 产生 的 体 密度 为 

= [0 ес — ss 

这 是 R" 上 的 一 个 分 布 , 称 为 展 布 在 S3 LARES (double 


layer distribution). 
如 果 利 用 例 5. 5. 6 rh 6 Л 0С5). M E E W ЕЕ 
2.020059). EB] DFE РСВ) 


(— [a Zac — баз, д) 


- [za 22945, = foan 22 45, 
ds дп к" дп 


=! ОА 
一 -一 GOLO- = {一 эл OP 


5.6 分 布 的 直 积 与 卷 积 
5-6-1 分 布 的 直 积 
ЖМ 5.61 HIA к= rr ta) F у= (yu УЛ 
R” E R 中 的 点 ;f/f 二 fC) 与 g 一 g(y) 表 示 R" 和 R* 上 的 和 分布 ;9 
一 lr) феру) R" 和 R" 上 的 检验 函数 ,= 加 Cr,y) 表 示 
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R”… 上 的 检验 函数 ， 
ЕВ ФЕ 206") R z€ 2'(R"),- 
ф(х) = (giy) Piz. y)) 
则 g EZR). FEIER РЄ 2'(R”),(f (z). (x) 8 Ë 
ЖЯ. 

对 任意 的 FE (К) у gE ZR, CHAR Qe ÆRU 
上 的 一 个 分 布 , 由 下 式 确 定 ， 

СРО gE = (/,‹а@,Ф)), y EE gR”), 

定理 5.6. 2 ЯЛ ИЙ H 8 TINEA.: 

(1) 可 交换 性 : 即 对 任意 的 了 E 2'(R=)5 g€ ZR, H 
J@z= gG. 

(2) 连续 性 , 即 车 D (R") 的 序列 {fi 这 ,在 Z (“РӘН 
TIED (R"), 则 对 于 任意 的 gE Z” (R), РН Уе}. Bl lk Sk 
于 Є Z (R”:”). 

(3) 结合 律 : 对 任意 的 СКОК ЕН EZR), AE 
PRA 

ГЕ АЈ [BO 

(4) supp (Хд) =supp{ 7) Хвирр{@}. 

(5) ЕАО Е kert h) Сао. 
DIO @ gG) = [рУ] @ Су), 
DDO б) go] = [D f(z)] DW Doh 

其 中 D.,D, 分 别 表示 对 变量 т,у 求 微 商 . 
(6) 对 任意 的 a € R", Ë 
CODE Hay) = flr а) G) ебу). 

(5.6.3 8(х)б©ё(у)=8(х› у). 

这 是 因为 ,对 任意 的 (x,y E zR), 

4902) 50 2(y),@) = (00) ,8(у),Ф(х + у)? 
= ((0),Ф(2,0)) = Ф(0,0) 


=={8(х,у),Ф). 
定理 5.6.4 若 用 S Sr. 与 .+r 分别 表示 R",R" 与 R™* 
上 的 速 降 丁 数 空间 , 则 对 任意 的 了 E55gE S50, 它们 的 直 积 fg 
E51ns 并 且 这 个 直 积 具有 定理 5. 6.2 中 所 列举 的 性 质 . 


5.6.2 БЕЗЕ 
ЖУ 565 若 六 gs 都 是 R 上 的 勒 贝 格 函 数 , 则 它们 的 卷 积 


(convolution) 
(f * g)(x) = | roya = y)dy 


也 是 R" 上 的 可 积 函 数 , Hi f = zg 产生 的 分 布 由 下 式 确 定 : 对 任意 9 
єк), 


Trg | eos ade 


= (Ёк) GQ gaplar + y)) 
由 此 自然 设想 用 同 祥 的 方式 定义 任意 两 个 分 布 Ag 的 卷 积 . 
但 这 里 尚 有 一 个 和 问题, 即 函数 w(z 十 妇 作 为 上 的 函数 ,其 支 
集 不 是 有 界 的 , ЕЕ ИЛЕН" "中 的 一 个 无 限 带 形 , 即 存在 常数 
А.В 使 得 
supp{g(z + y)) = ((z,y) ЄК" | A< z + y < B). 
这 就 可 能 使 得 分 布 Са 在 g(x 十 y) 上 的 作用 失去 意义 . 为 了 克 
服 这 个 困难 ,必须 对 分 布 上 和 e 作 某 些 限制 . 例如 , 当 suppi /G9z1 
与 supp {p 《x 十 y)) 的 交集 为 有 界 集 时 ,就 可 以 保证 ‘/ 的 g， 
paty AE. 而 在 下 列 两 种 情形 ,可 以 实现 这 一 要 求 . 
O 分 布 了 与 g 的 支 集 至 少 有 一 个 是 有 界 的 ， 
(2) / 5 g 的 支 集 同时 在 同一 仙 有 界 , 例 如 在 一 维 情形 ,存在 
常数 4, 使 得 
supp (fl C (r € R | z< At, supple} C (z € Й|х <& A. b, 
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定理 5.6.6 分 布 的 卷 积 ( 如 果 存 在 ) 具 有 下 烈性 质 : 
(1) 交换 律 : 即 
` fxg= g*fi 

(2) 结合 律 ; 即 

(Га р) ж = Га (днд); 
(3) EEH АЕ (А...) 
СОР) жр = D'(f x g) = f x (Ов); 

(4) 连续 性 : ВАУ ВИАС f,g 为 任意 分 
布 , 风 在 下 列 三 个 条 件 之 一 满足 时 ,序列 {f., а И-КЕ f + 
g: 


D 所 有 fCm 一 1,2,…) 的 支 集 都 局 限 在 某 一 个 有 界 集 之 中 . 
2) 分 布 к 的 支 集 为 有 界 集 . 
D 分 布 了 与 引 的 支 集 在 辣 侧 有 界 . 
例 5.6.7 对 任意 的 分 布 A, 有 

ёк = ү; 

бб а) ж f = fir — а), 

lr — a) x д(х — Б) = lz — a — Б), 
对 任意 微分 算 子 工 ,有 

(LS) a f = дж (L fy = Lf. 


特别 有 
б yx f = fe, 
定理 5.6.8 设 ¢ 为 检验 函数 , 则 对 任意 的 分 布 f. f = ?是 无 
穷 次 可 微 函数 
例 5.6.9 Ф, 30 5. 2. 6 中 的 函数 


， 
пез ее Tr) БЕХ 
> Laj >e 
EFEDRO ,所 以 对 于 任意 的 分 布 1,/ x % REIKI 
‚226. 


AR. X H 258 сно В а ЯИС ó. BIL f = p НАТ /. 
Jt. ЗАГ R ЫЛЕ Z CR") 中 稠密 . 由 此 又 知道 ,空间 < 和 
也 在 S (R) F Е. 


5.6.3 ЖИЕН 


定理 5.6.10 设 工 为 -线性 微分 算 子 ,f 为 任 一 分 布 , 则 微 

分 方程 
Lu = f 

ШЖ М a= f + E ah E ЖЛ ir L. Тай ЕЙ. 

例 5.6.1 牛顿 位 势 . 

对 于 R” 中 的 密度 函数 о. ЖЕҢИ Poisson) gy E 

一 Vulr) = р(х). 
这 个 方程 的 解 称 为 由 密度 函数 p А {уау k {у h. 


当 ? 一 3 时 ,微分 算 子 一 у 的 基本 解 为 了 Г" ,于 是 “一 
时 的 牛顿 位 势 为 


V(r) =рх+ 


4 «Тат 


_— 

їт | т 

=L ply) 
ihe Га yj” 
对 于 n23 


1 
ы — 
PO =e nr 


492) N 
=Й, 1 >Р zdy 


M n=? 8. – FER а -所 以 相应 的 牛顿 位 
势 为 


Ti 


1 
Vlr) =рж zn: тї 


Spaja On тура» 
例 5.6.12 单 层 位 势 . 
185 为 一 有 界 的 逐 片 光滑 的 双 侧 曲面 ,sz) 是 $ 上 的 局 部 可 
PEAR. оса) В = 产生 的 单 层 分 布 . 由 这 个 分 布 产生 的 
单 层 位 势 (single-layer potential) 为 


У (z) =s(r)ÓCS) ж 


— 1 _ 
tn — DA, |= ||” 2 


1 aly) 
G 92). [<= 5195" 


_ lila 1 | 
УФ т) =a(z)8(S) ж 去 | ГЕ | 


_1 1 
|, 999% таура, 


0) 5.6.13 双 层 位 势 ， 
设 5 为 一 有 限 的 逐 片 光滑 曲面 ,r(xz) 是 $ КЕЙ. 


SOON E T E T 的 双 层 分 布 . 由 这 个 分 布 产生 的 位 势 


s=. 5 — -—1_ 
үп 一 390 6:2805)1* (ЕРИ, Тр 


= 1 3 1 
G galo In, |z 52959 "23 


1 
ill 


1 д 1 
= 去 | ro Ba," [=] dS, 


5, д 
УР) —— Гаа) 05) + Zin 


5.7 组 增 分 布 与 伟 里 叶 变换 


经 典 函 数 的 傅 里 叶 变 换 由 下 式 确定 ; 
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Ше? -| emo firda 


HP yS (уроо) а Z= (miza ze) 
Oz) = y. + yrka + = + уж, 
自然 会 设想 借助 于 检验 函数 的 情 里 叶 变 换 来 定义 分 布 的 傅 里 
时 变换 , 即 


(f p = СР), р € VR), 
但 是 这 样 做 将 遇 到 一 个 困难 ,对 于 检验 函数 9 , 它 的 傅 里 叶 变 
换 一 般 不 再 是 检验 函数 ,于 是 4 太 欠 就 不 再 有 意义 . 因此 ,为 了 对 
广义 卫 数 定义 傅 里 叶 变 换 ,需要 扩充 检验 函数 ,引进 速 降 函 数 的 委 


5.7.1 速 降 检验 函数 


定义 5.7.1 еле Е" 上 的 一 个 实 或 复 值 函 数 ,如 果 
?满足 下 列 条 件 : 

M 9 在 R" EFKA. 

D 9 及 其 任意 阶 导 数 在 无 穷 远 赵 于 零 的 速度 比 任意 多 项 式 
的 倒数 都 快 , 即 对 任意 的 = 重 指标 及 任意 多 项 式 pao AER 
数 cp, 使 得 

[Сф D] < es V z€ Е", 

MPE е Ж—1ЗЖ КЕЦШ SE (rapidly decreasing function) ,简称 速 
Вк. 

ЕЕРЕЕ in E S”, АЗЕ 
间 . 

例 5.7.2 令 


j iell’) А 
ç (z) = exp| ° |: т £ Е". 
EP rS (тул yx) Bz] а etai 则 9 是 一 个 速 
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КЕРЕ. 
定理 5.7.3 速 降 函 数 空间 5” 有 下 列 性 质 : 
(1) < 是 个 线性 空间 . 
(2) 车 gE , 则 对 任意 的 微分 算 子 工 和 任意 的 多 项 式 p, 有 
pir gES. 
(3) Z'(R')C->°, 
定义 5.7.4 Wg. CS”, 0 € 5 如果 对 任意 的 n 重 指 
标 р (ру, разе р) Ж k= skak RA 
lim {sup |z” (Dig, (z) 一 D:g,Cz))| |= 0 
mrte кєр" 
ЖЕЛЕ (р EAF ро, 如 果 оС) 0, W pni 37—98 
序列 . 
定理 $5.7.5 ZREL pH RRA pE ,存在 区 CR) 
中 的 一 个 序列 fp 二 使 得 在 定义 5.7. 4 的 意义 下 有 lim „= 
内 
事实 上 , 设 9 是 在 例 5,2.7 中 引进 的 函数 , 若 令 pg, (2) = 


?| 区]， (m= 1,2,---.) , 则 有 
lim рй = V # € S“. 


m =+ 


5.7.2 组 增 分 布 


定义 5.7.6 BL E S° 上 的 一 个 线性 泛 函 ,如 果 对 于 乡 "中 

的 任意 零 序 列 {fp Js- ,总 有 
in 一 0 

则 称 了 是 上 的 一 个 连续 线性 泛 函 . 

S 上 的 连续 线性 证 函 称 为 绥 增 分 布 (distributien of slow 
growth). 所 有 缓 增 分 布 构成 的 集合 记 作 s. 

定理 5.7.7 5 具有 下 列 性 质 : 
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СОФ СБ" MERR p. fi B€ Z Bi ДЕ 
线性 空间 ， 

(2) 落 fe sr' W 3 rER 的 尾 一 线性 变换 ,有 
LFAE SY .其 中 心 如 定义 5.3.7 所 述 ， 

D 若 /€ 3. 则 对 任意 的 微分 算 子 工 , 有 КЄ". 

(4) ТСЕ R"). 

{5.7.8 $= Уга — m) WES. [Ee 6 s, 


BIS. ЖШ ЫШ рса) е , 则 有 
人 = (f. p = Xis. 
这 说 明 ， H 2358 B mp SE =, 所 得 到 的 结果 不 一 
是 缓 增 分 布 . 
EX 579 If. CS € s". MW ST o Cs 都 


лї} 


dim Far = (/,@. 

WER Z, о AA RTF /或 简称 收敛 于 

定理 5.7.10 к Ра f€ s. 如果 序 列 1f,}%-_, 在 
заат Р СА Е S" (RO Hb Sa Е /. 

H 5.7.11 po re, “十 72) 是 R" 上 一 个 局 部 可 积 
消 数 ,因此 由 式 

p = fros (х)йх. фе F(R"). 

WET -个 正则 分 布 EZR) {Н 上 不 是 缓 增 分 布 . 事实 上 , 取 
еа екране аф) |, 


Оё = | epte t n + Dl =+ =. 
к „2 J 


EXS 712 设 / 是 定义 在 R* 上 的 无 穷 次 可 微 函 数 , 如 采 
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存在 非 负 整数 i 使 得 对 任意 的 x BIKIR k= (ha k. ПЕЋ 
lim | П а) | = 0, 
MF 了 是 一 个 绥 增 函数 (slowly growth function). 
定理 5.7.13 对 每 个 缓 增 函数 н 
СР.) = [сое соаг. Фф € >. 
确定 了 一 个 缓 增 分 布 上 
5.7.3 速 降 函 数 的 仿 里 叶 变 换 


ЖХ 5.7.14 IEE p ESPE 
p (и) = Fip we f eng G)dz 


Ж o ЧЁШїҤ Б {ШСЕосипег trenstorm). #F 


И — = ка! iuro Cr 
ф (и) = 5 [g (z)] =). g (z)dz 


Ж o BJ 48 B ih ef (inverse Fourier transform). 
定理 5.7.15 速 降 函 数 的 傅 里 叶 变换 具有 干 列 性 质 ， 
(1) 傅 里 呈 变 换 2 及 其 道 变换 s HSE ян] se 到 自身 的 
一 对 一 的 、 映 满 的 连续 线性 喘 射 . 
(2) 对 任意 的 EER А= (ki, 有 
Ср | (и) = (— iuga) 
或 者 
гарбе Т (u) = wp) 
А] 
其 中 u= a Dp 
|| = k, 十 。… + ka 
(3) 对 任意 多 项 式 p, 有 


[a д I | ‚б. 
Г аа рб] би) = P(— iuste, — inple), 
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或 者 
. 3 8 | ` ~ 
[eli өзө! экст) (ш) = ри, st P) 


(4) [p] (а) = ра). 9] (z)=e (z); 
(5) EEH S Gono) F 
[аху T (и) = Dipu), 


Га] Gu) = (— iD pu) 
(6) 对 任意 多 项 式 p, 恒 有 


А ñ - д а - 
[pünn] Ga) = р эш? О, 


|а); 


і 
dus: 


.9 ‚4 
Срб уох, pp] (u) = pl Р 


《7) 对 任意 的 a€R", 有 

[g (z — ау] (u) = epu), 

glu +a) = lep] (ш); 

PP ак=ак tHe Hanten 
(8) # AH na НЕ, А' АЫФ ESEE BE WS 
[p (Az>] GO = detA | “HAY u] 
特别 , 当 4 为 正 交 阵 时 ,有 
[PAD] (и) = (Аи). 


例 5.7.16 glx)~exp| 一 写 ] 是 RR 上 的 一 个 速 降 丁 数 ,并 
яш 


g'ir) =— rp lr). 
在 此 方程 两 端 各 取 傅 里 叶 变换 ,得 


ОЕ 
一 шефи) = 1 gf 
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由 此 可 得 
d- Бри 
5090270 = 0. 
TETEH E c tii 
фи) = re £ 
又 注意 到 
po) == | el 一 z] dr = VIR, 


所 以 c=1. 因此， 


| H 


gu) = exp] 一 5] = Ing (u), 


5.7.4 组 增 分 布 的 傅 里 叶 变 换 


定义 5.7.17 设 / 是 一 个 缓 增 分 布 ,上 的 信里 叶 变换 广 = 
.52( 门 也 是 一 个 缓 赠 分 布 ,由 下 式 确定 
(Т. = (fp, «Єз 
f B pik api 一 .部 1(f) 是 由 式 
Рр = (Гуф РЄ 5, 
HENNE. 
定理 5.7.18 GETER A 和 傅 里 叶 道 变换 2 REA 
到 自身 的 一 一 对 应 的 , 映 满 的 ,连续 的 线性 上 映 射 ， 
ЯЗВА ERBA C S 38 Р РЄ 57. Д 
С-З СЕ 广 . 反之 亦 然 
定理 5.7. 19 ”组 增 分 布 的 博 里 时 变换 有 下 列 性 质 ，; 
Q) [£ Т боў 
其 中 Сс АЙНИ ГУЙ f(x) 则 表示 在 变量 的 变换 y 
三 一 Zz 之 下 产生 的 分 布 ( 见 定义 5.3.7), 以 下 类 拟 ， 
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` нанач a ea. аа 


(2) S ә. 有 


РТИ =ор(— — is) ( 
HEr 4 ] (ш) = 0 lart, іа) (и). 
g > 
СІ Эт” зт, zj (бш) = plru DS (ш). 
特别 有 


[Bf] GO = (— iayf (ay, 
[GD] (иу = Ў ш) 

(3) 对 任意 多 项 式 p, 有 
| 总 于 GO), 
[cn z) (и) = Miami ==] (ш). 

特别 有 
LGD] (и) = Df (u), 
[z'f] G) = (іу? (ш), 
G) 对 任意 的 ecER", 有 
[Fie а) (и) = ебе (ну, 
Гек] (ш) = f G + a) 
(5) 对 任意 的 nxn 可 道 矩阵 4, 有 
[EAD] (и) = [detA] (АЭ) 
当 4 为 正安 阵 时 , 则 有 
[AAD] (а) = (Ан). 
ESL HEP ESE H 
сту] co = L ш 


A zy] (0) == f ú 


5.7.20 Masiy riya B np ЕЙ. 
ЕЕ è 的 傅 里 叶 变换 (一 元 情形 + 
ф(т)=1. 

Г1] (и) =2пд<и). 


[PG] =ne) 4] 2003899 p AEIR. 
[8 (zy ] бау С 158 

Гау (0) = (10% Чий", 

Lètra] (ш) =е"", 

Ге] (м) = relu th). 

[cosbz] (а) =al utb) QC Б) ]. 

sinda] (a )=—iaz[#( +b)—9(u—5) J. 
coshbr] (и) = [800—180 Heu +ib) 3. 

sinhazr] би =т[д\и++160—8(н—1ф)], 

《2》 有 关 赫 维 赛 德 分 布 的 博 里 叶 变换 : 


[H G] и) адс] 1). 


Сн] Со тда) ip). 


[H (am 1р Go ©. 


н 
[еп (х) 1 сдан E]. 
[7 2) ] Ca)=Im sgn(u), 


L=] тату ыт. m=], 2; 


[(т—а) "] (и)=1" p Di 
(3) ЖЛ ride fe seno hE: 

D ] Goset PAMA (ti0) AEN 
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esgn(z). 


Ыс маманта, а осоо са на саа лава, 


[2 етт a4] Ü 土 i0) tl, 2A 关 一 1 一 92, 
3 (#)=e J Guio) 52-1, 


[r1] GO =i" nlu "IHES D” кд” (а) ], m=], 2... 
[i OPT DD m] а "ind G0) m=], 2, 
[ir (а) = -2PH DsintAn/2) jui Al, 0,6 
isgn(c)] QO =i (A+ 1)cos(Am/2)1 |" sgn(z), 
Al E2 ee 


ч 


ж" Go =i HD Ja m! 
FECSA — Jingu), ао, 
"sgn(z)] (и) 1" {1-6 10* 1197" 'm! 
HES DPT рты), m=0, 
1,2, 
х1" (a)=(—1"2z8%”(), m=0,], 2 e 


ж|'"веп(л)]` (ау == 200-1)" т) ш 271, m=0,1,.2, 


ч 


[lz] OSES T 2 二 1) 2-2, т=0.1,2, 


гп 


z|]”8gn(z)] GOS D Om u, m=0,1, 2 


жү 
2re |, 


Peio eh дуня 

(4) 分 布 rine. ЛЕ: 

Erin] Сое [Patti зга+р) 
X Cuti0 2- ГАФ) (age io)" 2 1 


Xina til, 421, 2... 
Шал. ] вож =i [P'O zi ш-н) | 
tio ntio))} 


0237 + 


ачаа] бое гаво Frat | 
X atio) [г a+) i ST 
a+ D Jaio i ' 
іе A+) (wti0) Ча (0-10) 
十 ie PITO.) (и 10072 Ча (10), 
А-1... 
11а {| вваск) | пзе [г а+о+ зга 
т 
2 
+ Dtio Inle HiO Hie T+ (а 10) n(n 10), 
1 天 一 1 ,一 2 


十 i0) š не [точ Di газ а nira 


т] 
214% 


Са 1217 сота Eleu Hion i re i 
—i0y mi (Hi0) 'In(z+-i0)+-iG—i0) 7а (6—10). 
[la |x lsg (=i roi + jeto "Tia 


—1 Z |io) 1— ile H0) Чаба 100—1 0и 10) 0а (и mi0). 
(5) Асал bz + c). ЛЕ 


, а Ё 
Гар о) VET E] л), 
Д 1,2,5" 


2 ут lelg $ 


+ 
FEA 21 Nia Са] 


LAH yF (a)= 


П 
-al 


— i z 
[GDA] DSTA ZZ Z] м. фр 
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А 


aal cosl +3], рар л 8р 
TAHI x н . 


u 
2 


зак) 62] 
[2 — 12" | (ш) А EEE 


1 
к) Эш, т 
=1,2, I 
(6) 一 些 多 元 分 布 的 傅 里 时 变换 
在 以 下 种 式 中 ,z= (уо) itii), 
а= (a azta, ала Базль 4-9 алта. 
r= (aitaita о Сиа еа, 
[62)] {x)=1 
[plris za e z.) (н) 


ааа а 
= (2 2 "ав ШЕРИ И iza ёч), 
EP p Hn 变量 多 项 式 . 


[00=—а)] (и) =её, 
Гер (м) = (2я)"8 (иа). 
[20-—5)] OSS, biJ (6р), н 1,2,6 


[ala] (оу= 4л эе, n=3. 


[ 58) | ө] (p)=5, 2 site 


P 
其 中 S, AR 中 单位 球面 面积 . 
piata) 
гәт аА 2. | „= 
ri 一 了 | 
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575 直 积 与 卷 积 的 傅 里 叶 变 换 


定理 5.7.21 对 任意 的 了 E55 与 gE€9 A 
(fe Bae] =f Og. 
Le во] =EL Oga] 
=F,[ G) або 
其 中 FoF, 分 别 表示 对 变革 ry 作 博 里 叶 变换 . 
定理 5.7.22 若 分 布 了 与 外 的 卷 积 有 意义 , 则 
CFs g] (и) = f Gu) + (и). 


5.7.6 某 些 应 用 


例 5.7.23 坷 维 空间 波动 方程 柯 西 问题 的 基本 解 ， 
Жн 为 奇数 , 求 波动 方程 


3u J'u д?н 


++» 


əe дд 
的 基本 解 , 即 满足 以 下 条 件 的 解 . 


Əz(r,0) 
ибх.0) = 0, a 


波动 方程 的 通 解 可 以 表 为 如 下 形式 ， 
ах.) = |9 „бае tida 


= ф(т). 


+ бтр „# юе "чө 
| ә) + (e) Jeda = 0, 
В бо) = — (О ЕЗИ. 


Ф (0) 全 2809) 一 一 2iyg;(0) ,于 是 
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таьна ca шулы уы 


u(r rt) = 90е “sinptdo 


一 多 [poina] 
第 二 个 初 值 条 件 变 为 


240.0) — раје рдо 
= (ғ). 
或 者 
S [eg(e)] = èle). 
从 而 


peca) = [Br] (a) = 1. 
代入 上 面 xz 的 表达 式 ,就 得 


ulert) = [me 
Г 


公式 (5.7,20) 的 (6) 中 第 65 式 ,并 取 n=2m 十 3, 得 wx) 


[me] SF hA ee 
如 果 上 面 第 二 个 初 值 条 件 改 为 


ди(т,0б) 
at 


等 于 


= fiz), 
则 方程 的 解 是 


— {[* l d " a-zo rn 
ит) = VERSES PISME 


其 中 MURRE SEERE | ë | =: ЕЕ НҢ. 特别 


H n=3,m=0 时 ， 


ибт) = МГУ. 
5.7.24 Веја тан. 
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ЖЕ Е (Schrodinger ЯЕ Е.Р), 
_ | ECL) — 1 — 
= irt) = OÖ), zE€R', 22 0. 
将 方程 两 端 关于 变量 x 作 傅 里 时 变换 ,得 到 
1 аК(м,й) 
i dż 
这 个 方程 的 解 为 
EG) = iHG)exp(— 18 |а|). 
É КИШ ЕА ВГА 85 fg. 29 ТЖ É bJ пре 
Ph 5 5 = 有 关 的 函数 
Ё(им ү) = iH(Dexp[— (є + і) [4 [2], £ > 0. 
当 е0) t, ВЕЗУТ, E Gon ЮЕ Р Èu). 由 于 傅 里 时 
逆 变 换 是 连续 映射 ,所 以 E (u t. AERA F E(x ,2). 
按 逆 变 换 的 定义 ,有 
Е(х!,є) = (om | ехр[— ix +u — (g+ it) [4 |208 


IH rhel єз netizen] Je) 


+ |а Са) = 8@). 


expl 一 Кх 12 1 
4Ce + it) 
A ек0), ЕС ЕЛИ q Et) В 
= -a-t aey ПЕ? 
E(x,t) = (2r) "t Sj"exp 49 | 


其 中 
J = | е ыд» = me. 
x 


于 是 醉 定 请 算 子 的 基本 解 为 
Cirt) = H(OE(z,t). 
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5.8 分 布 的 拉 普 拉 斯 变换 
5.8.1 经 典范 数 的 拉 普 拉 斯 变换 

N 5-8-1 1 / ЯРЫ ‚(0ч < оо) АЧ 9 {ЦШ ЖД. 如果 
EERE H co E Oe 7 在 rn 二) 上 绝对 可 积 , 由 了 的 拉 普 
拉 斯 (Laplaee) 变 换 为 

ор «Ла = [А азе а 

其 中 * AR Rode Б, ООНА. 

定理 5.8.2 经 典 辑 数 的 搁 普 拉 斯 变换 有 下 列 性 质 ， 

(1) H Res>c; ар.) s 的 解析 函数 . 

(2) 设 fg 是 1 的 复 什 负数 , 令 c= 一 maxteisey}: 则 当 Rese 
时 ,对 任意 常数 ад 

(af + Bg)" (sy = zf (к) Bs); 

(3) ЕЕН, В f. WEER ,它们 的 拉 普 拉 斯 变换 

/与 5 如 果 在 复 平面 上 某 -… 条 坚 直 线 上 相等 , 则 有 
га) = кб). OELH es 

(4) 车 fn 次 连续 可 微 , 则 有 

APUD = fe G) 
== Í G) SO) — СЛ (0) о 9000) 

(5) ÆRA = froga 一 суйт [її E u u EP A А (О) = 
FORG). 

(8) 当 «>с, 时 ,下 述 道 变 措 公式 成 立 : 

Рао == у G); 


221 Г f (s)e"ds 


л 
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D аз ер), а>0. 


特别 有 
(f (а — a) = е“/ч) 


5.8.2 分 布 的 拉 葡 拉 斯 变换 


定义 5.8.3 ШРС СВАТ. 

{1) supp[/)C [0 , +>); 

D 存在 (与 上 有 关 的 常数 )er* 使 得 e VEN. 

则 称 分 布 了 是 经 可 变 的 ,并 定义 了 的 拉 普 拉 斯 变换 为 

f G) =S@(f) = (ef eT) 
=f," 

4 Кезг>с, 时 ,f(s) 有 定义 . 

定理 5.8.4 当 /为 普通 水 数 时 ,定义 5.8.1 与 定义 5.8.3 
一 致 :并且 分 布 的 拉 普 拉 斯 变换 具有 定理 5. 8. 2 中 所 列 的 全 部 性 
Ж. 


583 变换 公式 


LAO, Res 和 

= ёа} =l, 

eaa) e, — oH eo. 
89а} = Гуе", — co о, 


1 
Te 


{Ува та))= Res > 0. 


m=i 


à 
gia 0990, Аз 1,2,6", Res2>0. 

е С nsp], E= Res> 
Iti) GQ y ins Z ‚ = es>0 
,244 ， 


ES] 
— SL yaf есп = 0.5772 
其 中 p= 7 + 2 z7 f e 11909 = 0. 5772 


ы) = rm, Res >> 0 


“Рур = С Чы fy 
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6 ” 变 分 法 与 变 分 原理 


6.1 变 分 法 的 问题 
6.1.1 古典 变 分 学 问题 


ЛА) 5 variational calculus) 是 一 个 十 老 课题 ,在 微 积 分 学 研 
究 开 始 不 久 ,就 提出 了 变 分 法 的 一 些 问题 , 这 些 古 典 变 分 问题 对 变 
分 法 的 发 展 有 巨大 的 影响 ,下 面 是 常用 的 三 个 著名 例子 . 

例 6.1.1 最 速 降 线 问题 

1696 年 伯 努 利 (Bernoulli) 提 出 这 样 的 问题 : 在 鼻 直 平面 内 给 
定 两 点 P. 和 Pi, 求 一 条 连结 这 两 点 的 光滑 曲线 ,使 得 在 没有 摩擦 
力 的 情况 下 ,质点 仅 在 重力 作用 下 沿 该 曲线 从 P. 降 至 P 历时 最 

如 图 6. 1, 取 Р, 为 坐标 原点 ,x 轴 为 水 平方 向 ,y EE ЕРЕ. 
设 ?=?(zr) 是 通过 点 Pot0,0) 与 点 Рухы, у} ЖЕ Ж. 


P (0.0 


P (ay) 
ymyl) 


P Epp) 
图 6.1 Леар 
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` 
Ce 


为 质点 的 质量 ,& 是 重力 如 速记. dy РЕЦЕН Л. ЖЕКИ € 
TARERE 


1 2 -一 
pmu = тфу, 


2 
БП ЛЫЙ EE Рт, ОЕ 
=й van 
于 是 ,质点 沿 曲线 у= у(х) Р. Ж Р 的 时 间 为 
m ds 
Jy = 
>= vigy 


Lf He [Leo 了 
узв убх) 
BR ydy 是 空间 CLO 的 子 集 
DU = {y € [hn] | у00) = 0,y(z Y = м) 
Е в. 我 们 的 问题 是 求 y EDU) ,使 香 


Jy = mindy. 
уел» 


这 个 问题 的 解 是 由 伯 努 利 兄 弟 , 牛 顿 , 洛 必 达 (L Hospital) + А f 
出 的 . 

例 6.1.2 短程 线 问 题 

在 已 知 的 光 得 曲面 WOryvsz)y=0 上 .并 给 定 末 点 Рулду, уң. 
z) 5 P. Or sya aa) ЇН] ЕЛЕ tiny sk. T [Х| 6. 2. 12 


[у = ут). _ 
{ T Жїл, 
mz == ж(х), > 


ЖШ ЕЖЕН Р, 与 点 P НОНЕ ER MR UR EEH 
Tad = | AFO GT Теа. 


此 公式 确定 的 映射 了: Cy,z) FrJ(y,z) 是 集合 
PED буух) EC Denn xE rg Cry) 0), 
+ 217 ° 


убт уед = za. y(r,)= ypz lr) =z} 
上 的 证 函 . 问题 是 求 (7 ,> € С ,使 得 


dy sz) = min J(y,z). 
{xJ E TNF) 


伯 努 利 在 1697 年 解决 了 这 个 问题 . 


多 (rr 一 自 


_——— SP Gray z) 
“м 


图 6.3 短程 线 阿 题 


倒 6.1.3 等 周 问题 

在 平 页 上 的 所 有 长 为 7 的 光滑 封闭 曲线 中 , 求 所 围 面积 汶 最 
的 曲线 , 见 图 6. 3， 远 在 十 希腊 时 ,人们 已 经 知道 这 个 曲线 是 一 
圆周 .当然 那 时 不 可 能 给 出 数学 上 的 证 明 ， 


v 


> ж 


Eea ЕТЕП 


Te 


n SC t SS ea 


N = glt), 
у= ус). 
表示 任 一 长 为 {的 光滑 封闭 曲线 ,于 是 
[ИЮ r=. 
曲线 所 围 的 面积 为 
J ry) = goro — yy G) Jdr. 


REJ: aypay ERE 
DU = € с.) x C'T] 


f a =!) 


FAZE. DEER G ,> )E DC) ,使 得 
Jir’ sy’) = max dJir,y). 


їч ЛАЙ TERA- -E ЙЕ, E 85 E R Z ps А. 
问题 ,但 问题 的 提 法 又 各 有 不 司 . Е АНАТАЙ R у= y(r) Bi 
端 基 固定 的 ,属于 不 动 边界 的 汉 函 的 极 值 . E 3 - 般 的 情形 是 可 动 
边界 的 证 函 的 极 信 , 允 许 曲线 的 西端 在 一 定 条 件 下 变动 . 短程 线 问 
题 和 等 周 问题 同属 泛 函 的 条 件 极 值 问题 ,前 者 包含 的 条 件 由 某 个 
函数 方程 给 出 ,后 者 包含 的 条 件 则 以 积分 形式 出 现 , 这 类 问题 的 - 
般 解 法 首先 在 欧 拉 和 拉 格 朗 日 的 著作 里 见 到 . 


612 变 分 法 的 内 容 与 意义 


变 分 法 主要 研究 汉 斩 的 极 值 问题 随 着 泛 活 分 析 的 发 展 , 变 分 
法 的 理论 不 凿 扩展 , 它 已 成 为 兴 函 分 析 的 一 个 重 娄 部 分 ， 

变 分 法 的 具体 内 容 基 讨论 处 理 变 分 问题 ( 江 函 的 极 慎 ) 节 方 
法 . 古典 方法 (classical me:hod) 将 变 分 问题 归结 为 欧 拉 方程 药 定 
解 问题 . УЛ а ЖЕЎ н} [И [ЛЕ Ж {Н ЖИ Ж. 按照 
古典 方法 处 理 变 分 问题 时 ,通常 不 去 考虑 泛 函 极 值 的 充分 条 件 , 而 
是 从 实际 问题 的 性 质 呈 发 ,间接 地 判断 泛 函 极 值 的 存在 性 ,直接 利 

-249+ 


用 了 欧 拉 方程 来 求解 , 然而 ,即使 导出 了 欧 拉 方程 ,求解 也 决 不 都 是 
容易 的 , 实际 十, 处 理 微分 方程 的 定 解 问题 -…- 般 是 困难 的 . 所 以 ,把 
变 分 问题 归结 为 定 解 问题 ,也 可 能 将 问题 复杂 化 了 . 因 上 北 便 产生 把 
变 分 问题 护 片 原 有 形式 进行 处 理 的 直接 法 (Cdirecr method). € E 
全 不 依赖 微分 方程 ,而 起 直接 从 求 报 值 的 记 区 的 积分 形式 出 发 . 采 
几 近 侯 解 法 求解 党 分 问题 , 直接 法 主要 是 在 本 世纪 发 展 起 来 的 , 它 
比 贞 典 方法 渴 为 自然 和 使 于 使 用 , 凋 且 对 于 解 的 着 在 的 证 明 也 较 
为 有 效 . 
直 挡 法 的 发 展 , 使 数学 物理 中 的 所 请 变 分 原理 (variational 
Principle) 的 许多 法 则 这 步 得 以 建立 . 变 分 原理 以 这 冰 与 微分 方程 
证 解困 题 的 关系 作为 对 象 . 在 这 里 , 朵 情 正 好 相反 , 即 反 过 来 将 微 
分 方程 定 解 问题 化 为 适当 的 证 函 极 值 问题 或 解 变 分 方程 同 题 . 然 
后 利用 直接 法 去 近似 求解 . 在 这 个 意义 下 , 古 左 方法 仍 能 发 挥 很 大 
的 作用 , 亡 是 确立 泛 函 与 微分 方程 定 解 问题 之 间距 系 的 一 种 较 方 
便 的 手段 . 
变 分 学 的 发 展 是 和 它 在 力学 ,物理 及 工程 等 各 方面 的 三 证 应 
用 紧密 相关 的 , 古典 变 分 理论 在 18 和 19 世纪 经 典 物理 学 发 展 中 
起 过 重要 作用 . 20 世纪 量子 概念 出 现 后 , 恋 分 法 在 物理 学 中 的 重 
要 性 并 未 减 小 . 各 方面 不 断 提 出 新 的 课题 ,促使 变 分 法 理论 的 研究 
愈加 广泛 . 便 如 ,50 年 代 前 后 ,在 自动 调节 理论 的 最 作 过 程 问题 的 
研究 中 ,在 动态 规划 理论 的 发 展 中 ,以 及 字 宙 航行 理论 中 的 轨道 设 
计 和 计算 等 ,都 提 出 了 变 分 问题 并 扩展 了 变 和 分 理论 . 现在 ,应 用 变 
分 法 已 经 解决 了 并 仍 在 解决 着 大 芝 重 要 的 实际 问题 . 


62 欧 拉 方 程 
6.2.1 [кесуу )dx 型 不 动 边界 问题 
设 己 是 已 知 的 三 元 函数 ,而 且 是 二 阶 可 微 的 . 函数 y 属于 集 
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Ре) = iy € Ca, | уба) = ya уб) = y). 
TEPPE ОСБ уру. 
Ју [Eext y Gaz, YyE DUJ) (6.1) 


К ЖЕЛЕДЕ E e iy ДЕ: 求 yE DUD AE Jy 3А Ф| B 
(БК. 

ERTE рай EKI A TZ А ЕЛ WR {Н.Э E 

HER VEDU ,通常 称 y E RE у Л) 2 3309 y 
的 变 分 (variation) , 记 作 бу Вр 

бу= у-у. 

тёр S ВАЕ ОО) ARTE e ШЫ РНЫ 
增 景 概念 的 推广 . 函数 / ЕЛ ЛЕ ЕЕЕ ЧОЦ ЛЕНЕ ШУП, Н] 
表示 为 


df РОЗА = р Ре + айа) |. 
та la=u 


Ө СЇТ ТЕН Н R УТ] ҖЕ. РР Л. y€ р). 
буу HEHE- Ы pp (а) =. Cy 十 3y). Ж ?可 导 , 那 
么 它 的 微分 使 是 有 意义 的 , AES ERR? W yka F. 
MR (pay) TEREA J 的 变 分 ,并 记 作 
87, 即 
àJ = ŽO + обу) 本 (8.2) 
BE 803 y at ӨЙ РЕ ЖОН ГӨ ВЕЕ Г. 
ТЕЕ ЖТ ОСЛОНЕ Е p 为 
Әбу.) = max тах |y Сд) — yP (z) |, 
| Y yuy € РО), 
Ша y EDD) e $M. 


B(y* s) = (y € D(J)|e(y, y") < є). 
于 是 可 以 建立 证 函 的 极 值 概念 . 
P у EDU) ,如 果 存 在 se>0, 司 得 证 图. 了 成 立 
Уу" Ey: ЖуЄ Bly' 5) (6. 3) 
ПИТЕРЕ Е у E ИЛА (minimum), у” f 3484888 84 
或 极 值 曲线 (extremal). 如 果 式 (6. 3? 对 任何 єС>0 成 立 , 即 
Jy? sç Лу, V y € D(J), 
ПОЕ 7 在 函数 ”达到 最 小 值 . 2843 Н] E Ж ТЕРА / 的 极 
大 值 Cmaximum) 和 最 大 值 , 并 统称 泛 函 ,的 极 小 值 和 极 大 值 为 了 
ВУЖ 1А extremum). 
#JHZ 865234 РЕ ТРА aE А 
定理 6&2.1 车 泛 函 J 在 y* ЄР), B. FEE 
分 , 则 在 y" 有 


а 
aJ = Zt  аду) = 0. 


证 函 的 极 值 问题 就 是 寻求 y€ DC ,使 泛 函 / 在» 的 值 达到 
最 大 或 最 小 . 

以 上 基本 定义 及 定理 6. 2.1, 容 易 推 广 于 .7 是 依 赖 一 元 酒 数 y 
及 其 导数 

y у". ... y 
的 泛 函 ,也 可 推广 于 7 是 依赖 于 多 个 一 元 或 多 元 函数 即 
y = (ууну) 

EZR d yuya y, 是 一 元 函数 或 多 元 函数 . 

现在 回 到 本 节 开 头 提 出 的 变 分 问题 . 根据 定理 6. 2. 1, 若 依 式 
(6.1) 95 J Æ y€ DONER Bz] (Ë , WIJ 


9 
70у + абу) L... 


Ф 
= | Fim,y + ysy + ady )dr _ 
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= “эээ, + 下 Gy Day 5 


“L ду 
=0. 
由 此 利用 分 部 积分 ,得 到 
ИЕ ЕИ 0. ‹6.4) 


Н 85 |а уба) — уба) = ya у. = 0, ВЕ Sy|.- =0. 再 注 
EH y= у-у ЄС [а,2). Y у. EDUMARE. 和 对 任何 3yE 
С а,Ь] зу. F TERS ОС) БВА у 应 当 满 足 的 必要 
Ж. 


ағ d í aF z 
-glan (65.5) 

或 
下 十 下 y Е. — Е. = 0. (6.6) 


这 个 方程 称 为 欧 拉 方程 , 因此 ,所 讨论 的 变 分 问题 归结 为 解 如 下 的 
微分 方程 边 值 问题 
Раа | 


ду delay |7 9， | (6.7) 


уба) = м. y(b) = у 
КОТО КЕЕ ЗАНИ Ц HW FREA riyy 中 的 一- 
ай АЧ, ПЕР SW ГЕ. 特别 在 下列 场 合 下 容易 求 出 它 的 首 
次 积分 ， 
D ЖРА у. 这 时 , 式 (6.5) 经 过 一 次 积分 得 到 一 阶 
微分 方程 
F. = C (6.8) 
心 是 积分 常数 ， 
(2) МЕКЕ z 这 时 , 式 (6.6)? 变 为 
Foy Еу К, = 0. 
由 此 
. 253% 


Чолок _ = (K... ДНЕ = 
а К, В) = y ugy" Еу — F.) = 0. 


经 过 一 次 积分 得 到 
yF, — F = C (6. 9) 
C 是 积分 常数 

例 4 .2 2 最速 降 线 问题 , 见 例 6.1. 1.8 Faz. y. йг 
型 不 动 边 异同 题 ,而 且 


‘adl ty 
PaO = N y 


FREE z. 于 是 直接 由 式 (6. 引得 出 


_ + у? 2с 
мус + y) Үз; 
此 式 简化 后 成 为 


ya +>) = G. 
由 此 令 y =ctg9. ВНЕ 
v= Şa — cos 20), 
再 由 dr=dy/y =C,(— cos 20d, Ha aE 


之 一 Sra — sin 20) + C, 


利用 边 算 条 件 yc0) =0 推出 С,=0, 于 是 ,最 速 降 线 问 题 的 解 (最 
速 降 线 ) 为 


z= S sin 20), 
2 

| = a — cos 20) 

y = 5 Оз > 


RFO 由 边界 条 件 уол) 一 > 来 确定 . ARLE RT 8 
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道 , 上 述 方程 是 摆 线 的 参数 方程 , 因此 最 速 降 线 是 半径 为 Ci72 的 
圆 沿 = 输 转 动 时 圆周 上 -点 所 描 出 的 曲线 中 的 一 段 , 见 图 6. 4. 


P, (G.0) (m ‚0; 


"1 


b 
E22 [Boyen yo y dr 型 不 动 边界 问题 


前 面 的 结论 容易 推广 于 依赖 多 个 函数 的 泛 汕 和 依赖 较 高 阶 导 
HPNZ. 这 里 先 考虑 前 一 种 情形 . 
BIZA J WF n PAR yoyoy € Ca, b], 
FO ya N) 


B 
=] Fx yp ys уу, + УЛ + Утэ” УУЧ» (6.10) 


并 附 有 边界 条 件 
уба) = уш, VEE) = ya, £ = 1,2,9, (6.11) 

Ж yuy ey 中 取 某 一 函数 у, 的 变 分 ,让 其 余 函 数 保持 不 变 . 也 
ЖЕ GUZA J BERRET y. FEE J KARERA Y y, 
应 当 满 足 

aF _ ZI E] = 

ду; дуду 
这 - 分析 适用 于 yuya sy О ЙЫ. MH 2 ETA 
数 уюу, езу, 的 极 值 的 必要 条 件 是 如 下 二 阶 微分 方程 组 ， 


` d . 
F, = ТЁК, = 0, i=in (6.12) 
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эх (6. 1038122 AHRNE, ЕЛЕ ntl Eyy 
32) 的 室 间 中 确定 一 族 含 有 2» 个 参数 的 积分 曲线 ,2n 个 参数 由 式 
(6.11) 的 2» 个 边界 条 件 来 确定 . 
例 6.2.3 # ЖУУ 
Joz) = r (Q 4 + Dyz)dz, 


边界 条 件 


则 有 欧 拉 方 程 
yY—z=0 =— у= 0, 
消去 2. у — у= 0, Bth 
у = Се" + Ce 7 + C;cosz + Csing 
再 由 < 二 ,得 到 
з = Се + Се“ — Cosg — Csinr 
利用 边界 条 件 有 C. =C,=C,=0, С,=1. 因而 极 值 曲线 为 


y=sinz, z=-— sin >. 
6.2.3 [roys syde 型 不 动 边界 问题 
现在 考虑 了 是 含有 1 至 n Па. 
Ју = Газу „узя (6.13) 


其 中 下 是 x 十 1 ИЩ yE [а.б], HBE y 洪 足 如 下 的 边界 
条 件 


y (a) — у, у?) = у, 


k= 01, 1. (8.14) 
这 时 ,应 用 定理 6.2. 1 ,得 出 欧 拉 方程 为 
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а F sq CD" S" p o=. (6.15) 
r” dx Дх" > 

REZE J KEARN у 应 当 满 足 的 方程 , 它 的 通 解 含 有 2» 个 任 
意 常 数 , 这 些 常数 由 式 (66. 14) 中 的 2 如 .个 边界 条 件 确定 . 


#16.2.4 BAJK 


ИБ 
Jy = | ye" + рэ |х, 


边界 条 件 
y ¿= 0 y(—¿)= 0 yx) = 0, y Чу = 0. 
TER P Ya REIER SAPETE ЖЕ AY A ШШЕ} AE PT AE pak FE BJ ЗЕ ЇН] 
题 . 当 梁 是 均匀 时 ,p 与 产 都 是 常数 , 欧 拉 方 程 为 
po + p= 0. 


由 此 得 到 
y=- э! 十 Cr 十 Com + Ст + Ca 
AURI Н, БЫ ТҮР! 


=Ê = pyp 
> 246° КЕ 


624 依赖 多元 函数 的 泛 函 


为 简单 起 见 ,考虑 依赖 二 元 函数 x РЕА J 的 极 值 ,7 的 定义 
如 下 ， 


Ju = T F(z ystu u,)drdy. (6.16) 
а 


RE FECA В а: (x,y)EQ иба. у) ЖО Арак 
Е О ӘП БЕНЕТ. ао Бер ik o A 
茶 件 可 表示 为 
“laa = Р), 
这 里 ECAA, ILE 6. 5. 这 样 , 变 分 问题 是 求 泛 函 了 在 集合 
.257 ， 


D = Iu € CD |а| = F 
上 的 极 值 . 


RR J E Чер Е: 的 变 分 Bu =u — u su € 
DQ). Bu |. =, АЕ 6.2.1. 


Sja 十 udla a 
-| (Fà, + F, ди, + F, duddrdy = 0. 
ñ А . 
因为 


— (F, ёш) = | 2r, аи 4 Е, ви, 
9х А дд "r z 


À a д. А 
55080) = ЕД ёи + F, би, 
且 由 微 积分 学 的 格林 公式 及 条 件 ди |, =o, 
9 op СЕРА 
MERAS + 35до) рау 
=] CF. dy — Ё„&т)бёи = 0, 
ae К 
+ 258. 


所 以 
| (Bi + F, Qu, + F. би„)йлду 
n r a 


f(E Z F, ә ғ, \ dudzdy = 0. 


дт “= ду 
由 此 ,从 变 分 du 的 任意 性 推出 
` J 
Е, ЗР ур, = 0 (6.1) 
Жай ЕККУ Jy ЖЕ. TRATH wi yr y е. E 2 PB J 的 极 值 函 


а 的 必要 条 件 ， 
例 6.2.5 (1) Р УУ 


“=з +05) о 


其 欧 拉 方 程 是 著名 的 拉 普 拉 斯 方程 
аш Aae 0 
ат ду 
(2) ЈА 
Ји АІ gs) + (z) H 2af(z,y) Jazdy, 
其 欧 拉 方 程 是 泊 松 方程 
s ан устуу). 


6.2.5 可 动 边界 问题 


到 现在 为 止 ,所 考虑 的 都 是 不 动 边 界 问题 , 极 值 函 数 在 端点 或 
边界 上 的 值 都 是 限定 了 的 . 然而 也 可 以 讨论 可 动 达 界 的 变 分 问题 . 
我 们 以 最 简单 的 情形 为 例 . 设 了 :yj> 心 是 依赖 -- 元 函数 у 

і ва. 
Ју = [Eey ydr, (8, 1%) 
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现在 假设 уЄ C'[a 51, ЕЕ Р а 与 如 中 的 一 个 点 或 
两 全 点 上 ,y ЇЙЇ nj l E ERRER НЕ ЖЕКЕЛЕЙ , 变 分 问 
ЕЛЕР А J B3 3845. 

ЕБ АЛ: И: ЕЕЕ: y НОФ ДЕ РЕКЕ Wa EL K hr 
方程 , 见 式 (6.5) 

Е,— К, = 0. 
事实 上 ,虽然 可 动 边界 问题 是 在 更 广 的 函数 类 中 寻求 极 值 获 数 у, 
但 是 只 要 极 值 函 数 @ 确实 存在 ,那么 对 于 与 y 有 共同 过 值 的 范围 
较 窜 的 函数 类 来 说 ,y 自然 也 是 极 值 函数 , 这 就 是 说 ,y 是 以 它 的 
边 值 为 边 值 条 件 的 不 动 边 值 问题 的 极 值 函数 ,因此 它 必须 满足 欧 
拉 方 程 . 

可 动 边 界 的 极端 情形 是 不 加 任何 边界 条 件 . 对 于 式 (6. 18) 型 
2 8 и 来 说 ,不 加 任何 边界 条 件 的 变 分 问题 就 是 在 集合 Cea, 
ФЛЕК 8 J 的 极 值 ,这 个 集合 中 每 个 函数 的 曲线 的 端点 分 别 在 
直线 х=а 5 z=b E, WE] 6.6. 这 时 ,由 于 极 值 函数 y 满足 欧 拉 


рга d aF: Æ. р 
-f(E - Јон [5 у} 0, 
因此 有 
ак 
ЕС = 0 
本 为 此 式 对 一 切 ye C'[a bp м, 
Е. = Fy lea = 0. (6.19) 


这 个 条 件 是 极 值 函 数 у УЗЖ ДЕ ну, КЕ А ДЕ BF hu 18 Ж 
条 件 ,因而 称 为 自然 边界 末 件 (natural boundary condition) ,通常 
就 是 根据 它 再 从 欧 拉 方 程 的 解 中 选 出 所 要 的 函 数 . 
此 外 ,还 可 以 考虑 一 端 固定 一 端 自由 的 问题 . 例如 , 右 端 固定 
而 左 端 自由 时 , 极 值 函数 у 应 当 满足 的 边界 条 件 是 
F| = 0, у) = x. 

例 6.2.5 在 最 速 降 线 问题 中 , 令 左边 界 点 固定 ,yx(0) 二 0. 而 
右边 界 点 自由 , 屎 .| -一 0. 在 例 6.2,2 中 利用 条 件 y(0) 一 0 已 经 
得 到 方程 


{ = Сүзө — sin 20), 


y= Sa — cos 20), 


现在 利用 条 件 F. |... = 0 来 确定 C.. 由 这 个 条 件 以 及 
К, = — > ， 
V 2gy(1 + y'2) 
我 们 在 y Са )=0.3Ж ai ВИН у= убт) ТЕ Cr ур И1Л 
线 与 直线 r= x АЗЕ Е, [АИ Н Сау БУМ JR EZE ЕТТ. DIS] 
6.7. 由 于 顶点 对 应 于 28 二 x, 因 而 


C = у = 2a, 
ВА, ВОЗЕН Ж КЕФ E. Б E TER RFN: 
261 + 


- 
о 7 т 

к=гү РА 

7 
А 
ш 

Birja) 

y 
图 6.7 


x = Z1 (20 — sin 20), 
| л 


у= za — соз 20). 


更 一 般 地 ,如 果 式 (6. ORRA Л гр, В у Aay) 
与 (6,y4) 可 以 分 别 在 曲线 ptx,y)==0 与 (x,y)= 二 0 上 移动 , 见 图 
6. 8,0012 69 J HRERS y 除 满足 欧 拉 方 程 外 ,还 要 满足 所 谓 炽 


截 条 件 (transversality condition) 


РУБ, Е, 

[ и l. = l 

ГЕ УЕ, F, 

Era 
这 里 4 与 5 本 身 是 待定 参数 .自然 , 模 截 条 件 也 可 以 只 在 一 个 端点 
HM, NS- HAREE 当 фо) ла рлу) еар. 
横 截 条 件 就 是 自然 边界 条 件 . 

例 6.2.7 考虑 变 分 问题 


r A 1 
z=] УУ dr, yO0) =0, x= 5. 
0 y 


(6. 20) 


不 难 推导 , 圆 (z 一 co 半 一 到 = 二 是 欧 拉 方程 的 积分 曲线 . 由 边界 条 
件 y(0)==0 推出 上 一 cz 再 利用 横 截 条 件 , 将 paySy 一 5， 
2 一 xi 替 入 式 (6.20) 中 的 第 二 式 , 得 方程 

[F+ (1 у, 7), = 0. 
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W(z.y)— Ü 


图 6.8 
由 此 及 
каа — уор, = lE, 
умі у" 


推出 y (х= 1. ВОВ ИКЕН ЩЩ у= ул) ЕЗ (аз) ВРВ 
REAR y= 二 x 一 5 正 交 ,因而 y 二 x 一 5 应 在 圆 的 直径 上 . Tp E El 
心 是 直线 y= x i 与 机 坐标 轴 的 交点 (5,0) EH с=с 5. [8 
此 ,所 求 的 陪 为 (x 一 5 十 ¥= 二 25, 而 极 值 曲线 有 商 条 ,它们 分 别 是 
ШИ y= Y10x 一 到 中 的 -RAR y= "0x 一 x 中 的 一 上 段 ， 
在 图 6.9 中 分 别 用 实 线 和 虚线 加 以 表示 ， 
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ЯРА A ЕЖЕ] Сб. ORA Ж S 8 8 Et 
导数 的 (6. 1305007 ЬЕ В ЖЕЛ PL ЖЕ ТЕНИЙ ДЕЗЕ ТЕ. 


6.2.6 条 件 极 值 问题 


我 们 考虑 如 下 简单 的 条 件 航 值 问 题 : А T Oe) H 
了 (yz) 形 如 


(уук) = [rezar г Чу, C6. 21) 
求 函数 > 与 = IË J 52148 8 ЭА Е 
Ary.) = 0 (6.22) 
及 不 动 边 界 条 件 
YET S y zr) = z;, í = 1.2. (6.23) 


显然 ,端点 (zyvw ъа) 5 Cras yz 80) УЙ E B R E. 
这 类 问题 的 解法 是 微 积分 学 中 关于 多 元 函数 鳞 件 极 全 的 拉 格 
朗 日 乘 数 法 的 直接 推广 . ТЕЖИК 
F: = F + Ар, 
其 中 4 是 xz 的 一 个 待定 函数 . H F ELDRES + буе) 
PJ (узж), 


J (ууш) = Pr (yzy z da, 


TE ERRIRE EAER J T Ж FEAR B REN. 这 样 就 
得 到 欧 拉 方程 
‚_ dp r dp 
F; 一 L =0 一 а“ = 0, 
或 


F, + g. — ir, =0, 


(6.24) 


Е. — p. 一 0 
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欧 拉 方程 (6. 24) 和 附加 条 件 《6. 22) 一 起 ,消去 4 及 z( 或 ?)， 
归结 为 含 一 个 函数 y《 或 <) 的 二 阶 微分 方程 , 它 的 积分 的 两 个 任意 
常数 由 边界 条 件 (6. 23) 确 定 . 

例 6.2.8 短程 线 阿 题 , 见 例 6. 1. 2 属于 上 述 类 型 问题 . 它 的 
欧 拉 方程 是 


d y. 


de Р кууз 
1+ у +z” 


а! 


如- 由 


1 二 二 


@r.y,z) = 0, 
共有 三 个 方程 . 从 这 三 个 方程 , 当 y 具 体 给 出 时 ,可 以 确定 和 及 待 
ЖЕЎ у z. 
等 周 问题 (isoperimetric problem) Æ 8 97 (81818) 092. 
一 ,其 一 般 提 法 如 下 ;在 满足 等 周 亲 件 (isoperimetric condition) 


Аф, = 0, 


加 上 曲面 方程 


[ecs ddr =a (a 为 常数 ) (6.25) 

和 边界 条 件 

yir) = y. í = 1,2 (6.26) 
的 一 切 曲线 y 中 ,确定 这 样 一 条 曲线 ,使 由 

Jy= | resny.yaz (6.27) 
HEINZA J ZIRE. 

作 辅 助 函 数 
FH=F+AaAG, 


其 中 是 一 个 待定 常数 .上 述 条件 极 信 问 题 可 以 归结 为 由 函数 H 
的 积分 
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ICE ‚у-у dz 


ВТЕЧУ ER Ву ЖЕТЕЛЕ {Н p] EB. TE Е ЗЕ А 5] BB U KK hr Jy 
(Е, + AG) 一 Ee + 5б) = 0. (6.28) 


这 是 关于 у 的 二 阶 微分 方程 ,其 积分 包含 两 个 积分 常数 及 待定 党 
数 ), 它 们 可 以 利用 等 周 条 件 (5. 25) 及 边界 条 件 (6, 26) 来 确定 . 

等 周 同 题 可 推广 到 多 个 未 项 通 数 的 情形 . 读者 可 以 从 例 
6. 1. 3 看 到 “等 周 问 题 "一 词 最 初 的 含意 . 

16.2.9 如 图 6.10 AR EIE Aley) 58 ВС, 
22 的 所 有 长 为 4 的 光滑 曲线 中 , 求 一 条 曲线 y= 二 ytz) ,使 得 曲 边 
梯形 САВР 的 面积 最 大 . 

这 是 一 个 等 周 问 题 ,等 周 茶 件 是 

r l+ y dx =, 


1 


Blaya) 


边界 条 件 是 
убт) = у, уб) = ys, 
HERRER 7 的 定义 是 


J. = Га. 
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Ek J HRH. Ж Glem y =V 1Fy Eyyy 代入 式 
(6. 28) ,得 到 
,i o 
1 РЕ == . 
1 + 
ЖАИ ШИЕ r e КД ЭЩ ea — ИЙ]. 
(z — O) + (y — C, = 3, 


常数 CCcz 和 4 由 等 周 条 件 和 边界 条 件 确 定 . 


6.3 变 分 问题 的 直接 法 
631 欧 拉 有 限 差 分 法 
在 变 分 法 的 早 斯 研究 中 . 欧 拉 就 使 用 了 现在 的 所 谓 有 限 差分 
法 ,建立 了 解 变 分 问题 的 一 种 直接 法 . 
为 明确 起 见 ,以 如 下 类 型 的 变 分 问题 为 例 : 
ШЛУ: у Бу, 
Ју = [Рое.у,у да, (6.29) 
边界 条 件 为 
уба) == ya уб) = уь. (6.30) 
Жей J RE ЖЫН ИЕ [Н] а Је Antl 个 子 区 间 ,分 点 为 


Ey = Apy T. r. il = b. 


uzi zar FT i=0, leen 欧 拉 有 限 差 分 法 是 用 折 
AOAR E R OAE 6. 11), 而 实际 处 理 时 还 要 更 粗 上 旱 些 . 
ETE Cesra JE. H z ED z. Н] y DU À, H Ж 


X atl y PEM G. 29) 得 到 近似 表达 式 


Jy {Ys ya) 
* 267 = 


aP rem H D) Az, (6.31) 


这 里 = yay a= aÑ yuyay 是 待定 参数 . 选取 yoye 
су, ЖЖ g 达 到 极 值 ,也 就 是 由 方程 组 


2 0, i= 1 (6.32) 
д y: 


来 确定 yoyo nye 然后 用 连结 平面 上 的 点 Cay у, (zmay). te, 
(zy 的 折线 作为 变 分 回 题 的 近似 解 ( 注 意 , 近 似 表达 式 
〈6. 31) 并 非 由 此 折线 得 出 ). 如 果 对 每 个 自然 数 存在 作为 近似 解 
的 折线 ,那么 存在 着 一 个 折线 的 序列 . 只 要 函数 满足 一定 的 条 
件 ,就 能 保证 这 个 折线 序列 存在 ,而 且 当 nc 时 的 极限 是 变 分 癌 


题 的 精确 解 . 具体 地 说 ,由 于 对 每 个 ы. 等 
价 于 方程 


从 而 当 mc 时 ,折线 序列 的 极限 函数 y 满足 获 拉 方程 ( 变 分 问题 
的 解 的 必要 葵 件 , 见 式 (6. 5)) 
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. d. _ 
к. 4 F 0 


如 果 从 方程 组 6. 32) 难 以 直接 能 出 у, уез у, WEDER 3: 
于 方程 组 的 狐 值 解法 ,也 可 发 而 吉 接 从 16. 31) 中 史 的 原始 形式 出 
发 ,选用 最 优化 方法 中 的 解法 ， 


6.3.2 ERE 


ERRi AERA ЕЕ КЕЛЕРГЕ ТА ЕЕ 8С 75 
问题 的 极 值 曲 线 .下面 的 讨论 中 , 仍 以 由 <6. 29) 与 (6. 30) 所 确定 
的 变 分 问题 为 例 . 

适当 选取 一 个 省 数 序 列 

Wiz € [a] = gle), i= 1,2. (8.33) 
EA ETER F HO 4° ЕЗ ДЕЛУ lB] ËB БЕЛУ ЖЕТЕК ЖО ЛЕ |a] H 
的 一 组 基 ;, 因 而 称 每 个 а ЕЖЕ ЧЕТЫ Ë$ (coordinate fune- 
tion) h] А S НУП ШР А py [BIRM р Ж Rik. 用 y, Ж 
示 序 天 中 前 a AARRE r BA 


xG) = Papl), V z€ Lab. 
其 中 asear, 是 待定 常数 .从 (6. 29) 得 到 
Jn = fei Daga, Уа оаа 6.340 
PE Jy, 是 ay es tt m, 8. 选取 аа на, | Ж Jy, 达到 


A ,也 就 是 由 方程 组 
9 у = 0. В 1,8, (6.35) 
да, 


来 确定 may, 然后 用 这 样 得 到 的 >, 作为 变 分 问题 的 近似 
解 , 它 是 序列 05.33) 前 个 函数 的 所 有 可 能 的 线性 组 合 中 使 汉 防 
J 达到 极 值 的 英 数 . 
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ЯАМ KB И Ж ЖЕ АЕН [B] BZ БА /的 定义 域 DU) E 
完备 的 . 旦 序列 (6. 33) 是 DC) 中 的 一 组 共 , 那 么 可 以 用 序列 
(6. ЗЗР ТЕ НАТЕ Н J WHERE IB OS ЖГ у. 这 时 ,在 一 
定 的 条 件 下 .用 里 散 法 可 以 得 到 收 语 于 y 的 一 个 函数 列 

ГИС 
假定 所 求 的 是 А ЛМЕ ,就 把 这 个 收效 于 y 的 序列 称 为 极 小 化 
序列 (minimizing sequence). 

一 般 , 求 方程 组 (6, 35) 的 解 仍 是 个 复杂 的 问题 ,需要 选用 关于 
方程 组 的 数值 解法 . 自然 也 可 直接 从 式 (6. 34) 确 定 的 目标 函数 
Jy, 出 发 ,选用 最 优化 的 解法 . 显然 ,计算 的 复杂 程度 不 仅 取 诀 于 
汉 前 J 的 本 身 ,而 旦 在 一 定 程度 上 还 依赖 于 对 坐标 函数 的 灵活 选 
E. 

如 果 Кок, у, y RTF y 与 ?是 二 次 的 ,那么 方程 组 (6. 3503] 
于 待定 常数 wm ,ar,…:w 来 说 是 线性 的 ,问题 将 大 为 简化 . 

例 6.3.1 RZB: y edy, 


1 
Jy = Í (Bory? 十 12y)dz, 
| 


Н ЖЇР Ө 
yO = y(1) = 0, 
KJ HRE. ТОДО Е RERAN д 为 
@(z) = (z — Dr i= 1,2 
我 们 仅 讨 论 前 两 个 函数 的 线性 组 合 
уз = аф F а, 
Mir) = Фф (z) + оф (r) == (z — |) (az + a,z2), 
于 是 
Ју =зо[ кїз? + 2а — mr а id= 


+ zf La? + (а, — adat — a rJdx 
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5аї + 343 + Таа, 2а, Qz, 
梓 值 的 必要 条 件 是 


2 
Fa = la, + 7а, — 2 = 0, 


9 
SEO = 7a + ба, — 1 = 0. 


由 这 个 方程 解 得 a = ‚а =—-%. 因此 

1 

11 
EERIE ERSAT RREA ENZ. 同时 ,也 可 把 上 

TECE РИЙ TEREE E HERAN p 也 

гй ® £ yapa 8, 

倒 6.3.2 ZAJ iu du, 


УХ) = =a — 15r — 422). 


Ju = ПА 54 x) | [s | «| Jardy 


н 2- [ey | т) muta. Intag 个 


坐标 函数 а, Ф.у) = лу, ДЗЯ б над, 
мазу) = аф lT, y) = аху. 


经 过 计算 得 到 
du 一 а (а + 1)? + (a — 172]. 


于 是 从 


Ə , 
也 mu = re b I)a? (a — М] = 0 


RE am РИП ERY 


Gp гё, 
СЕТЬ) = тарау 
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6.3.3 康 托 罗 维 奇 法 


RFE ЕЕН A АЕН T RM В ЖОЙ) СЕЕН. 以 如 下 类 型 变 
分 问题 为 例 : Е J н Ли, 

Ju = PE F азун dydr， (8. 38) 
RIRE А e 是 定义 在 由 两 杀 直线 =ar =b Нр ЖШ 
x= Лб) ww 一 gtx) 围 成 的 域 人 9( 见 图 6.12) Беу 7. z 存 域 
如 的 边界 上 的 值 是 给 定 的 ， 


у-ро) 


图 6.12 


适当 选取 一 个 坐标 函数 序列 
g: (х,у) € Пг piriy), i= 1,29, (6.37) 
ЕЕ АЕ BJ 4 Ж +, 取 成 


utay) = D apley), 
i=] 


其 中 aaG 一 1,2,… 59 是 待定 常数 . 康 特 罗 维 奇 法 不 同 之 点 在 于 将 
a, 改 为 某 一 自 变量 的 待定 函数 , 不 失 一 般 性 , 取 变 分 问题 的 近似 解 
u, 形 如 


tary) = > art y), (6.38) 
{ч 
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这 里 mw 一 1,2,…,) 古 待定 函数 . 于 是 ,从 56. 36) 有 


Masi ди, ди, | 
= азун 16 аук, 
т (= Ye ge зу! у 


[Ж ЖЕСЕ у Е ЖУЙ. ТД ЕРДА у 进行 积分 ,并 把 
Ји, 写成 


b 
Ju, = | Dirala) a (ry (r) se A Yd 


ЗЕБО о ,0,… ,ow, 使 Ju 达到 极 信 . 这 是 (6.10) 型 变 分 问题 ， 
根据 式 56.12) ,应 由 欧 拉 方 程 


Ф, 一 de, = 0, #=1],2,+з,п 
Я ах f 


来 确定 we， 和 这 个 欧 拉 方 程 的 解 ,包含 24 ЧЕ В Е 
应 当 这 样 来 选取 ,使 得 w, 满足 变 分 问题 在 直线 z+=4 与 +=5 上 所 
给 定 的 边界 条 件 ， 


ВР р Уза Сод Стоу) 的 函数 金 体 要 比 形 如 lagu, 
3) 的 函数 全 体 远 为 广泛, 因此 ，- - 般 地 说 ,选用 同样 的 坐标 函数 以 
及 相同 的 基数 时, 康 托 罗维奇 法 比 里 区 法 精确 . 

例 6.3.3 RZE J upu, 


Ји = ИИ ау + (E 一 2u Jdyda А 
RJ ШЕ, ТЕ ЖШ КЫ у) | ооа, Бух 
边界 上 4 二 0. 下面 求 这 个 变 分 问题 的 一 个 如 下 形式 的 近似 解 ; 
uitry) = (07 — yale), 
在 直线 y= 一 5 与 > 一 上 ,mu 满足 所 给 定 的 边界 条 件 . 经 过 简单 计 
算得 到 


" 116; > 8 зу 8, | 
Ju = | (Пра | 327 СЕ 


这 个 泛 国 的 欧 拉 方程 
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м 3. 
2⁄ АЁ 
是 -- 个 党 系数 线性 方程 ,其 通 解 为 
| ' 5 1 
atx) = C ich 5. + + Саз + F+ + 


常数 C 与 C, ННЯ Ж н Сау) =н (а, у)=0 ЖЕ. B jk 
得 到 


为 了 获得 更 准 区 的 解答 ,我 们 可 求 形 如 
Ha = (B — уг) ба) + СЕЕ ym) 
的 近似 解 . 


6.4 数学 物理 中 的 变 分 原理 
6.4.1 ЖЕ ИЕА 


在 数学 物理 中 ,有 一 类 问题 直接 是 还 函 极 值 问题 ,但 是 ,有 许 
多 问题 归结 为 微分 方程 定 解 问题 . 数学 物理 中 的 变 分 原理 ,就 是 美 
于 把 数学 物理 中 一 些微 分 方程 定 解 问题 化 为 等 价 的 泛 函 极 值 问题 
的 方法 和 理论 . 因为 从 斌 函 极 值 问题 出 发 建立 数值 解法 往往 更 为 
总 活 方便 .所 以 变 分 原理 也 是 构造 微分 方程 数 信 解 法 的 一 个 基础 . 
为 了 便于 理解 -- 般 形式 的 变 分 原理 ,我 们 提供 一 个 简单 的 具体 模 
型 .这 就 是 解 线性 代数 方程 组 与 求 江 次 孙 数 极 值 邮 题 的 等 价 性 . 
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定义 在 空间 所 上 的 二 次 函数 J 也 是 Е" 上 的 证 函 , 当 不 考虑 
常数 项 时 ,其 一 般 形 式 可 以 表 为 
Jy = 1 Марку 一 Уа. (6.39) 


ЖЕ аар і.) 149, ñ x= (risa ee) ЗЕ n TE 
为 分 量 的 向 基 , ТЕ 

А = (au)... == (бщ, b. Yl, 
ША n ТКА ВЕ. TE ЖИНАЛА. ПГ 2А (6. 39) 改 
号 为 


Jr = T (Ax, — (b.x). (8.40) 

A рй SRB P EN Ei X: UB Et E z B) sk WE, i ЖАЛ А 
极 值 点 并 无 影响 .因此 上 述 ,/ 的 形式 是 上 其 有 一 艇 性 的 . 

TRAH J EA хо (‚лү е zu) ИАА АЕ 


Ж: 
Эт Y к=, = Уч + аа" — b= 0, АЁ = len, 
于 是 从 4 的 对 称 性 ,我 们 有 


Ах, = b. 
REER И АУ 在 点 x, ОЖ [B BJ 235 3 PE Rb v, 为 线性 找 
数 方 程 组 

Ах =b (6.41) 
的 解 .但 是 ,在 4 对 称 的 条 件 下 ,方程 组 (6.41) 的 解 不 - s E 的 
REA 

Ж-Н 在 点 x, 取 极 小 值 的 充分 必要 条 件 ,对 证 任 

ЗЕ E YE 已 ,考虑 关 于 实 变量 14 的 函数 o: À А), 
pA) = J(x, + Ах). 


记 函 数 集合 
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Ф = {ф|фА) = ЈО Mr E Er — (0). 
容易 证 明 : J 在 点 x 取 极 小 等 价 于 每 一 个 e€ $ 都 在 4=0 取 极 
小 . 利用 这 个 素 实 ,可 以 推 证 下 面 的 关于 二 次 函数 7 取 极 小 值 的 
一 个 充分 必要 条 件 ， 

定理 6.4.1 设 4 对 称 , 则 下 列 两 个 条 件 等 价 ， 
(1) 有 唯一 的 x. € E" 俩 Jx ,=minJx. 


D АЛЕ EE 是 方程 Ах= b 的 解 . 

这 个 定理 告诉 我 们 , ЖЕЕ BE 4 ЖОЕ Ж fF F, ORKAN 
ИЙ ГӨШ ЖЛ ЖИЕНИ A EA. 这 时 ,我 们 可 以 随意 地 将 
两 个 问题 中 的 一 个 问题 化 为 另 一 个 和 问题, 然而 ,值得 强调 的 是 把 解 
线性 代数 方程 组 问题 化 为 二 次 函数 极 值 问题 指 思 想 ,并 且 将 把 这 
种 思想 推广 于 处 理 微分 方程 定 解 问题 ， 
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以 线性 微分 方程 齐 次 边 值 问题 作为 下 面 讨论 的 背景 , 在 此 先 
举 一 个 此 类 问题 的 简单 例子 . 
例 6.4.2 二 维 泊 松 方程 的 狄 利克 雷 问 题 ， 
— ш =. EAP, 
и = 0, ÆN Е, 
其 中 am ang Е PHARRR ә Q E 0 Р. / 是 
定义 在 如 上 的 已 知 函 数 . 设 MM 是 CPR E RAR К ula 
二 0 的 爹 体 函 数 构成 的 线性 集合 ( 即 线性 空间 ). 可 以 证 明 ,ax 在 希 
尔 伯 特 (Hilbert) 空 间 12 (9) 中 稠密 .这样 , 同 题 归结 为 在 集合 М 
上 求 线 性 算 子 A 的 方程 一 Au 一 了 的 解 . 
线性 微分 方程 齐 次 边 值 问题 的 一 般 形式 是 
Lu = f ‚жо 
Ди = 0 0 = 1.0060). EME 


(6. 42) 
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其 中 中 是 EF" 中 的 有 界 区 域 , 工 与 46 一 1.2,… r) EREATARA 
+. 

每 个 线性 微分 方程 齐 次 边 值 问题 对 应 于 其 希 尔 月 特 空间 Н 
《例如 二 0982) 中 的 -… 个 算 子 4 ,其 定义 域 万 (4) 是 开 中 的 一 个 线 
性 禄 密集 合 , 它 由 是 够 次 连续 可 微 且 满足 边界 条 件 的 郴 数 组 成 ,在 
РСА) E Aus Га. RE KEEA EEDA CREA 
子 方程 Ае = Р ГЕЙ, 

现在 ,从 上 述 背 景 中 抽象 出 问题 的 一 般 提 法 , 18 DCA) 是 实 希 
KARZE H 中 - -线性 稠密 集合 , 算 子 4 是 从 DCA53 Н ri f 
映射 ,了 EH ,在 DCA) 上 求解 算 子 方程 

Ан = f, (6.43) 
也 就 是 求 < € DA ,使 得 Aw 二 成立. 关于 这 个 问题 ,在 А 是 严 
格 正 算 子 的 条 件 下 ,有 下 列 结论 ,其 中 定理 6.4 4 从 形式 到 证 明 都 
与 定理 6. 4. 1 极为 相似 . 

定理 6.43 ЯА ЕРЕН, BJ r (6. 4300 РСА) E 
至 多 有 一 个 解 . 

在 下 备 的 定理 中 ,将 要 利用 由 算 子 4 确定 的 如 下 形式 的 证 画 
J: u du, 

Ju = T (Анн) — (fu), (6.44) 


其 中 (，，，) 是 希 尔 伯 特 空间 H 中 的 内 积 . ma RJ Б-ТЕ A 
有 相同 的 定义 域 DCA. 鉴于 4 是 线性 的 ,关系 式 
(A(au),aw) = a’ (Auu) 

对 -切实 数 a K OF EA A) ЕТЕЩ /的 二 次 项 ,并 称 7 是 一 
ARZE quadratic functional), 比较 式 (6. 4013506, 441, 可以 
看 出 ,二 次 泛 函 概念 是 二 次 师 数 概念 的 推广 ， 

ЖЕ 64.4 (二 次 旗 通 极 小 俏 定 理 ) 设 4 是 严格 正 算 子 ,7 
是 由 式 (6. Фа) де (ИТХ A M FARRE: 
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(DD a € РСА) Jaa min Ju. 
(2) a € DCA) EG. 43) 的 解 . 
定理 6.4.4 ERRA ERT A EREHE ok — Z R REE 
题 的 方法 称 为 能 量 法 (energy method). 这 是 央 为 在 力学 .物理 中 ， 
一 次 花 函 了 通常 用 来 表示 能 量 . 力学 中 的 最 小 位 能 原理 指出 ; 受 
外 力作 用 的 弹性 物 恒 在 适合 已 知 边界 条 件 的 一 切 位 移 中 ,保持 平 
衡 时 的 位 移 使 总 位 能 
J = 应 变 能 一 已 知 外 力 所 作 的 功 
为 最 小 . 
例 6.4.5 考虑 长 为 1 的 杆 的 找 度 w: ос | Сас) Г д ВЧ 
分 方程 
(Elu = 9, = € (0,1). 
АЖЕ НИНЫ, г ОС ОНЕ Е е 是 荷载 . 
3EH Riz 
ET E CE0], g€ С[0.2], 
Ес) > 0, r) 2 0, Yeo]. 
їп Ж ЧЕ 
u0) = и) = 0, CO) = ш) = 0, 
其 中 前 两 个 条 件 说 明 杆 的 瑞 端 是 固定 的 . 以 上 微分 方程 和 边界 条 
件 构成 一 个 边 值 问 题 ,下 面 将 它 化 为 等 价 的 变 分 问题 . 
选取 空间 = 1200.1 RERA 
DCA) = {u € C'[0,1]|u (0) = =G) = w (0) = ud) = 0), 
DCA: H PHE ELET А: DACOS 
Au = (ETu"Y' Yu € РСА). 
于 是 , 原 边 值 问 题 可 以 表 成 
Ак = 9, u € РА). 
利用 分 部 积分 及 边界 条 件 可 得 
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ч г 
Arv) =| 【五 Food = | ЕЛ 


=u, AV), Yaw € DAJ, 
MAEDA ЖАЙ. УК. HEL] Е g> 和 72>0 的 假 
设 推出 
(Ansu) == [Епа = 0, Ya € DA), 


ТЕ Au, u) =0, ШЕ О, E о0о. 这样 ,证 明了 A EAE 
的 严格 正 算 子 .因此 可 以 应 用 定理 6. 4. 4. RURE E УН, ДИ (Ë ju) 
题 等 价 于 个 二 次 琵 男 了 的 极 值 可 题 ,7 的 定义 如 下 : 
du = 了 (de va) — (чый) 

= f шед: 一 f guaz. 
在 力学 中 ,这 里 的 Ju RRA ЛЕНТА] ТИЙЕ РА a € DA) 
的 总 位 能 ,而 丁 的 弹性 位 能 与 外 为 (荷载 9)? 所 作 的 功 分 别 为 
3 Глава, Гана. 

例 6.4.6 6.2.2 hay Т Jr EE Bib 8 ИН АТД Ж Ж 
为 : DD р КИЕЛИ, ТЕЛ ЖЕ Cs {у In ЖР ЛЕ J p h y y 
ЕЕН Г.Е GEA R Ou БҮЛМӘ ЛЕНД О ТЕ НО! A 
件 


RER 五 一 产 (0 ,线性 集合 
Peay = iy € O(N) | eho = 01. 
DAT H Т ош Ж СЛ КЗ ГА 为 
Ан = — Ан. 
利用 格林 公式 及 边界 条 件 得 到 
{AW wy =— I! Ан + vdrdy 


2 


ди Ф Ян дг 
= — dzd 
=| =+ ду 35l > 


=(и, Au). Ун, € DA). 
这 说 明 А 是 自 伴 算 子 . 又 
ы 
CAusi) = Í. a + (58) ИСЕ Ü, 

Vu € DA), 
而 且 当 tAx,w)==0 时 可 推出 w==0. 这 样 ,证 明了 А 是 严格 正 算 子 . 
因此 ,根据 定理 6. 4. 4, 所 说 的 二 维 泊 松 方程 的 边 值 问题 等 价 于 一 
TER J ARERR. 的 定义 为 

Ju =A Aum — (fa) 


= 1, Au + udzdy 一 [ау 


-1 1]. ЕЗ8 + Е | ез» — 人 fudzdy, 
其 中 Ju 是 总 位 能 , 右 端 第 一 ДА -项 分 别 是 应 变 能 和 外 力 所 
作 的 功 . 
A BEH, R Cu MET KOE ХИН Е. 
MRIG ARTEZA аб е, «у. 
alut) = (Auv) 


ди до ди Au 
- [15523 + ду 39 |44». 


那么 汉 函 J 的 定义 可 改写 成 
Ju = Lalu) = (Fru). (6.45) 


6.4.5 虚 功 原理 


对 十 从 希 尔 伯 特 空间 H 的 线性 稠密 集合 D(A) 到 H 的 一 般 
线性 算 子 4 ,我 们 有 下 人 面 的 结论 
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定理 6.4.7 下 面 两 个 条 件 等 价 : 

D u EDADE САн,0) — o=, V G€ DCA). 

(2) € CA) 是 方程 Au= у И. 

方程 

Аи.) — (fw = 0, Ye € DA), (6.46) 
通常 称 为 变 分 方程 (variation equation), 9 ЭС Ак, о! E — 4" H 
算 子 4 ЗШЕ ОЕ 29, ВЕРА — IR pp y E (5. 46) 写 成 如 
TÉR: 

a(u,u) — (u) = 0, Yre DA), <6. 47) 
RẸ alus) = (Au). 

在 力学 中 , 变 分 方程 (6. 47) 左 端 表示 虚 功 ,因此 定理 6. 4.7 也 
HARDA principle of virtual work). 虚 功 原理 将 解 算 子 方程 
化 为 解 变 分 方程 , 它 比 能 蕾 法 更 兵 有 一 般 性 ,不 仅 适 用 于 严格 于 算 
子 方程. 而且 送 用 于 非 严 格 正 算 子 方程 ， 

例 6.4.8 设 两 点 边 秆 问题 
ilg] +q = f, rE lab), 

uta) =0, alh) = 0, 
其 中 рЄС'Га,51,9ЄСТа,ь1,/7Є 12,2]. В. 

р(х) > 0, g(z2) 20, V z € [aeh]. 
Ж м=1[а,0), 88 

DCA) = {н € Са, ыба) = ыб) = 0}. 
所 是 D(A) 上 的 线性 算 子 ,其 定义 为 
Au 一 一 zl EA + чи. 

利用 分 部 积分 及 边界 条 件 得 到 

aG, uo) = (Аы,т) 


=[[- ile q) + qu Jods 
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=| [2 d g + quv |а, Yuy Є DA). 
因此 原 边 值 问题 化 为 如 下 变 分 问题 : 求 x:€ D(A), 使 得 


四 
a(u,u) — (fev) = [12 ан = F дит fo jda = 0, 


ү € DA) 
例 5.4.9 考虑 二 维 泊 松 方程 的 一 个 混合 边 值 问题 ， 
— Аи = Ў, (m,y) Є 0 
enga 
дп 
其 中 а20,г. 5 Г, ER ОЯ 2 Q ЭЛДЕ ЛУШ ЖИИ ТИ 
分 , 见 图 6. 13. 取 HIL RERS 
DIA) = (а E C) | ulr, = 0). 


ulr, = 0, | + zu) 


= 0 
Г, 


图 6.13 


定义 D(A) 上 的 线性 算 子 А 为 
Дн =— Àx. 
利用 格林 会 式 和 边界 条 件 有 


auv) = (Aun, u) = ПКЕ Àuyodrdy 


=J, 


ди д | диды 
arar ' 


Jy СЕУ f f, аз, 


V uw C DCA) 


所 以 原 混合 边 信 问题 等 价 于 如 下 的 变 分 问题 : 
Жерд), 1545 


_ дидо Ju Ф 
аби) — (fu) = Ti Ja Jz T 3525 а |ахду 


+ ], auvds = 0, уте DHA). 

在 例 6.4.9 的 混合 边界 条 件 中 ,利用 数学 物理 方程 的 术语 ， 

u'n ОД Rt M eten] | ,一 0, 当 ot0 时 属于 第 

三 边界 条 件 , 当 a 二 0 时 属于 第 二 边界 条 件 , 其 中 是 边界 Г, 的 单 

PARTEI TEE u ya 的 方向 导数 . 从 上 而 的 讨论 看 出 ,第 -边界 

条 件 与 第 二 .第 三 边界 条 件 有 重要 差别 . 变 分 问题 只 要 求 & 满足 在 

rT 上 的 第 地界 条 件 , 而 它 的 解 能 自动 满足 在 Г, 上 的 第 二 或 第 

三 边界 条 件 . 因此 在 变 分 原理 中 ,通常 称 第 一 边界 条 件 为 本 质 边 界 

条 件 (essential boundary condition) , 称 第 二 .三 边界 条 件 为 自然 
边界 厅 件 (natural boundary condition). 


T 


6.4.4 ГУЖ 


前 面 定 埋 6.4.4 与 定理 6.4.7 给 出 了 两 个 变 分 原理 ,它们 都 
是 就 线性 集合 Dt4) 上 的 解 建立 了 解 算 于 方程 问题 与 变 分 问题 的 
等 价 性 ,但 是 都 只 是 假定 了 在 DCA Efe E E EB). 我 们 所 考 岂 的 
PATTE 4 一 /了 的 问题 一 般 是 微分 方 坦 边 值 问题 .这 时 , 算 车 
A 是 某 -种 微分 算 子 , 它 的 定义 域 DP(4) 目 然 是 由 具有 一 定 可 微 
次 数 的 光滑 函数 组 成 的 ,可 微 次 数 的 最 小 值 等 于 微分 算 子 雪 的 阶 
数 . 因此 , 边 值 间 题 在 线性 集合 DCA) 上 的 解 就 是 通常 意义 下 的 
Ж. 如 果 边 值 问题 在 D(A4) 上 有 解 ,一 般 称 这 种 和 解 为 边 值 问题 或 其 
等 价 的 变 分 间 题 的 古典 解 (classical solution). 

然而 ,一 般 地 说 ,不 能 保证 算 子 方程 与 变 分 问题 在 БОА) ГИН 
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ZER. 比如 , 例 6. 4. 6 УР ЩН r Ж 
—A=/, yp € а 
ар | alao=0} 上 的 解 ,就 是 由 


ЕЗ 1 “| Jardy (алу 


E X BZ КУ ЛЕ НМ ЧЕП БАЕВ, 
一 An 一 了 在 也 (4) 上 便 没有 解 ,因为 对 于 任何 aE D{A) 都 有 AuE 
ССП). 这 时 ,根据 定理 6. 4.4, 浴 函 /在 DLA) 上 的 航 小 值 问题 也 
没有 和 解 . 从 实际 上 来 说 ,许多 物理 ,力学 现象 ,甚至 必须 用 非 光滑 函 
数 才 能 真实 地 加 以 措 述 ,例如 集中 荷载 下 的 平板 弯曲 ,具有 不 同 介 
质 的 弹性 体 的 平衡 等 . 因此 ,在 算 子 方程 或 变 分 问题 在 DCA EZ, 
解 的 情况 下 ,一 般 做 法 是 去 开拓 线性 集合 D(A) ,使得 在 开拓 后 的 
线性 集合 上 相应 的 渗 函 极 值 问题 或 变 分 方程 的 解 存在 ,并 且 转 而 
去 求 这 种 解 . 从 例 8. 4. 5,9] 6.4.6.016. 4.8 和 例 6. 4.9 看 出 ,将 
边 值 问题 化 为 变 分 问题 后 , 变 分 问题 中 的 泛 函 或 变 分 方程 均 为 积 
分 形式 ,由 于 经 过 分 部 积分 ,被 积 函 数 所 含 导数 的 阶 数 要 比 原 微分 
方程 的 阶 数 低 , 例如 , 例 6.4. 9 中 演 值 问题 包含 二 阶 导 数 ,而 变 分 
ВАЕ Э. 这 样 ,为 开拓 线性 集合 D(A4) 创 造 了 条 件 , 因 
为 对 于 较 低 阶 广义 导数 均 为 某 种 方 次 勒 贝 格 可 积 的 函数 , 泛 函 或 
变 分 方程 中 的 积分 均 有 意义 . 也 就 是 说 ,可 以 在 包含 D(A4) 的 菜 个 
索 伯 列 夫 (Coionee) 空 间 的 一 个 线性 集合 上 , 求 泛 函 极 值 问题 或 变 
分 方程 的 解 . 这 种 解 如 果 存 在 , 它 并 不 是 原 连 值 问题 在 古典 意义 下 
的 解 , 称 之 为 原 近 值 问题 的 广义 解 Cgenetalized solution) së ЕЙ 
(weak solution). 

为 了 考察 边 值 问题 广义 解 的 存在 性 ,需要 引入 满足 较 强 条 件 
的 双 线 性 泛 通 与 算 子 ， 

定义 5.4.10 ЗРАЗУ), ас + HXH 
上 的 连续 双 线 性 泛 函 . 如果 存 在 常数 a 0 ,成 立 
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абиш) Salju Vue H, 
Ш ас ОЕ H-#8[B] 89 CH-elliptical х9 EEH] (positive defi- 
nite), 

定义 6.4.11 АЗЕРА ЕЈ, DOE H 中 的 线性 
稠密 集合 ,4 是 从 D(A) 到 豆 的 线性 算 子 , 如 果 存 在 常数 x 汪 0, 使 
得 

(Ан,и) 2 a| u | 2, Yu € РСА), 
则 称 算 子 4 是 正定 的 (positive definite). 

а ЕНТЕР ЕЯ ГЕНТ. 如 果 4 是 希 尔 
HHTHH 上 的 正定 算 子 , 那 乡 а(и.®т) = САн.о ХЕ АРХ, 
TEZA a( + ‚ АНАНИЯ. 

定理 6.4.12 ÚH ERARD ас. OE H-A ИЙ 
TAREZA ./e H.J Ж Н БК в, 


Ja = Tata) == (f.u). 


ШУ J ARER: аен. iE Ju=mindv 与 解 变 分 方程 问 
题 : Kue HME aludiu), V oC H # ЩЙ. 

这 个 定理 告诉 我 们 ,让 定理 的 假设 下 ,只 须 考虑 变 分 方程 解 的 
存在 性 . 这 时 ,有 全面 的 一 般 结论 . 

定理 6.4.13( 拉 克 斯 :米尔 格拉 姆 (Tax-Milgramj 定 埋 ) 设 
11 Ж ЖЕДЕ Н], а( + +) Н- И ЕЕ А. ЛЄ Н, Л 
存在 唯一 的 元 素 a € H , {® 

alusv) — (Jw) = 0, Vo €C H. 

ШШЕ, ЕЗЕК ИЕ} TENERS D(A4) 上 求解 算 子 方 
ÉE du 二 了 来 描述 边 值 问题 ,然后 青 将 算 子 力 程 化 为 变 分 方程 
аби,” = (fir) =0. 当 满 足 定理 6.4, 13 的 假设 时 , 奕 分 方程 便 有 
唯一 解 . 如 果 变 分 方程 的 解 不 属 -i” D(A), 而 属于 开拓 后 的 空间 
好 .那么 它 就 是 边 值 问 题 的 广义 解 . 下 面 举 两 个 例子 .应 用 定理 
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8. 4. 13 ,分析 边 值 问题 广义 解 的 存在 性 . 

例 6.4.14 考虑 例 6.48 中 的 两 点 边 值 问题 ,在 那里 已 经 得 
到 相 虚 的 变 分 方程 

а(н?) СГ,о) = f [2 ди Че quv So lz 0. 


设 Т=[а.5]. 容易 看 出 , 当 p. ELD FELDT a (u uy 
《了 ,加 在 索 伯 列 夫 空 间 AOPA ЖЖ. kaji {к HSH 
上 讨论 变 分 方程 的 解 . 进一步 假设 函数 р. 还 满足 条 件 

рО) 22 рь;> ga, YrEl, 
其 中 p, 是 常数 . 这 时 ,经 推 证 可 得 


alust) =| [zl q) ` + a Jar 


» da z 
ita de Sa) u || fnno Va € Н 
其 中 


— min [Ë Po 
a= min yap: |> 0. 


RMH асе, Е НУВ. ЕЕ ЕЕ 6.4. 13, 所 讨论 的 变 分 方 
В НС ЕАО ВТЕ Я 6.4.8 中 的 两 点 边 值 问 题 在 
五 多 站 上 有 唯一 的 古典 解 或 广义 解 ， 
例 6.4.15 ЖЕР G.4.2 中 的 二 维 泊 松 边 值 问 题 ,由 例 
6.4.6 知道 相应 的 变 分 方程 为 
a(u,u) — Cf ,wy ЇЇ [ди w | ди Q fo lizay 0. 


alarəz дуду 
可 以 建立 不 等 式 


ашы - [1+ (2 агау 


=u B: + 1, 
=e || м || кит. Va Є HM, 


- 286- 


Др ero E ya 无关 的 常数 ,这 说 明 at。,。) 是 I 椭圆 的 . 内 此 
恋 分 方程 在 五 !2) 中 有 唯一 的 解 . 


6.5 ”里 尝 - 伽 辽 金 方法 
6.5.1 变 分 原理 常用 的 近似 解法 


本 节 介 绍 如 何 求 解 相应 的 变 分 问题 . 

H R HHI PRIREZ, DUO H 中 的 线性 集 
合 , 边 值 问题 是 在 D(A} 上 求 算 子 方程 4x 一 了 的 解 ( 占 典 解 或 广 
ЗР. 设 efzao 是 由 (4usv) 经 过 分 部 积分 后 得 到 的 ,如 此 确定 一 
个 ИЖИ УШ иб +, 67. MAER Т (Ан, о) Ж, и. Є 
DUA) ,分 部 积分 时 能 利用 边界 条 件 ;而 所 得 出 的 a (u va) 的 表达 式 
则 对 zwE 吾 均 有 意义 .由 前 一 节 知 道 , 边 值 铝 题 有 两 种 变 分 形 
式 . 边 值 问题 的 一 种 变 分 形式 是 : 

ЖЄН. Ти = тіру, 时 中 J EKA, 


Ји = Таба) = (Дш). (6. 48) 
这 是 从 能 量 法 得 到 的 . 边 值 问 题 的 男 一 种 变 分 形式 是 ， 
Жен. аби.0)= u) Ҹон, (6.49) 
这 是 从 虚 功 原理 得 到 的 . 


变 分 问题 (6.48) 与 (6. 49) 的 主要 困难 是 在 无 穷 维 空间 五 进 
行 考察 ,分 别 求 泛 函 的 极 小 倩 与 求 变 分 方程 的 解 . 除 少数 特殊 情况 
外 ,一 般 不 可 能 求 得 问题 的 准确 解 . 因此 需要 建立 近似 的 数值 解 
法 , 里 效 - 仙 辽 金 方法 是 变 分 原理 最 常用 最 重要 的 一 种 近似 解法 ， 
它 也 基 求 偏 微 分 方程 数值 解 的 有 限 元 法 的 基础 . 

里 获 - 伽 辽 金 方法 先后 由 瑞士 数学 家 W. Ritz 和 前 苏联 数学 
家 B. Г. Галеркти 提出 ,他 们 共同 的 基本 思想 在 于 用 有 限 维 空间 近 
似 代 蔡 无 穷 维 空间 ,把 无 穷 维 空 间 上 的 变 分 问题 化 为 有 限 维 空 网 
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上 的 变 分 问题 ,从 而 求 出 问题 的 近似 解 . 里 获 法 的 一 般 原理 已 在 
6.3 中 介绍 过 ,将 它 应 用 于 变 分 问题 (6, 48), 可 把 问题 化 成 求 多 元 
二 次 函数 的 极 值 问题 . 斯 辽 金 法 则 从 变 分 问题 (6. 49) 出 发 ,把 所 题 
化 为 求 线性 代数 方程 组 的 解 . 两 个 方法 出 发 点 不 同 ,里 获 法 基于 能 
基 法 ,而 伽 辽 金 法 基于 虚 功 原理 ,但 两 者 最 后 导出 的 求解 过 程 和 近 
羽 解 均 完 全 相隔 . 不 过 , 因 虚 功 不 理 比 能 量 法 更 具 -- 般 性 ,因而 匣 
辽 金 法 比 里 蒋 法 应 用 更 广 , 推 时 也 更 直接 . 当 边 值 问题 中 的 算 子 A 
是 自 伴 正 定时 ,a (u,vw) 是 如 -椭圆 的 ,里 获 法 与 伽 辽 金 法 是 一 至 
的 . 
在 下 面 的 讨论 中 , 设 
和 

是 在 空间 H 中 选取 的 线性 无关 的 函数 列 , 态 , EA дорое 为 
ЖЖ H B n 维 子 空间 . ШЕЕ ИТ @ ДЕЕ Н, LRE 
分 问题 形 如 


u, = Уай (6. 50) 


的 近似 解 ,其 中 ases ,a 是 待定 常数 ЭНЕ ЖЕШИН ЖЫ 5 pi 
{名 ), 它 确定 了 如 何 选 取 有 限 维 空间 H.. 


6.5.2 里 茨 法 的 应 用 及 协 辽 爹 法 


现在 将 6. 3 中 的 里 欧 法 应 用 于 变 分 问题 (6. 48). 考 虚 变 分 间 
题 (6.48) 在 豆 的 : 维 子 室 间 H, 上 的 形式 为 (6. 50) 的 近似 解 . В. 
体 地 说 ,就 是 要 确定 系数 a,as,… ,a ,使 得 

Ju, = min, ÆR, 上. (6.512 
HFa, ERREZA RA 


Ju, =34( > ен, Јав) —{/, рэс 
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аура, 一 Epa, 
这 是 epee a, 的 二 次 函数 . 使 Ju, 取 极 小 值 的 必要 条 件 是 


LJe = 0, k= h2 en 
да, 


由 此 得 到 w ,mvo ДЕ 


= | 
Pappa = (Да), E= 1,2, _ (6.52) 


i=] 
这 是 一 个 线性 代数 方程 组 ,其 系数 矩阵 

人 的 的》 aA) + аф.) 
а\ф,ф) ARR) бб ас.) 


G= 


абд+@) абад) e Re 
假设 边 值 问题 的 算 子 4 是 自 伴 止 定 的 , 则 由 À 导出 的 双 线 性 证 机 
ас», * УЖЕ (зулипей1с), 8 
a(u,u) = a(u,u), Ун. € ЇЇ, 


FE 

aR = Ap, РРА 

ШС ДЕЕ асе, о БИ, НА 6. 4.10, 
存在 常数 a= 0, ВУНЕ ЧЕЗ ТАТЕ (о.д.а), КА 


Sag pe =al Уа, У) ад] 
` = = 


=a( zg.) e |а, || > 0, 
PK BI Ra Е G EE E E BJ. 因此 , 当 А 自 伴 正定 时 ,方程 组 (6. 52) 
必 有 了 唯 - - 解 asar, ›а„, А2 (6. 50), 便 得 变 分 问题 (6. 48) 的 
近似 解 u 由 于 在 H, 的 所 有 元 素 中 ,zw 使 了 达 极 小 值 , 因 而 用 里 
蕊 法 求 得 的 <, 在 空间 H, 中 是 最 佳 的 ， 
向 辽 金 法 是 对 变 分 问题 56. 49) 去 求 形 如 式 (6.50) 的 近似 解 ， 
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也 就 是 说 ,要 确定 系数 a ,aa，…，w，, 使 得 и, 满足 


alunt) = (/,о), Vz E€ Н, (6.53) 
注意 到 任 一 оЄ FT, 可 表示 为 
v= Dap 


因此 条 件 (6. 53) 等 价 于 方程 组 
a(u,,@) = (/,ф), i= 1 ,2 n. 
这 与 里 获 法 导出 的 方程 组 (6. 52? 相 同 .于 是 ,通常 称 方程 组 (6.52》 
为 里 藻 - 伽 辽 金 方程 . 
例 6.5.1 用 里 茨 - 伽 辽 爹 法 解 边 值 问题 
[tp é =— x, 04 21, 
400) = (1) = 0. 
Е.ДАН ос, OERA 
аби у) = G” u,v) = [ог + кох 


=и'о |; 一 fuvar + [=a 
记 了 7=[0,1], 于 是 对 任何 函数 a; € AO ,atuyv) 均 有 意义 ,而 
R 
aluo) = [< шо 十 avda. 

现在 H=H Q АЧЕН Е адо T e, 
为 代数 多 项 式 ,为 使 p， 满足 边界 条 件 , 令 

PDSS a), = 1,2. 
Uppoo р, 为 基 生成 的 子 空间 就 是 维 空间 H. TEn EH, 
有 


и„\х) = Dag (т) 
i=] 


=<=(1 一 r) (a + вк + е 4 ay, 
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Щщ n=] BF, (а) =а(1—х). 由 式 56.52), 里 蕊 -如 辽 爹 方程 为 


1 
ар а + a © Ме =— [Q — л. 
ГЕ 


Ша Mi 
ШЕН а — 15 ATT 


ао = ы — 2). 
4 к=з fulnar r) laer) 由 式 (6.52) ,经 计算 ,得 里 


-LETE 


зза 
10 ' 20° 12 
{ 3 13 1 


[T 262 1%“ 30` 


А 71 7 
此 解 得 а 369" & 下 :于 是 


tlr) = zll — [ZL +, . 


369 741, 
所 讨论 的 边 们 问题 的 精确 解 为 


为 了 比较 ,下面 列 出 精确 解 SEME н, R a к=, T 


AHE: 


z | ит) | мб) | чь) 
l _ 

1 0. 044 
1 о. отр А 0. 069 
2 

3 

+ 9.060 . 0,060 


这 是 一 个 简单 的 例子 . KATERN p. 的 另 -种 选取 是 三 
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ж, 
ФС) = пл), E= 1,055, 
ШТЕТЕБЕН ЕТИН ЕЕ = ЯЕ О E A U PT 38 
更 一 般 的 微分 算 子 方程 , 下 面 举 一 个 例子 . 
16.5.2 тина 


Чи | 
| +79 dx qu = f, a< r<, 


иба) = 0, а) = 0, 
其 中 PEC, PODRAS rED, r,q € C(L), FELO), 
而 1 = [а,Ь], 利用 分 部 积分 和 边界 条 件 推 出 祖 应 的 双 线 性 泛 函 
，" ) 为 


а(и,ъ) = [sea q qe + quv ae 


由 此 可 知 ,除非 к==0,у2>0,{ Да. e ) 非 对 称 正定 . 因此 一 般 
不 能 用 里 获 法 解 本 例 中 的 边 值 问题 ,但 能 够 应 用 期 辽 金 法 ,并 且 仍 
然 导 出 形 如 (6. 52} 的 方程 组 . 


6.5.3 里 荧 - 物 辽 金 法 的 收敛 性 


前 面 已 经 指出 ,对 于 自 伴 正定 微分 算 子 方程 ,里 获 法 与 伽 辽 人 金 
法 是 一 臻 的 .下面 给 出 一 个 收 仇 性 与 误差 估计 的 结论 . 至 于 对 更 一 
般 的 微分 算 子 方程 ,如 辽 金 法 的 收 往 性 及 误差 估计 ,情况 则 比较 复 
杂 , 这 里 不 子 介 绍 . 

定理 6.5.3 BIRK aC, ) 对 称 正 定 ,x БАРАНЫ 
题 (6.48) 或 (6. 49) 的 解 ,而 и, 是 里 获 - 茹 辽 金 方程 (6. 52} 导 出 的 
解 , 则 有 如 下 误差 估计 式 ， 

II ии, I н ® Я inf ЕТ 


Ж 8220 是 与 on 无 关 的 常数 ,inf {а-о | Во AERE H. 


的 距离 . ТЕЕ ДА ОВ Жр, LESA H 中 是 完全 的 (com- 
* 292 + 


plete) Bp фф WRAS ЕЖЕ H rR Й.Л 
lim || u — us | = ©. 
从 6.4 到 此 ,主要 讨论 了 形 如 (6. 42) 的 线性 微分 方程 齐 次 边 
值 问 题 的 变 分 原理 ,以 及 应 用 里 蒋 - 其 这 金 法 求 相 应 变 分 问题 的 近 
似 解 . 线性 微分 方程 非 齐 次 边 值 问题 的 - 般 形式 是 
Lu = f EnH, | 
lug, G= 1026500) EINE] 
ЖН O RE 中 的 有 田 区 域 ,与 届 Oj 一 1,2,, 门 是 线性 微分 算 
子 ,g,(j 二 112,… 7) 是 定义 在 虽 的 边界 3 上 的 已 知 函 数 .- 般 ， 
可 以 把 非 齐 次 边 值 问 题 化 为 齐 次 边 值 问题 来 处 理 . 事实 上 ,满足 
(6. 54) 中 的 边界 条 件 芍 函数 有 时 是 比较 容易 找到 的 ,如 果 u, 是 在 
n FERA HM (6. 54) 中 边界 条 件 的 函数 ,那么 非 齐 次 边 俩 
问题 (6. 54? 等 价 于 如 下 齐 次 边 值 回 题 


(6.54) 


Lu = f — Ім, ж ОФ, 1 
| ‚ — (86.55) 
іл = 0 (}= 126, 在 90 上 ,| 
其 中 т=н Um 


例 6.5.4 非 齐 次 两 点 边 值 问题 
I [Же 7, а<х<%Ь, 


ula) = m, u = B. 

ио ЖЕ 

мба) = а, н) = б 
BIHE -18k ННП 
Br — а)? 
2(6 — a) ` 
т=н—н,. FÆ, EË Er K РН sa 8 aj E ТШЕ 
m HESH 


s (z) = a+ 


又 令 
两 点 
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елсе a < > < b. 
vla) = 0, v (b) = 0. 
其 全 6.4.8 ВЯ 


让 
аби,т) = | DEE + auv faz, 


特别 
абоуо) =a(u — нун — ita) 
=a(a,u) + aHa) 一 2a(u,uo)j, 


又 利用 分 部 积分 ， 
(f — Lav) = (f ,u) 一 [оа 


=(f,u) + рО) (Б) 一 абу) 
=f ru) — СР.) + РО) и) — рО) Й нос) 
— анун) 十 区 CoyBn) 


因此 
Jo = Табо) — (f — L usu) = Ju — Juss 
其 中 


Ju = Tata) 一 人 Pay — PB иф). 


由 于 Ju, 是 常数 ,加 取 极 小 值 当 且 仅 当 Ju 取 极 小 值 , 从 而 所 考虑 
边 值 问题 的 一 种 变 分 形式 是 : 
Жиен (I), мба) =a, 8 
Ја = min dw, 
чш 

这 里 7=[as8j, 由 于 对 任何 wEH1(D) ,wla) 一 0, 有 

або,10) = а(и+ш) — a(uo, te), 

(f — Lu xa) = (fz) + pR wh) 一 a (uo z), 
因而 ,所 考虑 边 值 问题 的 另 一 种 变 分 形式 是 : 
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ЖЄН! (Шу,кб(аз=в,{Е {+ 

ашыш) = (Frw) + pB wH), Yw € HPOL, (a) = ü. 

现 设 р, НОСОВ) л ЯЕ 2а] H, ERRO F Hi m 
ф‹а) = 0, f= 1,2,0. 

本 质 边界 条 件 нба) а 齐 次 化 后 ,zw 形 如 


i (r) = u. (z) + Japle), 


ДИН и, ENE mla) 一 a Е С. AE аон, 
可 表示 为 
ш 一 Уа. 


因此 上 述 两 种 形式 的 变 分 同 题 共同 的 里 蕊 -如 辽 金 方程 为 


Уаде = (Га) 十 p DB дб) а(н), 
í 1 


= 1.2. n. 
从 这 个 例子 可 以 看 出 , 当 我 们 把 里 获 - 匣 辽 金 方程 应 用 于 非 齐 
次 边 值 问题 时 ,要 根据 自然 边界 条 件 和 本 质 边 界 条 件 分 别 作 不 同 
的 处 理 , 对 于 非 齐 次 自然 边界 条 件 ,只 要 适当 修改 里 获 -向 辽 金 方 
程 右 端 常数 项 ,而 不 必 对 基 国 数 加 以 性 何 限制 . 对 于 非 齐 次 本 质 边 
输 条 件 , 应 对 它 进 行 齐 次 化 后 再 用 里 蕊 -其 辽 金 法 ,这 时 对 基 绕 数 
会 带 来 一 定 的 限制 ,以 保证 满足 本 质 边 界 条 件 ， 


6.5.4 ”里 区 法 在 特征 值 计算 中 的 应 用 


设 4 是 空间 NH 的 一 个 线性 稠密 集合 D(A) 上 的 线性 算 子 . 考 
BE D(A) 上 求解 加 下 算 子 方程 ， 
Ан — Ан = 0. (6.56) 
Ж. 6.5.5 ШЕЙ AER. SORRE u ЛЖ А ЖЖ 
A HAREE eigenvalue), R u ЖАКУ T А 前 特征 函数 Ceigenfune- 
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tion). 
KE WE % 是 算 子 4 的 特征 值 ,ws 是 禄 应 于 А 的 特征 函 
ЖЛ 
Ай, 一 Ана = 0 
成 立 . 在 此 等 式 两 端 对 a, 作 内 积 ,可 得 
(6.57) 


这 是 算 子 4 的 任 一 特征 值 与 相应 特征 函数 u, 所 应 满足 的 必要 
条 件 .这 个 事实 使 我 们 能 够 将 算 子 4 的 特征 值 问题 与 如 下 泛 国 民 
联系 起 来 : 


R: uj Riu), RG) = 


абили) 


(иш)? 
Ж ас-,+›ЖНЯ-+ 4 ЕНОТ а (кон) = (Ани). 
TME MATAME- E 3 ЕЛ ЕЕ: е. 4 的 某 些 桂 
征 值 . 

定义 .5.6 ARADOR H 的 线性 算 子 .如 果 存 在 常 
数 (可 正 可 负 或 为 零 ) ,使 得 

САм,а) ala): Va € DAR 

则 称 4 是 下 有 界 的 {bounded below). 

显然 ,任何 正 算 子 、 正 定 算 子 都 是 下 有 界 的 . 

KE AE D(AY 上 的 下 有 漠 算 子 ,成 立 在 定义 6.5.6 中 的 不 等 
式 . MAW TER: 

D 对 于 任 一 常数 lal АЧ 是 DLA) 上 的 一 个 
定 算 子 ,这 里 工 是 单位 算 子 . 而且, 是 4 的 特征 值 与 x 是 相应 于， 
的 特征 函数 4+tc 是 4 十 of 的 特征 值 与 a 是 相应 于 Ate 的 特征 
ЮЖ. 这 个 事实 说 明 , 下 有 界 算 子 的 特征 值 问题 ,可 以 化 为 正定 算 
子 的 特征 值 问题 . 因此 ,在 考虑 特征 值 问题 时 ,可 以 不 去 区 分 下 有 
界 算 子 和 正定 算 子 . 
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и = 0, (6.58) 


m 


(2) 由 式 (6, 58) 定 义 的 泛 函 及 满足 


Riu) = б? 
lal 


因此 存在 


a YuE DA) «#0, 


d= inf Riu) Z a, (6.59) 
кер 


关于 上 自 伴 算 子 的 特征 值 问题 ,有 一 些 基 本 结论 . 如 果 4 是 自 
伴 算 子 , 则 4 的 特征 值 都 是 实数 ,而 且 相 应 于 不 局 特征 依 的 特征 
AROE EIER. XEY Att € DA), Слан Н А 导出 
HAAZ ас е, ) 是 对 称 的 . 

在 有 限 空 司 中 ,线性 算 子 4 的 特征 值 问题 ,就 是 4 所 对 应 的 
矩阵 的 特征 值 问题 . 

对 于 下 有 界 自 伴 算 子 有 下 面 的 结论 . 

定理 6.5.7 Ë À TF 68 3 AAT, HE #0, u € 
号 (4), 使 得 


Кош) = d, 
RE R FT Z 分别 由 (6.58) 与 (6.59) 的 定义 , 则 了 是 4 的 最 小 特征 
值 ,wo 是 相应 于 d 的 特征 通 数 . 


这 个 定理 使 我 们 能 把 下 有 界 自 伴 算 子 4 的 最 小 特征 值 的 计 
算 归 结 为 求解 变 分 问题 , 即 求 解 泛 函 R 的 极 小 值 . 假定 由 4 导出 
RREZ асе, RZE R 在 整个 希 尔 伯 特 空间 Н 上 有 
定义 , 变 分 问题 的 上 其 体形 式 是 ， 
Жєн, биш) nin 2859) 


(usu) єн Wo)’ 
у 0 


或 者 
RuEH, {wya) 二 1, 使 alu,u)= тіп абон), (6. 60) 
tl =1 
即 在 条 件 (x,w) 二 1 R En R HE. 
现在 应 用 里 获 法 于 式 (6. 60). 设 ae. 2 E H fJ n HE 
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空间 H, PHREN, u = Dap. 我 们 的 问题 是 在 条 件 


шшш = Усу = 1 (6.61) 
TRE аш за 使得 — 

a(u,,u,) = аср, едва, (6.62) 
ЕМ. ЭА ШЕ B 83, PT EI SE H R. ТЕШ Ф, 


Dia уа, +++ a.) = a(u,,u,) — A(u.,u,.), 
其 中 是 待定 常数 . 使 更 达 极 小 值 的 必要 条 件 是 
2Ф _ < 


Эа, Salga) — Абд.) = 0, 


Ë = 1.2, """ n. 
这 是 人 的 线性 齐 次 方程 组 ， 菜 件 C6. 61) 要 求 这 个 方程 组 
有 非 零 解 ,因此 其 系数 行列 式 必 须 为 零 , 即 
a(@,@) 一 Абд.) — аф) — Ад) 
aR) 一 АД.) с абала) — MKB) _ 
aAA) 一 Ад.) “Q абама) — Абд. 
(6.63) 
(6. 63ДЕ А» KRADE CE п 个 根 , 可 以 将 其 最 小 根 作为 算 
子 4 景 小 特征 值 的 近似 值 . 
下 面 的 定理 表明 , 除 最 小 特征 值 外 , 算 子 4 的 其 它 特征 值 也 
可 以 归结 为 变 分 问题 . 
定理 6.5.8 # АЖ НЗ АК ИТ.А АА, ША 
的 前 a 个 特征 值 ,x stirs о, 是 分 别 相应 于 它们 的 规范 正 交 特征 
RR Ti B fF tai 0s u, € U EIH 


а(и„. эй») = тпїпа(и.ҥ). 
„єн 
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这 里 

U = ia E H|(u,u) = Tu) 0, i= 2 
则 a, FEEF А РЇЇ ЕК. E Any aF IE 

Ааш) = СА айн: 

ААЛА Анд, 之 外 的 最 小 特征 值 . 

如 果 利 用 里 茂 法 根据 定理 6.5.8 RT 4 的 最 小 特征 值 
之 外 的 特征 亿 , 部 么 这 些 特 社 信和 所 满足 的 方程 悄 为 (6.631, 国 此 将 
Сб. 3) 的 根 按 大 小 排列 起 来 便 依 次 是 算 子 4 的 从 小 到 大 的 特征 
值 的 近 僻 值 ,不 过 非 最 小 的 特征 值 的 近似 入 的 精度 - - {В Ж. 

时 一 般 的 特征 年 问 是 是 求 使 得 算 子 方 程 

Ац — АВи — 0 (6.64) 

НЕЕ АСНА А BAA REGEA a EIER EO. ATEM 
(6. 5604 glih ТАЕ В EA (6. 64) RA h ЖЖ 
似 的 结果 . 

КАЖЕ X EDC A FJ TER AIEE Г.В 是 定义 在 DCB) 
上 的 正定 算 子 ,而 是 Оол) В). k 3. (6.64 [К] {ТЛ АДУ 
不 同 特征 值 的 特征 汕 数 & j a, 满足 

(Ниш) = 0. 

а Бри, 是 广 文正 交 的 ， 

定理 6.5.9 设 刀 赴 下 有 界 自 华 算 子 ,B REEN fie 


Ae) 
d= inf СВи,ш)' 


WLH ЕТЕ u40. 9 
(Anat) _ 
(Вина 


M] 06. 543 的 最 小 特征 值 ,xs НЛ F q ун. 
定理 6.5.10 É A EC KARAIHE B ШЕТ S Г.А, SA, 
СА, (6.61 J т IRE e uean n 是 分 别 相应 Fo 
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КТЕ. H ТЕЕ u. 0, u, € U ,使 得 
(Az, stni) _ (Ausu) 
(Bua D) тее Вену 


这 里 
U = ju} (Busu) = 0, i= ,2sn), 
则 wi 是 (6. 64) 的 特征 函数 , 它 相 应 于 特征 值 


(Au, sint) 
à- = (Bitna униз)” 


这 是 46. 54) 的 除 „А, нА, 之 外 的 最 小 特征 值 . 
根据 定理 6. 5. 9 与 定理 6. 5. 10, 用 里 欧 法 求解 (6. 64) 的 特征 
值 ,可 推出 方程 
CARA) = АВф.ф) e (Apep) 一 AP) 
(Аа,ф) 一 АСВА. Ф) + (Аф) — АВЕ, Ф? ú 
en 
| cag sp) ZAAR) + (Apop) — A Bp 9) 
(6.65) 
的 根 就 是 (6. 64) 的 特征 值 的 近似 值 ,其 中 如 ,gg,… ,pg EFN Н 
的 #1 维 子 空间 А7, 中 的 基 函 数 ， 
例 6.5.11 设 有 长 度 为 1 的 弦 , 其 板 动 方程 为 
а+ ә = Tas, 
求 两 端 固定 时 的 振动 频率 . 设 解 为 
HT = vr)sin ай, 


于 是 问题 化 为 求 如 下 问题 的 轿 有 值 : 
| 
sdr 
(со) = 101) = 0, 


sin MT SiN PTE. SIR H AT t, 


全 


© 
т„(т) = asin mz + a,sln ZRT, 
HAG. DIATE 
| - А ИГА = 0, 
Эл? 4 
其 解 为 


À = 6.54816, А = 26.83. 

RIG hy jah. Jee Bi 3E- rr ФЕ — еф Е АОИ 
ВЕ ЖС ЛИД; ААБ БА ERE БК ТУ R] h 2 EA T НЕ W) 
困难 . 一 方面 , 除 特 别 规 见 的 区 域外 ,要 保证 满足 边界 条 件 是 困难 
的 , 另 一 方面 ,里 访 - 贫 辽 金 方程 的 形成 要 计算 大 时 的 积分 ,而 且 解 
这 种 方程 会 出 现 数值 不 稳定 , 尤 论 是 计算 大 还 是 存储 量 都 大 得 惊 
人 .但 是 ,50 年 代 发 展 起 米 的 有 限 元 法 ,提供 了 选取 基 汕 数 的 新 广 
法 ,克服 了 传统 的 里 蕊 - 伽 了 这 金 法 的 困难 . 
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7 数学 模型 


注 几 十 年 来 , 随 着 科学 技术 特别 是 计算 机 科学 的 不 断 进步 , 数 
学 的 应 用 不 仅 在 它 的 传统 领域 . 即 折 亩 物理 领域 (力学 ,电学 及 十 
木 . 机 电 、 化 上 等 T 程 技术 ?中 取得 了 许多 重要 进展 ,而且 迅 束 地 进 
АТТ. BIANA GEHE S G A H А A, РАЗА E 
社会 等 ). 把 数学 方法 应 用 到 任何 -个 实际 问题 中 去 .往往 首先 是 
把 这 个 问题 的 内 在 规律 用 数学 符号 .表达 式 或 者 数字 .图 形 表 示 出 
来 . 然后 经 过 数学 的 处 理 , 得 出 众人 们 作 分 析 、 预 报 , 决 策 或 者 控制 
的 定量 结果 . 这 个 过 程 就 是 通常 所 说 的 建立 数学 模型 (mathemati- 
cal modelling) ,以 下 简称 建 模 . 

建 模 一 般 说 米 有 机 理 分 析 , 数 据 分 析 等 方法 . 前 者 根据 客观 事 
物 本 身 的 性 质 , 分 析 因 果 关 系 ,和 在 适当 的 简化 假设 下 ,利用 合适 的 
数学 上 有 具 得 到 描述 其 特征 的 数学 模型 ;后 者 把 研究 对 象 视 为 一 个 
系统 ,对 实际 的 或 模拟 的 输入 利 输出 数据 ,主要 用 统计 方法 进行 分 
BT, 从 而 确定 条 统 的 结构 和 参数 ,了 你 为 系统 辨识 (system identifi- 
cation). 对 于 某 些 实际 问题 还 常 把 两 种 方法 结合 起 来 ,用 机 理 分 
本 确定 系统 的 结构 ,用 数据 分 析 确 定 系统 的 参数 ， 


7.1 数学 模型 概述 


人 人 们 常 把 所 研究 欧 现 实 侯 界 中 的 某 一 特定 对 象 称 作 原 型, 而 

把 为 使 于 观察 .研究 原理 所 做 出 的 模拟 物 称 作 模型 , 数学 模型 

Cmathemalical modei) 风 是 为 了 一 个 特定 目的 , 恨 据 原型 的 内 在 

规律 , 依 量 … 些 必要 的 简化 和 假设 ,运用 适当 的 数学 工具 得 到 的 - 
，302， 


个 抽象 的 数学 结构 , C BIL Йй ЖЕ 3 ЕЕЕ А 
FREER LR EUM E. ЖЕТЕ, RT. 

数学 模型 是 运用 数学 的 语言 各 工具 对 原型 所 包含 的 信息 ( 如 
现象 .数据 等 ) 加 以 翻译 与 归纳 的 产物 , 它 源 于 现实 ,又 商 半 现实 . 
模型 经 过 演绎 . 排 断 ,给 出 数学 上 的 分 析 .预报 .决策 或 拧 制 ,得 经 
过 解释 问 到 原型 , 最 后 ,这 些 结果 必须 经 受 实 际 的 :完成 实践 
一 理论 - ЗОО ПЕВ, 不 符合 实际 的 模型 必须 重新 建立 .这 个 过 
程 由 图 7.1 所 示 . 


НТР. ЯЙ r 


KUNEL H Ж РЕН 
ТА PERLI 


711 建 模 的 目的 和 步骤 


建 寞 的 日 的 通常 是 下 列 情形 中 的 -种 或 几 种 : 

(1) 分析、 解释 某 个 特定 的 现象 

(2) 确定 ` 计 算 某 个 系统 的 结构 和 参数 ; 

СЗ) 预报 某 个 过 程 的 未 来 状态 和 取信 ; 

CO 提供 在 一 定 意义 下 的 最 优 决策 ; 

(5) 为 某 个 过 程 制订 最 优 控 制 方 案 . 

由 于 实际 问题 的 复杂 人 性 ,难以 对 建 模 归纳 出 一 套 完 次 的 格式 . 
目前 建 模 这 程 天 体 上 遵循 以 下 步 又 ,其 示意 如 图 7.2. 

(1) 模型 准备 : 了 解 问题 的 实际 背景 ,明确 建 模 目 的 .掌握 原 
型 的 各 种 信息 , 弄 清原 型 的 特征 ， 

(2) 模型 假设 ; 根据 原型 的 特性 和 建 模 目的 ,对 问题 进行 必 
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[wawa |- wama] ан] 


ER (БЕЛЕП Ж. ЭЗЕЛИ A EH R ix. 

(3) 入 型 形成 ; 杠 据 所 作 的 假设 ,按照 原型 服从 的 物理 定律 
或 其 它 客观 规律 ,建立 变量 和 参数 问 的 数学 表达 式 , 列 出 表格 . 画 
出 图 形 、 守 出 逻辑 表述 或 其 它 数学 结构 ， 

CD 模型 求解 ; 运用 适当 的 数学 工具 求解 . 必 昌 时 研究 解 的 
TEETE ҖЕ -性 、 对 数据 的 连续 依赖 性 等 . 

(5) жшт. 根据 求解 结果 分 析 各 变量 问 的 依赖 关系 或 稳 
定性 态 ,给 出 数学 上 的 策 报 .决策 或 控制 . 

(O ЖШ: 把 数学 分 析 的 结果 “翻译 ” 回 到 原型 中 ,用 实 
际 现象 .数据 窜 检 验 模型 的 合理 性 和 适用 性 . 如 果 检 验 结果 不 符合 
或 部 分 不 符合 实际 情况 ,并且 肯定 在 模型 式 解 中 没有 失误 ,通常 应 
该 修改 .补充 假设 ,重新 建 模 . 

Стэ 模型 序 用 ; 如 果 检 验 结 玉 满 意 , 则 可 按照 问题 的 性 质 和 
建 模 的 目的 应 用 该 模型 . 


7.1.2 模型 的 分 类 


根据 对 模型 中 诸 因 素 侧重 点 的 不 同 , 有 以 下 各 种 分 类 : 
(1) 按照 变量 .参数 和 表达 式 的 状况 分 为 离散 模型 和 连续 模 
型 ;确定 性 模型 和 随机 性 模型 ;线性 模型 和 非 线性 模型 . 
(2) 按照 时 间 变化 对 模型 的 影响 分 为 静态 模型 和 动态 模型 ; 
参数 定常 模型 和 参数 时 变 模 型 . 
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(3) 按照 对 象 结构 的 自由 度 分 为 集中 参数 模型 和 分 布 参 数 模 
型 ， 

CO 按照 对 间 题 的 了 解 程度 分 为 白 箱 模 型 . 灰 箱 模型 和 时 箱 
异型 . 

(5) 根据 对 象 所 属 移 领域 有 人 口 模型 ,经 济 模型 ,交通 模型 、 
医学 模型 .生态 模型 .社会 模型 等 . 


7.1.3 系统 辨识 


对 于 ~- 些 影响 因素 众多 .机 理 比 较 复杂 的 生产 过 程 . 生 理 反 
应 .自然 或 社会 现象 ,如 高 炉 炼 铁 的 炉 温 控制 ,药物 在 人 体 器 官 中 
的 转移 和 排除 ,气象 .水 交 预 报 ,股票 价格 的 预测 等 .用 机 理 分 析 方 
法 建 模 ,特别 是 确定 模型 中 的 参数 ,常常 是 困难 的 . 系统 辨识 是 解 
决 这 类 问题 的 有 效 方法 . 所 谓 辨 识 是 把 所 研究 的 系统 视 作 - -个 黑 
箱 , 在 输入 和 输出 数据 的 基础 上 ,从 一 类 系统 中 确定 . -个 与 所 测 系 
统 等 价 的 系统 ,其 基本 步骤 如 图 7. 3 所 示 . 


视 ) 进 行 

试验 设计 和 结构 确定 .试验 设计 要 确定 用 什么 样 的 输入 信号 ,试验 

的 持续 时 间 . 数 据 采 样 间 阳 , 输 入 的 方式 等 ,设计 准则 是 在 给 定 的 
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限制 条 件 下 ,通过 试验 获得 尽 可 能 多 的 信息 . 伪 随 机 信号 是 经 常 采 
用 的 输入 信号 . 所 请 结构 确定 则 要 求 给 出 : 模型 是 线性 或 非 线性 ， 
参数 定常 或 时 变 , 以 及 践 性 模型 的 阶 次 ( 阶 次 也 可 由 参数 估计 算法 
Е), 

参数 估计 是 辨识 的 中 心 环 节 , 有 高 线 和 在 线 两 种 方式 . 离线 采 
用 数据 批 处 理 形式 ,可 选择 输入 信和 号 ,计算 精度 较 高 ;在 线 方式 不 
需要 特定 的 输入 ,要求 道 推算 法 ,数据 储存 其 较 小 . 对 于 线性 系统 ， 
参数 估计 算法 很 多 . 频 索 响应 、 脉 冲 响应 、 阶 路 响应 ,相关 法 等 属于 
古典 方法 ,多 数 是 离线 的 , 在 近代 方法 中 ,属于 离线 的 有 最 小 . JE 
法 ,广义 最 小 二 乘法 、 极 大 似 然 法 ,工具 变革 法 ,梯度 法 等 ;属于 在 
线 的 有 违 排 最 小 二 乘法 , 递 推 广义 最 小 二 乘法 , 递 推 极 大 做 然 法 、 
随机 间 近 法 等 计算 准则 是 在 某 种 意义 上 使 系统 和 模型 的 输出 误 
益 ( 或 方程 误 闭 ) 达 到 最 小 :图 7.4 表示 了 其 中 的 一 种 情况 . 


输入 wk 


H 7.4 


ЧЕЖЕ 2 SE B ИЕДИЛЕ H ИТА КЕЎ ЛАА. 当 非 线性 形式 已 经 
确定 时 可 用 非 线性 最 小 二 乘法 。 AEN Wienen tti ERN 
法 和 数据 处 理 的 分 组 方法 (GMDH) 等. 

对 于 无 法 人 为 地 进行 试验 ,控制 的 系统 ,如 自然 或 社会 现象 ， 
通常 是 衫 据 实际 数据 建立 时 间 序 列 (rime series ) 模 型 ,如 AR 模 
型 .ARMA 模型 等 
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7.2 建立 数学 模型 的 方法 


为 了 不 过 多 涉及 数学 本 身 的 困难 ,将 节 介 绍 的 用 机 理 分 析 建 
模 的 方法 , 仅 限 于 初等 数学 .线性 代数 .数学 分 析 .概率 论 等 范围 ， 
利用 比较 专门 的 数理 统计 、 排 队 论 .规划 论 . 组 合 数学 ,图 沦 等 建 模 
的 方法 不 在 这 里 介绍 , 

因为 不 存在 普 店 适用 的 建立 数学 模型 的 准则 和 技巧 ,这 里 采 
必 典 型 例题 的 方式 阅 述 建 模 的 方法 . 


7. 2.1 初等 分 析 


初等 分 析 包 括 如 何 适当 地 设 定 变 量 ,运用 比 简 关系 及 定性 分 
本 ,图 解法 等 ， 

例 7.3.1 四 脚 同 时 着 地 的 振子 ”在 起 伏 不 平 的 地 耐 上, 放 
一 只 四 条 腿 一 样 长 .四 脚 连 线 明示 方形 的 圭 子 , 癌 这 只 林子 能 四 肢 
闻 时 着 地 吗 ? 

解 ”为 建 模 而 做 出 的 一 个 合理 的 数学 上 的 假设 是 ; 沿 任意 方 
向 ,地 面 高 度 不 出 现 问 断 , 即 地 面 是 连续 负面 . Jf: E. А] 3: BS BNI 85 JJ 
噬 和 和 椅 有 量 长 度 而 言 , 地 面 是 相对 平坦 的 . 

建 模 的 关键 在 于 恰当 地 找 出 表示 椅子 位 置 的 变 基 ,并 把 * 襟 脚 
着 地 ”归结 为 某 个 数学 式 子 . EEN HTE E ENÉ 
ABCD, 中心 点 为 6, 可 用 酝 子 统 0 点 转动 叶 对 角 线 AC SEEI x 
轴 的 夹 角 3 表示 本 子 的 位 置 ,如 图 7. 5 所 示 . 所 谓 "着 地 ?就 是 椅 著 
与 地 面 的 距离 等 于 淮 . А.С 两 脚 与 地 而 距离 之 和 是 8 的 沙 数 , 记 
Ee T BD PAS HEE Ву 2н Е SO. 由 地 面 的 连续 性 
假设 ,s fil / RRR. 

EAT E tele ЛОГАР, БУГ EE Aeg OAN 
LDPE ЕЗ д=0 时 ,不 妨 设 (0) 一 0, 所 以 * 四 
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ЗАО ГА 3 ТИВ: 
设 g( 的 和 9) 是 连续 函数 ,对 任意 0,600) f(0)— 0. E. 
#(0)=0, 7870)>0. 问 是 否 存在 名 ,使 g(0,)= f(8,)=0. 
答案 是 肯定 的 ,其 证 明 如 下 : 将 椅子 转动 90" ,对 角 线 互 换 , 故 
д (0/2) 220, f(z/2)=0, ФА(@у= (0) — /(д),@#К А0) <0, 
h(x/2)>0, РЕР К А (0). {ЕЛЕ 0, € (0. п/2), АСВ) 
=0, 200,2 = f (8,). {Н Ж 001) + 700) = 0, RE (0) 
=/(0,.)=0. 
例 7.2.2 雇员 与 雇主 间 的 协议 雇员 对 于 每 天 的 工资 和 工 
作 时 间 ( 以 下 简称 工时 ?的 需求 遵从 一 定 的 湛 意 度 有 线 , 而 雇主 付 
给 计时 工资 . 讨论 二 者 怎样 就 雇员 的 工交 和 工时 达成 协议 . 
Ж 筷 员 每 天 的 工资 和 工时 分 别 记 作 w 利 1, 在 w~t 平 面 图 
上 扇 员 的 需求 用 一 族 无 差别 曲线 wD =e 表示 ,ec 称 满意 度 . 点 
P Cw st1) 和 P(rws,52) 位 于 同一 条 元 差别 曲线 Гор) с 上 , 表 
明和 雇员 每 天 工作 去 小 时 得 un 元 的 满意 程度 与 工作 z, 小 时 得 w 
元 是 一 样 的 . 点 P Ge, t бо, 0) =e, 上 方 的 另 一 条 无 差别 
曲线 Get 一 cot>c) 上 ,表明 雇员 每 天 工作 :小 时 得 ws 元 的 满 
意 度 比 前 者 高 (图 7. 6(а)). 
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2) 
A 76 


дозе Т 5 Bb) A Зу зч Г С ПСА СР Чт Р 点 )， 
雇员 愿 增加 较 多 的 工时 Az 以 换取 增加 较 少 的 工资 Aw ; Hf 23 Т 
较 高 时 (如 图 中 的 P, 点 ) ,就 要 求 增加 较 儿 的 工资 才 肯 增加 较 少 的 
THT. 
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若 雇主 的 计时 工资 率 为 eth) ПИВА СЕ аат, 
图 上 中 过 原点 的 直线 所 示 , 该 直线 与 雇员 的 无 差别 曲线 族 中 的 菜 
一 条 Гоби) са 相 切 于 Pstreset0) 点 .2 点 是 雇主 与 雇员 的 协议 
点 , 即 座 员 将 每 天 工作 4 小 时 得 w 元 ,因为 在 计时 工资 线 a= at 
上 的 另外 任何 一 点 已 ,部 有 一 条 无 着 别 曲线 f(xww,1)=c' 通 过 ,而 
丫 点 的 满意 度 必 小 于 co, 雇员 不 会 在 产 点 达成 协议 ， 
雇主 为 了 增加 或 减少 雇员 的 工时 ,可 以 采取 改变 计时 工资 率 
a 的 力 法 .不同 的 = 构成 计时 工资 线 族 , 即 图 (59) 中 过 原点 的 直线 
族 ,它们 与 雇员 的 无 差别 曲线 族 的 切 点 的 连 线 AB 是 协议 组 ,雇员 
将 在 这 条 线 上 就 他 的 工资 和 工时 与 雇主 达成 协议 . 


7.2.2 ”初等 概率 


一 些 包 含 不 确定 因 罕 的 问题 可 以 运用 初等 概率 的 方法 加 以 分 
析 ,建立 模型. 

例 ?,2 3 传送 系统 模型 工人 们 在 各 自 的 工作 台 上 生产 同 

种 产品 ,生产 周期 1 生产 一 件 产 品 的 时 间 ) 是 一 定 的 . iX i: T $E f: 

上 方 有 一 茶 以 常 速 运转 的 传送 产品 的 传送 带 , 带 上 设置 若干 钩子 ， 
工大 们 将 生产 出 的 产品 挂 在 经 过 他 上 方 的 钧 子 上 带 走 . 当 传 送 系 
统 进 入 稳定 状态 时 ,每 个 工人 往 钓 子 上 挂 他 生产 出 产品 的 时 刻 是 
随机 的 . 试 做 出 一 些 简 化 假设 ,并 给 出 描述 这 过程 效能 的 指 款 ， 
建立 传送 系统 模型 . 

解 ”首先 做 出 如 下 的 假设 ， 

D 2 个 工大 的 生产 是 相互 独立 的 ;生产 周期 全 是 常数 ;n 个 
工作 台 均 匀 排 列 . 

《2) 一 个 生产 周期 内 有 m 个 斧子 通过 每 一 工作 台 上 方 , 绝 子 
均匀 排列 ;到 达 第 一 个 工作 人 台 上 方 的 钧 子 都 是 空 的 . 


(з) 在 每 只 移 子 通过 某 一 工作 台 上 方 的 时 间 间 隔 和 一 工 内 ， 
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шеа ФШАФ EIE m ЯВА Ц В TER TATT 
еч LEE: SAHT L A НИНЕ" ДЕЛУ B: h al 
《他 没有 时 间 等 修一 Аи Р F). 和 而 产品 一 下 放 在 地 板 上 就 未 
РИ “传送 
(4) 当 传 ; 坊 语 ,每 个 工人 在 一 个 生 疗 周期 内 生 
产 出 一 件 产品 的 时 到 是 均匀 分 布 的 , 
将 一 向 期 内 未 被 忧 送 带 送 赴 的 产 中 数 ( 期 户 信 ) 与 产品 总 数 n 
之 比 定 为 描述 该 过 程 效 能 的 指标 , 记 作 D. 显然 :万 起 小 传送 系统 
效能 越 高 . 为 了 得 到 D 的 表 这 式 , 需 要 分 析 APERIRE. 
因为 一 工人 在 Мм 内 生产 出 一 件 产品 的 概 府 , 即 他 能 往 一 只 空 
儿子 上 挂 产品 的 概率 为 =P= L. Xie 9 二 1 一 所 以 nn 个 工人 
都 不 往 一 只 多 子 上 挂 产品 的 概率 , 即 一 只 移 子 为 空 的 概率 是 gf 于 
一 只 钩子 非 空 的 概率 是 1 一 o 由 此 每 一 周期 平均 有 A 2") 
只 菲 空 的 铭 了 通过 工作 台 , 这 也 就 是 传送 带 每 周期 平均 送 走 的 产 
ЖЯ. 
按照 指标 刀 的 定义 ,有 
am mp {1 d МУ 


п n. | m J 


D = 


当 "н 上 式 的 近似 表达 式 为 


Dl- f 1 no nln Dj nol 


н m ка 2m ` 


РЭННЯ Б я RELE, Ен 成 反比 . 
72.3 ВЯ 


省 多 物 埋 世 是 有 此 纲 的 ,用 吉 学 公式 表述 一 个 物理 需 律 时 ,等 
号 两 贺 必 须 保 持 量 网 的 --… 致 . 量 纲 分 析 (dimersional analysis), 是 
ETEA BOX -JAM ,建立 或 答 蛤 物理 规律 的 一 种 方法 ， 
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在 物理 学 的 每 一 领域 中 ,都 有 某 些 物理 量 的 量 纲 是 基本 的 ,其 
它 物 理 量 的 量 网 可 以 由 这 些 基 本 量 岗 推导 出 来 , 例如 在 力学 中 ,把 
Ж т, С РЫ е 的 量 网 作为 基本 量 纲 , 记 作 [m |= М, [z J= 
.. Т.Е о л f 的 量 岗 则 可 分 别 表 东 为 [Lv] 二 LT ， 
[A=MLT™,. 

如 果 要 建立 包含 a CARANE долоо, 的 关系 ， 
它 们 所 属 的 物理 领域 有 m ажи W, Was nze Wa 上 则 有 下 面 
的 定理 . 

Ж 7.2.400 定理 ) алоосу, 满足 独立 于 量 纲 单位 
的 关系 

ФС Trt z.) = 0, 


EP z 的 量 网 表示 为 
“3 = Ù И», G= 1,2,6). 
ЖИЕ B= (0,7. А ВЕЗА r, MARTERA 


PO Tas m...) = 0 


其 中 
ть — Ш. k= ].2," n — г 


AE kR] E SR ,而 о 是 方程 组 
Ба = 0 

ЕЗ Н a= (mi ore G.) l, | 

例 7.2.5 不 可 讨 缩 粘性 流体 在 管道 内 的 稳定 流动 ”不 可 压 
缩 流体 的 密度 为 2, 粘性 系数 为 w, 在 长 度 为 ! 的 管道 内 作 稳定 流 
动 , 流 速 为 。, 管 道 两 端 压 强 差 为 p, 重 力 加 速度 是 g. 建立 这 些 物 
理 其 间 的 关系 . 

解 ”将 各 个 物理 居 用 基本 量 纲 M,L,T 表示 为 : UJ- [v] 
= Т !,[e]=ML [1-07 2, рт (MLT (1259-1 
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MLT 2, [6] = MLET OLT 一 ML OT AA p= 
РЕТ 


а ја. Aa, př 


хн 90. ЕЖЕН ЕК К A 
Гат DA (МІ OAME IT ME "T (LT 


= МТ 
И о оса dB а 8 rE 
а + a, — Заз — a, — @ — g, = Ü 
` + a, + z; = 0 
СЯ 2а, ау Ža = 0, 


其 中 r= 二 3, 有 6 一 3 二 3 个 基本 解 ; 
at = (0, — 2, — 1,1,0,0, 
а = (=l, — 1, —1,0,1,0)7, 
a® = (1, — 2,0,0,0, 1)". 
ВТА НЕ БЕПНЕ ABR: 
Pip = т; {ър/н = ma Wg = m. 
它们 都 是 流体 力学 中 的 基本 关系 . 最 后 得 到 
Pipivp vp/ fig) = 0 
无 景 纲 化 是 一 种 简化 方法 ,用 来 减少 问题 中 出 现 的 参数 的 数 
目 , 下 面 举例 说 明 ， 
例 7.2.6 物体 上 抛 问题 的 无 量 纲 化 ”把 一 个 质量 m 的 物体 
从 地 面 以 初速 wv 坚 直 上 抛 ,空气 阻力 与 物体 速度 成 正比 ,比例 系数 
,重力 加 速度 为 常数 g. 用 zf 表示 时 刻 上 物体 在 地 面 上 的 高 度 ， 
则 (满足 的 徽 分 方程 和 初始 条 件 为 


d: k dr _ А dz _ 
Аг + = ОТЕ 0. xh 0, ЕП =” (7.1) 
其 解 可 表示 为 


6313 * 


È 
X = хро. Б). =a (7.2) 


т КЕҢЕШ, ATSA gge ЖАО СОНА Е 
方法 简化 解 的 表达 式 (7. 2). 

解 ” 将 变 景 和 参数 的 量 纲 用 共 本 量 岗 表示 为 ; [z=J= L. [т] 
=Т.[#1=Т°!', о], [ает ТЫ у Ж. ЯНЫ 
造 一 个 其 有 相同 前 纲 的 参数 组 合 ,如 о ов 12 =p !. ЖЛЕ 
Ж у= а/а, W с/о, E X I $ BJ. 利用 求 导 链 锁 法 则 可 以 得 到 
《7. 1) 在 新 变量 y, r 下 的 表达 式 为 


? d 
Betico, у 0, | =1 0.3) 

其 中 TERRAE. (7. 3) 的 解 可 表示 为 
у= убу) (7.4) 


y 仅 依 于 自 变 量 > 和 参数 < 

上 抛 问 题 的 任何 无 量 纲 的 结果 只 依赖 于 参数 .例如 物体 到 
达 最 高 点 的 无 最 纲 时 间 可 表 为 5 二 f(te), 代 回 原 变 晤 得 到 大 最 高 
ARR A a =e. 

泡 基 岗 化 的 结果 不 是 唯一 的 . АТАТ BR g a ЖАХ, 
WRC. DE yor 下 的 表示 式 为 


diy edy ou a El — - 
ets dctl = 0.Y|. = 0. FP Бы: (7.5) 
ejl Р. 
7.2.4 极 值 分 析 


当 建 模 的 目的 是 言 求 使 某 个 性 能 指标 达到 最 大 (或 最 小 ) 的 景 
优生 略 时 .可 以 用 函数 或 沁 函 表示 该 指标 ,然后 用 微分 法 或 变 分 法 
求解 极 值 问题 , 

例 7.2.7 存 请 摸 型 工 王 .商店 订购 货物 供 牛 产 或 销售 之 

-3l e 


ЗК D Aauday ,会 使 铺 存 费用 增加 ; ira. КЧ h 7 
FAKE АДЕ ИШЕКНЕ ER. БЕЛУ ТЕ 
ERA Н иу RAKI БОТТИ Ж, EE. IK И ЕРИ. 
制订 最 优 订 贷方 案 . 

解 ” 分 以 下 三 种 情况 过 论 . 

(1) 确定 性 需求 ,不 允许 缺 货 

假设 单位 时 司 货物 需求 蜡 为 丸 , 每 次 订货 费 为 С АГА 
{К ИКТЕ РТА С ЗЕ Н. ЖТ НГ. чу ШЕК Ж. 
即 不 允许 缺 货 , PITT- СЕВА ЯЕ НЕТУ ЖАН T HIT О, 
JE ® {ЕТЕДИ 98 H CT 费 和 储存 费 ) 最 小 . 

情 存 量 et) 的 变化 如 图 7.7 ВЕ, Е = R7 .因为 一 个 订 


货 周 期 了 内 的 费用 是 C 十 Cs ЕІ" * 所 以 单位 时 间 的 费用 为 


CT) = -G q GRT, 


ham 一 0 可 得 ,使 CZ) 最 小 的 订货 周期 和 订货 最 是 


. Г 
1 -SE а ， = JEE. (т.б) 


(2) 确定 性 需求 ,允许 缺 货 
将 上 面 假设 中 的 “不 允许 缺 货 ? 改 为 “允许 缺 货 ", 单 位 时 间 单 
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图 7.8 


位 货物 的 缺 货 损失 费 为 Cs. 在 储存 量 g(t) 的 图 形 中 ,从 时 刻 了 ,到 
T ERRET. P8 Q= КТ. 一 个 订货 周期 了 内 的 费用 是 C. + 
Ca ЗАС, 6 КОГ Ту, M RARR TMQ 
HEN 


cro = 二 [G+ 人 


2R 


C, ря. 
+ 22007 qx]. 


P =0 可 得 ,使 费用 C 达 到 最小 的 了 ,四 是 


‚_ P2C, C, + Ç, PER C, 
T ВС, G ' Q С, GIG (7.7) 


与 57. 6) 相 比 可 以 看 出 , 当 СС, 时 二 者 是 一 致 的 . 

《3) 随机 性 需求 ,上 下 界 存 储 策略 

已 知 货物 需求 性 在 一 个 时 段 ( 如 一 天 、-“ 周 或 一 月 ) 的 概率 分 
їп. 作为 连续 模型 ,其 概率 密度 函数 是 РОК). 设 每 次 订货 费 为 C. , 
每 时 段 单位 货物 的 储存 费 为 Co hk IA Co 制订 储存 量 的 下 界 s 
和 上 界 $, 当 且 仅 当 每 个 时 段 初 原来 的 储存 量 大 于 时 , 才 订 购 货 
物 , 订 货 量 使 新 储存 量 达到 S. 

设 时 段 初 原来 赃 存 量 是 了 .如果 订 货 仿 使 全 十 1 二 S, 则 时 段 费 
用 的 期 望 值 是 
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ce =c +c, E — оро) 
+ afe Syperydr. (7.8) 
由 36 一 0 可 得 ,使 C 达到 最 小 的 5 应 满足 


rS 
| Р mdr с, 


n 一 ©, (1.9) 
|, podr © 
如 果 这 时 段 不 订货 , 则 时 段 费 用 期 望 值 是 
ca -cc — урой, 
+ е — Datar. (7.10) 


BR RECCO ен S 满足 (7.9)) ,就 不 应 再 订货 . 下 界 
s 取 了 的 最 小 值 ,由 《7.8).(7.10) 得 


$ =minls lef (s — r)p(r)dr 
+ cj = s)p(r)dr 
Го 
LC ECS BS — юрба, 


taf e- Хурс). (тл) 


《7.9) 和 (7. 11) 人 确定 的 S 和 :给 出 了 随机 性 需求 下 的 上 下 界 存储 
策略 . 
例 7.2.8 设备 检查 ”生产 过 程 中 说 按 时 检查 设备 的 完好 情 
BL. 检查 次 数 太 少 ,故障 不 能 及 时 发 现 , 会 给 生产 带 来 损失 ;检查 次 
数 太 多 ,又 会 增加 检查 费用 . 设备 出 现 故 障 的 时 刻 是 随机 的 ,其 规 
律 可 由 统计 数据 或 理论 分 析 得 到 . 制订 一 个 检查 方案 ,使 到 发 现 放 
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障 为 止 的 总 费用 一 MER ННН. 

# REFERRE AARE ER E A Т ПД 
ШЖ] ИНК УЛ Н Б. Eur be БОЙ ЖЕ # Е ЛЫК. FE 
单位 时 间 的 检查 次 数 是 时 间 МНЕ n (O. Ж ТЕЙ WAI 
ЖЛ А по БАУ. ШЕЛ ТИШН 

(1) # КЖЕ ДЕЕ A 如 果 在 时 刻 : 的 检查 中 发 现 故 障 . 
则 意 的 检查 费 是 tf rdr. 

(2) 从 发 生 故 障 到 下 一 次 检查 发 现 故 赃 准时 间 则 硕 记 作 T, 
当 nC(t} 很 大 时 .设备 在 两 次 检查 之 间 出 现 故障 时 刻 的 概率 服从 均 
匀 分 布 , 故 全 的 期 望 值 是 检查 周期 的 ВЕ T= 1. 

G) 发 生 故 障 带 来 的 损失 费 是 了 的 函数 ,用 宁 近 似 代理 工 ， 
хт я |. 

(2) А RL dp ЖЕ КО). В НОЕ л. 
出 F=. 

ни ЕНИ, ТЕН] 2| [的 检查 中 发 现 坡 障 , 则 总 费用 是 
frost dal: TEACS SE E A BE Ж ПЕЙ 8 OER ME 
Бш aO MÄ 

Ca) = j faf atoae 十 到， pd 
sL а "aD 
СИ RIFE anO = Gaa A H. 
为 了 求解 的 方便 , 令 
ха) = Гао, 
ZA Соя) ЖН ЯНА В 
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Í “Г р 
0) = | С хи) — | з)! j? (ш, (7.12) 
002 = 0. аб) B ñi. 
这 是 Эш ш, —5 Н ЕРУ НЕ lH aj Ж. Ж} Л] КАТУ УЛ Pa RUB 48 Ж 
fl. Ст. 12) 的 解 为 
P. = l = FO 
+ 
重新 表示 成 关于 по Жз: 
ТЕ! 
P | 2ай), 1-Р) 


таў TA FOS 
为 了 得 到 „(ВНЕ С, REAR рїш F ЕЕЕ 
ЯЙ НАЖ ЙН p JERR r AE R ҖИЛЕ а, Дф’ а, 
由 {7.13) 式 得 


(7.13) 


a Fou) 
alt) = IFC’ (7.14) 
жр АКИ BE. 在 已 知 时 刻 + 未 发 生 故 障 的 条 件 


Fa B| etde ЖЕШ ИНЕТ Cada. 


и ЖЖ EREA A: RARE A r БЕКА F=] 
е AC. 1D ujit 


| а 
# = рута (7.15) 


仅 在 这 种 情况 F x 才 是 常数 . 平均 故障 时 间 = 越 大 ,单位 时 问 前 给 
查 次 数 识 小 ;损失 费 与 检查 费 系 数 之 比 ak BK a BAK. 
(т. 14) 或 (7. 15) 是 使 期 望 费 用 达到 最 小 的 最 优 检查 方案 . 
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725 微分 方程 


当 研 究 对 象 包含 某 些 变量 及 其 变化 率 时 ,常用 微分 方程 表述 
其 关系 . 不 仅 许 多 物理 ,工程 技术 问题 巧 这样, 非 物 理 领 域 中 也 有 
不 少 现象 可 用 微分 方程 方法 建 模 , 

例 7.2.9 ЖИЙЕН ИН ”在 香 姻 上 安装 过 滤 踢 是 为 了 减 
少 茵 草 所 含 毒 物 的 吸入 量 . 为 了 分 析 过 滤 嘴 的 作用 需要 建立 一 个 
模型 描述 吸烟 人 本 身 吸 和 人烟 草 中 毒物 的 过 程 . 吸烟 时 点 燃 处 的 烟 
草 化 为 烟 雪 ,毒物 由 烟 才 携 带 着 一 部 分 直接 进入 空气 ,一 部 分 沿 香 
烟 穿行 . 在 穿行 过 程 中 又 部 分 地 被 未 点 燃 的 烟草 和 计 滤 嘴 吸 收 , 而 
沉积 下 来 , 剩 下 的 进入 人 体 . 被 烟草 吸收 的 那 部 分 毒物 , 当 音 烟 燃 
烧 到 那里 时 又 通过 烟雾 部 分 进入 空气 .部 分 沿 香 烟 穿 行 ,这 个 过 程 
一 直 继 续 到 香烟 燃 至 过 滤 嘴 外 为止. 试 做 出 一 些 简化 假设 以 建立 
模型 ,得 出 毒物 吸入 量 与 过 滤 嘴 的 材料 .长度 等 因素 间 的 定量 关 
系 ,讨论 为 减少 毒物 吸入 量 应 采取 的 措施 . 

解 ” 首 先 做 如 下 的 简化 而 合理 的 假设 . 

D 香烟 长 4, 其 中 烟草 部 分 长 1, 过滤嘴 长 . 质量 m 的 毒物 
均匀 分 布 在 烟草 中 , 线 密 度 记 作 ==. 

(2) ЧОИ ЖЕТТИ E ЖЕЕ А. TSAR E 
例 是 常数 a з а (а--а'=1). 

(3) 烟雾 速度 是 常数 o FARRAR ERK u ou. 

(4) 血 草 和 过 滤 嘴 对 烟雾 中 毒物 的 吸收 率 ( 单 位 时 间 ) 分 别 是 
СЕЕ 

取 坐 标 系 如 图 7. 9, 假设 :一 0 时 香烟 在 z==0 处 点 燃 ,单位 时 
间 放 出 的 毒物 为 右 , 烟 才 内 毒物 的 线 密度 是 eCz) ,单位 时 间 内 烟 
F PREME z 处 的 数量 是 бг). 根据 假设 (3? 和 《4)， 
— pTAr, 0= z ls 
— #р(х)Ах, hral, 


glr) — qir + Ах) = I 
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gir) = tolr). 
HERED. goe 


— Že OLISh, 


di _ 
dr | В 
一 296). i < r= А 
410) = aH. 
解 方 程 并 利用 g(x) 在 zx 一 /处 的 连续 性 ,得 
| Јане £ ‚ rhe 
qir) = | — 
ae с=с, =< r =<. 
于 是 
"аө, 
g) = Нег x 


在 任意 时 刻 :, 香 烟 燃 至 +=ut 处 ,基于 和 上 面 同样 的 分 析 , 并 
且 相 应 地 将 五 和 YEOLA HDF girt) F 


faH eet а е, 
907.0) = 5 


BU Sr ау 


анде 9-3 `, AZIL 


烟草 中 毒物 的 线 密度 记 为 zo Cass t) N 
+ 321 ， 


H(t) = ишн н), 
RA girn х8 
дз) = ant (ut. te == (7.16) 
ЖТ ЖШ wurr) AA 
wast А0 о) = В 0, 


并 注意 到 wa =w ТУГЕ 
zf = to, + sk e wazne ar, 
v Й 
可 以 解 出 
Wa юш 
шні.) = 1 1 一 ae |. 
代入 (7. 104 


s [e ae]. (7.17) 


аЧы) = “e 


ЖИЙ ЗЕЛЕНИН ЫЫЫ. ARRERA A (ЛЕЙ 
姻 燃 尽 时 ,吸入 人 体 的 毒物 数量 记 作 Qo 


п 
©» = [ва оа. 


将 (7. 17) 代 入 计算 ,六 利用 ww。 一 六 ,得 到 


ШЙ 
Q ža l| — e= 
a = ате c + рр, 
* аъ, 


т 


(7.18) 


对 这 个 结果 作 两 点 分 析 ， 
(D AE e 吕 体 现下 过 滤 嘴 的 过 滤 效 果 . 提 高 吸收 率 2 与 增 
MKE L 起 着 相 司 的 负 指 数 衰减 作用 . 
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{лий r= TE, -р 1° ра „ ңил РОА 


BE m ЖЕ p MRM ЕЁ, ТЕЕ Qa Веч r AKR 
一 因子 近似 为 1- + Mag "ЫЕ E RE КАПЕК Ж. 
Q, FE > GA ОПТА. BRAA ЖОЕ У ОЕА НЕ E Н. u > 
сен] Quram JLI tE HI. 
《2) 设 有 -® ЖҮ ТИИ Ж = 处 就 
р 0 ®И wbo. ЭЛИ SUN - 样 , 比较 这 两 长 香 烟 的 


HPA E. 
FEE TEG 18) 中 的 B= b {ЧЕ E ШЕЛЕЙТ 
BS АЛЕ Q. pA 
9. S 


EMA M po НОВНА Ei. E 2 É Д—5 
与 增加 长 度 1, ЕРЕ РЕЛІ. 


7.2.6 马尔 可 夫 链 分 析 


马尔 可 夫 链 (Markov chain) 作 为 随机 过程 的 -个 特例 ,研究 
的 是 在 无 后 效 痊 件 下 时 间 和 状态 均 为 次 散 的 随机 转移 问题 , 对 于 
确定 性 的 状态 转移 ,只 要 满足 无 后 效 条 件 ,也 能 用 弓 尔 可 夫 链 分 
Ë. 

假设 接 照 过 程 的 发 展 ,时 间 离 数 化 为 * 一 0,1,2，…, 描 述 过 程 
的 状态 离散 化 为 ， 1,2，……sa, 从 时 刻 ， 的 状态 ;转移 到 时 刻 гт 
的 状态 MEERA p, A 这 和 外 TRE ИШЕ ЗЕ а о А 


аб 10) = Pla (Dp, L= leman 


11 
аэ pi 满足 ; 
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Sa =1, Уд = 1 
САРТАН а С) = (a G). (E) delt) ,转移 概率 年 阵 
P=(p,),<a Ü R] 

att 1) = aGP, (7.19) 
alt) = a(0)PT, 
定义 7.2.10 ”如果 对 于 任意 的 状态 ;和 j(i,j 一 1,2,… n) 
都 存在 正 整数 上 ,使 过 程 从 状态 出 发 ,经 上 步 转移 到 状态 у. ШОХ 
个 马尔 可 夫 链 称 为 正则 链 (regular chain). 
这 个 定义 等 价 于 存在 正 整 数 上 ,使 Po 对 于 正则 链 , 存 在 向 
Ы w= (arsu etn), ОМ 2— ooh a г). w 称 稳定 概率 分 
布 ,与 初始 概率 分 布 a(0) 无 关 .w 


wP = w, Уш, = 1 

算出 . 

定义 7.2.11 p; 王 1 的 状态 i 称 吸收 状态 , 者 马尔 可 去 链 至 
少 包 合 一 个 吸收 状态 , 且 从 每 一 个 非 吸 收 状 态 出 发 ,都 可 以 到 村 某 
个 吸收 状态 , 则 这 个 马尔 可 去 链 称 为 吸收 链 (absorbing chain). 

RA m 个 吸收 状态 和 一 mm 个 非 吸 收 状 态 的 吸收 链 , 其 转移 
概率 矩阵 的 标准 形式 是 

P... = pee 0 | (7.20) 
R Q. any m) 

Ет EO: EF, R 中 含有 非 零 元 素 , 这 时 吸收 链 具 有 下 列 性 质 ， 

(1) co 时 g'o. 

(2》 фу, Н 


a-o ' = У. 


(D N= 01—007, АЕК ; 出 发 ,被 某 个 吸收 状态 
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Т ——— s АА 


吸收 之 前 的 平均 转移 次 数 是 N 的 第 1 行 记 素 之 和 和. 

CD GE BNR, MOERORE г А, WORE у ii BE 
PIE B WIER bi. 

例 7.2.12 空气 污染 有 个 城市 ,一 个 城市 空气 中 的 污染 
物 经 过 一 定时 间 扩 散 到 另 一 城市 去 的 比 合 是 一 定 的 ,并 用 主 少 有 
一 个 城市 ,有 一 部 分 污染 物 扩散 到 这 ?个 城市 之 外 ,永远 不 再 回 
Ж. 制订 各 城市 排放 污染 物流 度 的 标准 ,使 在 稳定 状况 下 各 城市 空 
气 中 污染 物 浓度 符合 环境 管理 茶 例 的 要 求 . 

8 ”将 时 间 高 获 为 :=0,1.2,…, 守 气 中 污染 物 扩 获 到 个 城 
市 为 状态 i 二 1,2,… ,4 一 城市 的 污染 物 扩散 到 另 一 域 市 的 那 一 
部 分 所 占 的 比例 ,可 以 看 作 转 移 概率 , 记 作 gi ,j==1,2,…,n), 注 


в Ува, ЖАНЫ р + i, 满足 Уе, <1.й [А 
为 地 增加 -- 个 状态 0, 定义 转 称 慨 率 ; ba =1, pu—0 C=1,2," 
pn =1— De 于 三 1,2,… 2) ,于 起 这 wl 个 状态 的 转 
Бнк 


R ОЗ 
EP Q= (g), R ЕЖ, PRECO. 20) 的 标准 形式 . H 
于 污染 物 扩 散 有 具有 无 后 效 性 ,所 以 这 是 一 个 马 氏 链 模型 ,并 且 是 吸 
收 链 . 
假设 在 各 城市 不 排放 污 来 物 的 情况 下 ,在 时 刻 : 各 城市 污染 
HAREE 0 一 0,1:2…,a),aot) 是 相应 于 状态 0 的 浓度， 
а 虽然 不 是 状态 概率 ,但 是 (7,19) 式 仍然 成 立 . 车 记 a G= 
(а.а, (т) за, (D). ДИН P HERR aG 1)—a0uQ. 
记 各 城市 时 刻 上 排放 的 污染 物 深度 为 护 , 且 了 = (f, fase, 
Лә. ЖОЕ ЕТТЕ Bb pk E со, H e) = Сс G c G a, 
+ 325 ， 


с), 
cut + 1) = 090 + f. 
出 此 可 以 得 到 


са) = e(0)@ + IZLE 


根据 吸收 链 的 性 质 ,一 ce 时 со) А ООМА Е 
各 城市 的 最 大 污染 物 浓度 为 8= Сау овое) ,在 稳定 状况 下 管 
ЖЖЖЖ OSM fU- р.з 

f< sü -- 0). 
MEQA ЕН. ЕДТ AITH HES k BE ДИ. 


7.2.7 ЕЕ 


КАНАР ЛЕНАЙ, тл # BI АНА КИТА. 当 
一 个 元 素 的 数 攻 在 某 时 刻 突 然 发 生变 化 ( 增 或 减 ), 在 其 后 的 时 期 
各 元 率 的 数量 到 之 发 生变 化 . 这 尾 同 某 个 脉冲 量 引 起 的 丈 个 系统 
变化 过 程 称 为 冲 量 过 程 (pulse process). 利用 冲 量 过 程 可 以 研究 
这 种 复杂 系统 的 变化 规律 ,特别 是 系统 的 稳定 性 ， 

在 冲 证 过 程 中 ,时 间 和 各 元 束 的 数量 都 要 离散 化 . 

O RHR. 设 系统 有 个 元 素 ,每 个 元 烷 用 一 个 点 表示 , 称 
JA veti) БО mR AE ДУ ч AIE vovo tov. H O; 
EA Rabu 1 单位 ,直接 引起 在 时 刻 t 十 1 增加 (或 威 少 )a 单 
СОВР, А o о, АЗ НОЕ Е аса а), ВЕ 
Ж 6180 (directed arc), TE ФЕ (оет). На Са —a yE (алт) й 
КЕ. # яа ЖП ТЫЙ PJ ВИ ВО АЈ (directed digraph). 当 a 只 取 
BE me СТАТ [H ЕД H” Са" OE ЕРАТА АЕ. 
的 图 (signeq digraph). 

(2) 邻接 短 阵 . 34 Г Cou ТЕТЕ НАСЕ аса aot 5 
a= таб — ay M (0 u, ДҮЙ ДЕН. ал==б, h anG = 1.2, 
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eean) FS R D [Ж РЕН Г] 8] ñ $Ë 6 6 RE (adjaceney matrix), 
记 作 А. 
G 计算 公式 . И o (OFUR o WELA ЖД.» Kun v 
在 时 刻 е ИНЕШ. ky Et. 6 а йод Д. 
үч + 1)= (O) paH 1). 
[pc + 1) = Yap üu). í = ].2. =. .n. 


1 


їр yG) = Cv OR pE = Ср (т). pat ИО 
p+ 1) =>) + pet 1). 
pG + D = pA. 

HAH Truth т НЕ O DJ роо) eny ah ati Et W: 

WEE ap Е РА. ШЕ ЖЧ Ин [БАЛУ АРТТА S НЕ RE 

过 各. 下 面具 研究 简单 让 基 过 程 , 简 记 作 D. 

(4) ВЕРЕ. УЕ Ое iT h enan |р) |{[ 
Ж.к О ОФ EN pulse stable); e(O Ж. Г EAE 
Ж їй (value stable), # {К ш БУКИН ЫБ. 下 面 的 定理 用 米 
Ж D EREE 

ЖЕЁ 7.2.13 ШОНЕН ИУ А, 

(D Æ Dap hE HJ А РЕНЕА L; 

(2) E DEAE. H aJ AER А ЕА РЕ 
BET 1; 

(3) A A ЧЕРЕН #& R ERIR E І.Р 


7.219) 


(д) ОЕ ЖЕ Ж E D 冲 量 稳定 ,HH 1 RE AWE 
IH. 


BHE taa ҮН ЛЧ S R RR ЛЕ ВТФ i Dr ik НЕФ ЖОШ 
ЖОЖ [НИЗ Ж А.Е ab BUA СЗ л Ж. Е ЛЕШ ДЫШ, 
站 而 改变 4 BAPAE 2 Е 7.2. 1З ВА (Е. 下面 对 于 一 
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类 特殊 系统 给 出 -种 指导 性 方法 . 
具有 这 样 性 质 的 带 符号 的 图 称 为 改进 的 玫瑰 形 图 (advanced 
rosette); 从 任 --- 结 点 可 沿 有 向 缴 到 达 所 有 其 它 结 点 ;有 一 个 结 点 
在 所 有 的 司 路 上 (可 路 指 从 一 个 结 点 出 发 , 沿 有 向 弧 又 加 到 该 结 点 
的 一 条 闭路 径 ), 回路 的 长 度 定义 为 构成 回路 的 有 向 驱 的 段 数 . 当 
可 路 包含 奇数 个 带 “ 一 "号 的 有 向 弧 时 ,回路 的 符号 定义 为 一 1, 符 
U EHL S ESE: 的 回路 的 符号 和 记 作 ef 设 有 长 度 等 于 :的 回 
ЖДУ а= 0). s ЖЕШ а, 920 的 最 大 正 整 数 .由 改进 的 玫瑰 形 
表示 的 简单 冲 二 过程 记 作 已. 下 面 的 定理 用 来 判断 和 改 杰 六 的 稳 
定理 7.2.14 说 对 填 态 的 回路 符号 和 为 alias,… за, 
‹1› Ж D yE E Ж.К 
a SE l, a; = asa ols 1 (7.22) 
ожте. оен 
Уа ж 1. (7.23) 
例 7.2.15 能 源 利 用 系统 ”能源 利 用 系统 由 以 下 多 素 组 成 ， 
能 源 利用 量 U ВЕЛЕ Т R ЕШ ЧЕ РЕ ҖЕ С, HUB КЫ Ср. ВЕНЕ ТЕ 
的 工厂 数量 下, 就 业 机 会 7,， 人口 总 数 P. КНН. НАР 
图 7.10 表示 . 研究 由 于 能 源 利 用 县 的 突然 增加 引起 的 条 统 变 化 ， 
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K ”首先 根据 带 符号 的 图 写 出 邻接 矩阵 
U R C Q F J P 
U 0 一 1 +1 —1 0 0 0 
R | 一 1 0 0 0 0 0 0 
А— С 0 一 1 9 0 十 1 0 0 
© 0 0 0 0 Ü 0 +1 
F | 十 1 0 0 0 0 +1 0 
Ј 0 0 0 0 0 0 +1 
P 1+1 0 0 0 0 0 0 
H PC0) 一 41;0;0;0,0,0.0) ,由 (7.21) 可 以 算出 :=1,2,… 系 统 各 
元 素 的 改变 量 和 值 ， 
U R C Q F l P 
p(0)=v(0) 1 0 0 0 0 0 O 
р\1) 0 —1—1 —1 0 0 0 
У(1) 1—1 1—1 0 0 0 
pl2) l1 —i 0 0 1 0—1 
r{2) 2 —2 l— 1 0 一 1 
р\3) ї—1 1—1 0 1 0 
v(3)> 3 —3 2—2 1 1—1 


它们 表示 了 系统 各 元 素 的 变化 情况 . 

为 了 分 析 这 个 简单 冲 基 过 程 的 稳定 性 ,计算 出 4 的 特征 多 项 
ЛАА 0-0-1). 国 为 A=, 702) = 76, 0 
7 在 (1,2) 内 有 根 ,根据 例 7.2. 12 PHO) йт. 

带 符号 的 图 是 改进 的 玫瑰 形 图 ,可 以 利用 例 7. 2. 13 改变 系统 
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的 稳定 性 . P IH I Ira {РУ di: a c Qoa, la 15а 50а 
=1,K s=5. ASE ih. pez. DPH аз = ис е a, 不 成 立 . 为 
THEO DAPR P lk a g p RE Fi E ЕНИ 
CARRETE 3" + 7. ERR AHER REULA A 
Е RRE E A АНЕ ЕЕ ЗАЕВ MAR ЕЯ 
ЖЕ) £ H. 

经 过 这 个 变动 ,as 一 一 1,4 ПРЕ ЖД у СА) АСАН АЎ 
一 站 一 D) .特征 值 是 0.0,1. 士 i, 一 了 二 £ i 根据 定理 7. 2. 13 中 
的 (3). 冲 瘟 鼻 定 , 即 各 正当 的 改 杰 景 是 有 界 的 . 代 是 值 涉 稳定 .为 
了 满足 值 稳定 的 充 要 茶 件 (7. 23) ,必须 使 wu 一 as= 二 这 内 能 是 把 
(C.F) 由 “十 " 变 为 *…”, 上 其 实际 意义 是 “能 源 生产 率 越 高 ,消耗 能 
WAL Ri” 这 似乎 违反 常设, 雇 是 对 这 个 能 源 利 用 系统 ,去 求 
值 稳定 不 一 定 是 合适 的 ,特别 是 村 工厂 数 青 和 就 业 机 会 来 说 . 


7.2.8 层次 分 析 


ERAH analytic hierarchy process}) 是 进行 系统 分 析 的 数 
学 工具 之 --, 它 把 人 的 思维 过 程 层次 化 ,、 数 其 化 ;用 数学 方法 为 复 
杂 系 统 的 分 酉 ,预报 .决策 或 者 控制 提供 定量 依据 . 它 是 … 囊 定性 
与 定 其 相 结合 的 分 析 方法 :在 工程 技术 ,经 济 管理 .以 至 社会 生活 
中 有 广泛 的 应 用 . 

(1) 成 对 比较 ， 层 次 分 析 的 一 个 基本 步 又 是 比较 若 十 困 素 对 
同一 是 标的 影响 ,位 定 它 们 在 目标 中 占 的 比重 . 这些 因 素 常 常 不 易 
比较 ,有 时 受到 相当 太 主 观 因 素 的 影响 . 若干 因素 放 在 -起 比较 ， 
更 加 困难 和 不 准确 ,成 对 比较 (paired comparisons ) 是 减少 这 种 困 
难 和 提高 准确 度 的 一 种 方法 . 

EM 7.2.16 设 nXxn А ВЛ 8 a 0, 


(1) #a,= L G(Z.j=1.,2.1 n) ЩА ЕЛЕ ВЕ reciprocal 
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matrix); 

《2) ИТЕ Б Е, а аран G, J. bk=1,2,. n), ДА 
称 一 致 性 矩阵 (consiscency matrix) ,简称 一 致 阵 . 

定理 7.2. 17 nxXn HAERE- RANEE ERA 
ШШ А, = n. 

АЖ 7.2. 17 可 以 得 到 : nxn 互 反 窍 阵 的 最 大 特征 值 А> 
5 一 致 阵 的 秩 为 1, 每 -- 列 者 是 相应 于 和 ,一 n 的 特征 向 量 . 

Та у= {узе з ARNA у йу na DARI HE z 的 影 
啊 时 ,将 它们 两 两 成 对 比较 ,w 与 y 的 对 比 结果 用 比较 尺度 a s 
示 . 在 进行 主要 是 定性 对 比 轩 ,ui 取 值 方法 是 : “ 


x Жу; | 相同 | їй | 强 | 很 强 бх 


| - 


7 | 9 


tar 


在 每 两 个 等 级 之 间 有 一 个 中 间 状 态 ,a; 为 2.4,6.8, X Ë a БИ 
范围 是 1,2,…,9 ЖИЕН IOP ,二 .全 部 比较 结果 用 矩阵 4 
= (eps 表示 , 几 称 成 对 比较 第 阵 , 它 是 互 反 和 矩阵 ,但 不 一 定 是 一 
жй. 

(2) 权 向 基 . ҢЫ ҤЕ Е А E ERT, ТЛ) ар ЖЫ] ЕТ 
都 是 特征 向 量 , 将 特征 向 量 标准 化 后 记 作 w= Gr soest eton) p i 


E Sto, = 1 ,w КЕРШ (weighied vector), ЖЛ у= 


{узу бау.) EHER & ФАКа. ру А 的 第 了 F 6 Cas 
аза) JE yuya. 与 比较 的 结果 . 
当成 对 比较 矩阵 4 不 是 -一致 阵 时 ,将 对 应 于 最 大 特征 值 必 的 
FEIE p] Br Pn E I. E E APLE Bb w. w 能 否 表示 了 在 < 中 点 的 比 
Ш.Ж A 不 一 致 的 程度 而 定 .4 он 大 得 越 多 ,4 不 KARE 
尼 重 ,衡量 不 一 致 程度 的 数量 指标 电 做 一 致 性 指 棕 (consisteney 
331。 


index), £ Л 


CT = 各 一 2 


n=l’ 

3 T ih A t BEHR CI 的 标准 ,随机 地 构造 互 反 矩 阵 
АН аА Дотроо Е А АЕА 
一 致 的 . ИТЕЛУЕ REKE А АЕННАН ЗИЯ А. ë X. 


Й 
_А„—п 


RI 


n — 1 
为 随机 性 指标 (random index), XF PRAH л, RI ДК ë i T Ж 
7. 1 所 示 : 
Ж 71 


KI Q | 0 |0.58|0.9C 1.12 1.24 1.32 1.41 1.45 |1.49]|1-51 


再 令 CR= g О ЭО ЕЕ (consistency ratio). Ж CRO. 1 
时 ,认为 成 对 比较 矩阵 4 的 不 一 致 性 仍 可 接受 , 权 向 量 w ERR y 
在 z 中 占 的 比重 ， 

当 ? 较 六 时 ,精确 计算 A 的 Au 和 比较 麻烦 ,因为 ;本身 比 
较 粗 精 , 作 精确 计算 并 无 必要 .一 种 简化 计算 方法 是 , 首先 将 4 的 
各 个 列 向 量 标准 化 ,然后 取 其 平均 值 , 即 为 的 近似 值 : 用 这 个 w 
的 近似 值 计算 出 Aw= Aw), (Aw)... (Aw. 后 ,as 的 近似 
值 为 


15 ma. 
(3) 层次 分 析 . 假设 一 个 决策 系统 可 分 为 三 个 层次 ,最 高 层次 
是 目标 >, 最 低层 次 是 六 个 供 选 择 的 决 策 х= (z Tr m.) ;中间 
层次 是 二 个 影响 z 的 因素 у= {3 зу}, Ж y 都 与 六 
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个 决策 有 关 . 如 层次 分 析 图 7. 11 所 示 . 用 成 对 比较 法 可 以 得 到 ? 
对 zz ЖАШ ШЖ, бу) = Ож. Су) ою Сув) w. бу) 和 一 致 性 指 
慰 CROO, B x Гу, RELE E wy, Сх) = (ө, Сла) iw. (z) tta 


图 7.11 


Wy End) M TE SA CI, (x) i=l 2ean) ERR г 对 目 
标 z 的 权 向 量 为 w.(x)= Сн. Су) ое Сосо) ое ою, Са 007, Д] 
Ww. (xj) = Dw (z), j= 1,2, um 
车 以 x 对 y; 的 权 向 量 w, xy) 为 列 向 量 档 成 怎 阵 А (r), r = 
LR ЗУ w.(x)= R w. (у). 
对 于 一 致 性 指标 CI. (y) СІ, (x), 除 了 逐个 检查 之 外 ,也 可 
以 作 统 一 检查 ; < 对 z 的 一 致 性 指标 和 随机 性 指标 分 别 定义 为 


CLO = CIO) + X wO (к), 
i=] 


RLOO = RIY) + $ w ODRI œ), 
i=l 


ш ЕН СЕЕ <0,1 时 , 记 为 权 向 量 w.(r) 能 表示 + 在 


z 中 上 的 比重 , 它 为 选择 最 优 决 策 提 供 了 数 世 依据. 
如 果 一 个 出 复杂 的 系统 可 分 解 为 个 层次 ,最 高 的 第 1 层次 
+333. 


为 z= [zi za tt n.) НЕ ЖКУ к {тулу z, t ,以 较 低 的 第 
& 层次 的 诸 因素 对 较 高 的 第 kt 一 1 БЧК ЕГИН R ЕЕ: 29 21] [3] 
Ж, ЖЕЕ КЕПЕ АСЕ 2,3,5 5s 有, 则 x 对 zi 的 权 向 量 为 

w, (x) = R, R, e R Ri), т = 1.2. 5, 
其 中 R; k R, 的 第 i 列 向 量 , 即 第 2 RRE IE] ЖЛ] z; 的 权 向 量 . 

例 7.2.18 旅游 地 的 选择 有 3 个 旅游 地 点 xiyravzs 供 某 
人 选择 ,他 要 考虑 5 个 因素 : 费用 > RE y EERE RAR 
TE w% ,旅途 条 件 ys JE А-ТЕ ЖЕЕП Е ВЕТА НОЕ. 

Ж О ”分解 为 3 个 层次 ， 目标 z; 因 素 у= {ууу yo yr Е 
Жох= (л za жу}. 首先 用 成 对 比较 法 得 到 y 对 x 的 成 对 比较 矩阵 
4 和 对 > 的 成 对 比较 矩阵 吕 《=12,3,4,5), 假 设 它们 是 ， 

1 2 7 5 5 


1⁄2 1 4 3 3| FL 1⁄3 1⁄8 
A= (1/7 1⁄4 1 1⁄2 1⁄3|, n=l: 1 vo. 

м5 1⁄3 2 1 1 8 3 1 

15 13 3 1 1] 

T1 2 5 1 1 3 
B, = !1/2 1 中 в |1 1 31, 

[ys 1⁄2 1 из 1⁄3 11 

1 3 41 [ 1 1⁄4 
В, = 1⁄3 1 ii B= ji 1⁄4 

па 1 1 Мат) 


ИФ в х Н у TARER. В. 是 x 对 景色 у. 优美 的 比 
£F, B: B..B. 分 别 是 x 对 居 伍 、 ATIR 菜 件 Ma AMI М 优越 的 
比较 . SRS ЙОН x А] у TREE w, Су) ‚В, АЛЕН ЖО Ao 
BEHI CLO); 


0.633 


| | | 0. 166 
r 1 
шю | ов | 0.277 0.129 | 0.193 | 016% 
0. 682 0.128 0.142 | 0.175 = 0. 668 
_ | — 
д? 3. 002 3. 005 3 | 3.009 3 


| | 
CI (x) бой | 0.003 о ocos | 


ИЖ y X$ z HAEE wC) = СО. 475,0, 263,0. 055.0. 099, 
0.1107, A 的 最 大 特征 值 尺 =5.073 和 - 致 性 指标 CI = 
0.218. 

WE 23) 算 出 x 对 x БЕЈ w x)= (0. 300,0. 246, 
9.456". 对于- BETE EROE T Е s R fe + BR АГЕН ВЕ 
不 一 致 福 均 可 接受 , 例如 ,对 于 A. SH 一 5 时 的 随机 性 指标 为 


= СУ EL) 0.018 ЗЕР wt 
RI,Oy)=1.12, REE СА БГ L уу S 0 1. РИ W.(x) 


表示 出 3 个 地 点 roroa ДЕЗЕ СЕН s H taluk eE g 
然 x 应 作为 第 一 选择 地 点 . 


7.3 数学 模型 的 应 用 


数学 在 物 埋 学 和 工程 技术 各 个 领域 中 的 应 用 已 经 日 趋 深 入 ， 

在 “ 些 非 物 理 领 域 的 研究 中 ,数学 作为 强 有 力 的 定 芋 分 析 的 工具 

也 起 着 越 来 越 重 要 的 作用 ,. 由 于 物理 和 工程 技术 领域 中 的 获 学 懂 

型 常常 需要 较 多 的 专业 知识 ,所 以 本 节 主 要 选择 一 些 不 需要 太 多 

考 门 知识 的 例题 ,说 明 数 学 寞 型 在 诸如 人口 经济, 社会 .交通 、 生 
产 ,医学 .生态 ,体育 等 领域 的 应 用 
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7.3.1 АП 


入口 问题 是 当前 世界 上 人 们 最 关心 的 问题 之 一 , 它 与 国家 的 
REER ARKE KENARIN. 建立 人 口 数学 模型 的 目的 ， 
-是 预测 人 口 的 发 展 状况 ,二 是 为 控制 人 口 提供 合理 的 生育 方案 ， 
从 18 世纪 来 开始 ,有 各 种 类 型 的 人 口 模型 相继 问世 ,下 面 给 出 其 
中 的 两 种 . 
例 7.3.1 人 口 的 逻辑 斯 请 模型 马尔 萨 斯 根据 百 余年 的 统 
计 资 料 , 在 人 口 的 相对 增长 率 是 常数 这 一 基本 假定 下 ,提出 了 著名 
的 指数 模型 


"мо = №), (7.24) 
即 
NG) = Nie". (7.25) 

其 中 МСЕ ВУЛ, А, 是 初始 人 中 ,r 是 单位 时 间 内 大 口 
的 相对 增长 最. 

指数 模型 与 人 口 统计 资料 在 19 世纪 前 是 基本 吻合 的 ,但 其 后 
却 出 现 较 大 的 差异 . 这 主要 因为 随 着 人 口 的 增加 ,自然 资源 等 因素 
对 人 口 增长 的 限制 作用 越 来 越 显著 ,相对 增长 率 不 能 再 视 为 常数 . 
逻辑 斯 诺 模 型 是 对 这 个 基本 假定 进行 修改 后 得 到 的 . 
N, 表示 自然 资源 等 因素 所 容许 的 极限 人 口 , 假 定 人 口 的 


相对 增长 率 是 | i— 92] , 它 随 Ne) 的 增加 而 减 小 .7. 24) 和 


《7. 25) 变 为 


ами) = "| 1 一 Мм (7.26) 
ма) =N. + (52 - ije (7.27) 


《7.25) 和 (7. 27358 S BJ НЕА ia [8] 7. 12 所 示 . 
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指数 冤 模 


7.12 


逻辑 斯 谨 模 型 能 较 好 地 与 统计 资料 相 吻 合 ,其 缺点 是 N., 不 
易 确定 . 另外 ,逻辑 斯 详 模 型 在 一 般 的 生物 数 基 预测 和 分 析 中 也 有 
广泛 的 应 用 ,内 要 在 某 个 特定 的 自然 环境 中 这 种 生物 是 独立 生存 
的 ,或 者 与 共 它 生物 相 比 占 绝对 优势 . 

例 7.3.2 按 年 龄 分 布 的 人 口 预测 和 控制 模型 ” 逐 辑 斯 谤 模 
型 只 考虑 人 口 总 数 ,但 是 接 年 龄 分 布 的 人 口 结 构 是 非常 重要 的 , 因 
为 即使 两 地 区 目前 人 口 总 数 相 同 , 如 困 一 地 区 年 青 人 的 比例 高 于 
另 一 地 区 ,那么 两 地 区 的 人 口 发 展 状况 将 很 不 一 样 . 

挡 照 控制 论 的 观点 ,在 不 同时 间 { 以 年 计 }) 把 各 个 年 龄 的 人 口 
看 作 状 态 变量 ,各 年 龄 妇女 的 生育 率 作 为 控制 变量 ( 即 输入 变量 )， 
将 不 同年 龄 人 人口 的 演变 过 程 作为 一 个 系统 来 讨论 ,得 到 下 面 的 人 
口 预 测 种 控制 模型 

记 碟 (和) 为 第 1 年 i 岁 的 人 日 ,a;(2) 为 第 :年 i 岁 估 口 的 死亡 
率 , 即 


一 2 十 1) 
di (E) = x 
s=- NO REER N| 

aat + 1) = 5 (0), i= 0,].7,+,т — 1 (7.28) 
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EP т 为 最 高 年 龄 . 
Ew AE 年 : PAGEB H i Y a ER LK 
有 CI) 为 生育 率 , 即 


BG) 一 И 
Гад ТАА К E 5, О) СЕРА Т.П 
ьш) = ы, 
则 第 :年 出 生 婴 儿 数 为 
60) = Ула) = Уо вла). (7.29) 


i йо „ЕТСЕ, ЕЕ [B ЖОЕ A OANE 
ЫНЫ, Уа эу) = 1—40). 


хо) = s (bt). (7.30) 
(7. 289-07. 30) 拖 述 了 人 口 的 演变 过 程 . 
总 和 生育 率 定义 为 
Ё) = Уво, (7.31) 
是 第 :年 平均 每 个 育龄 妇女 生育 的 婴儿 数 . 
hG) = а. (= уй, (7.32) 


称 生育 模式 ,是 控 制 不 同年 龄 妇女 生育 率 高 低 的 加 权 因 子 . 制订 生 
育 政 策 可 归结 为 确定 ОЮП AO ,通过 8(1) 控 制 生 育 的 凶 少 , 通 
PL h GE l E B M Ж. 
引入 记号 
x(G) = rr GD e m (ty, 


0 01 
r, | 
Ай) = | . | 
о. ' 
| 5 0 


+ 358 + 


0,0,0 (ўе КОКЕ ° 
0 

Жн ө (== (Os GOA СО СЭ, i=it (Ü WEZ 28) (7,32) 

可 以 写作 


B( = [ 


xi + 1) = Ax + (Вах). (7.33) 
xb 是 状态 变量 ,4 人 是 状态 转移 阵 ,B(D .有 (是 控制 变量 在 稳 
ERAF 4( ВО ИВЕ. (7. 33) 是 一 个 双 线性 系统 . 
作为 最 优 控 制 问题 需要 构造 目标 函数 ,为 此 先 定义 几 个 人 口 
指数 ， 
大 口 总 数 NG) = Ууз 


i= 


3 24 Pa: 
平均 年 龄 RG) = NO 605 


yaen QD) = Peol Уа], 


ELER 00) = сш, 


В ИЖА A ТТ НТА ЕАН BEBE ДВ. Ж ДИЙ. 
FELA, E Ez pR S ЖЖ Ж E fE J OGO sA G) = f (N (t) 
Тесс) КЕ КИЕН ЛЕМ — EOR Аг) fE J ERRE 
值 . 


7.3.2 经 济 


数学 模型 在 经 济 管理 中 的 应 用 非常 广泛 ,如 生产 调度 ,设备 更 
新 、 资 源 分 配 .投入 产 出 ,安排 运输 方案 .规划 服务 系统 等 等 ,它们 
大 多 是 用 运筹 学 方法 求解 的 . 下 面 给 出 甲 关 分 方程 形式 描述 ,以 稳 


e QU) ЮЖ ТЕНЕ, ИКЕ ХЕ. 用 第 : 华 的 死亡 率 计 算 第 1 年 出 生 的 人 的 于 鬼 
寿命. 
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定性 分 析 为 目的 的 一 个 漠 型 . 

例 7.3.3 蛛网 模型 ”在 自由 竞争 的 市 场 经 济 中 常会 出 现 这 
样 的 情况 : 一 个 时 期 由 于 某 种 商品 过 翻 引 起 价格 下 跌 , 生 产 这 种 
商品 的 厂家 为 追求 利润 , 避 象 损失 ,就 减少 生产 或 转产 .于 是 下 一 
时 斯 这 种 遍 品 会 因 供 不 应 求 而 价格 上 涨 ,高 价格 引起 的 高 利润 又 
将 吸引 一 些 三 家 竞相 增加 生产 ,又 导致 过 剩 ,如 此 循环 . 人 们 关心 
的 是 ,这 样 的 循环 继续 下 去 ,商品 的 数量 和 价格 的 波动 是 越 来 越 小 
ЖЗ ТТ ДЕШЕ? 还 是 越 来 武大 以 至 政府 不 得 不 人 为 地 加 以 干预 呢 ? 

上 面 这 种 循环 的 结局 取决 于 消费 者 和 产销 者 对 商品 的 需求 和 
供应 关系 ,用 x 和 ys 分 别 表示 第 时 段 市 场 上 商品 的 数量 和 价 
Жї. 价格 yx 是 消费 者 根据 商品 数量 z, DERI GEIE ya Сав), PE 
ERARD 是 降 函 数 ; 下 一 时 段 的 商品 数量 zx,, ,是 产 销 者 根据 价 
Ж у, 决定 的 , 记 作 rei =S C) BENRO S 是 着 函数 . ТЕ у 
坐标 图 7.13 E D 曲线 和 5 曲线 有 一 交点 Palro yo) Р, 称 平衡 
mA BASRE BE Е, съела, i = yos MFE MUG HI BY EE, со 和 
уо 可 以 保 持 不 变 ， 


Е 7.13 


平衡 点 P. 的 稳定 与 否决 定 了 商品 数量 和 价格 波动 的 稳定 性 . 
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ВЯ л.н D RERA Р, HE yo Е y 在 $ 曲线 上 的 点 P, 
决定 六 ,再 由 了 上 上 的 Р, 决定 y. ШО FE, z SL y HH РР 
Раз. НЕ ТІЗЕ, Р, 点 附近 , 当 万 曲线 的 斜率 ( 取 
绝对 值 ) 小 于 S 曲线 的 斜率 时 ,Cry ЖЕЕ] Grey) Р, 点 是 稳定 
BJ Z бо, y AAE (ло, ув, P, 点 不 稳定 {图 7.14). 


图 714 


为 了 进一步 的 分 析 , ТЫ ЖОН ФОНЕ u ЕЗ ZE F B БТ 
都 是 线性 函数 

x = — ar, + b, a > 0 (7.34) 
дас, ceo (7.35) 
系数 < 表示 减少 一 个 单位 供应 其 引起 价格 上 涨 的 幅度 ,反映 消费 
者 对 商品 数量 的 敏感 程度 :系数 с 表示 价格 上 涨 一 个 单位 引起 (下 
一 时 段 供 应 的 增加 量 ,反映 产销 者 对 价格 的 敏感 得 度 . (7. 34) ， 

ст. 35) 可 写成 一 阶 线性 差分 方程 
ты ==— ась е, # = cb + 4, (7.36) 


当 a< 二 时 方程 的 平衡 解 x, 是 稳定 的 ,从 而 Р, л», yE, B 
Ж.Р, 点 不 稳定 . 


显然 ,asc 较 小 , 即 消费 者 ,产销 者 对 商品 数 二 、 价 格 的 敏感 程 
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度 较 低 时 .有 利于 市 场 稳定 . 从 以 上 分 析 还 可 以 得 到 , 当 出 现 不 稳 
定时 ,政府 有 两 种 于 段 进行 十 预 . -是 控制 价格 ,不论 商品 数量 多 
те FEE, THE а=0.7 АКЕ. ЖЕ НЕВА, 

аа тато РОИ 
тан. BRRR ТЕУ 
Е EREN. 


7-3.3 社会 


在 某 些 社会 领域 中 建立 数学 模型 .可 以 定量 地 分 析 - 一 些 社会 
现象 ,或 为 决策 者 提供 一 些 定量 的 依据 .例如 节 7. 2. 7 的 冲 量 过 程 
可 以 用 来 分 析 某 些 复 杂 社 会 系统 的 变化 过 程 , 节 7.2.8 的 层次 分 
析 订 以 用 到 方案 的 抉择 ,价格 的 现 测 等 许多 方面 . 本 节 再 给 出 把 马 
氏 链 用 于 某 社会 系统 的 一 个 例子 
例 7.3.4 等 级 结构 的 预报 和 控制 -- 些 社会 系统 的 成 员 常 
常 划分 为 若干 等 级 ,如 高 等 教育 系统 的 大 学 生 WEE WEEE 
队 系 统 的 工 、 尉 \ 校 ,将 . 分 布 在 各 等 级 中 成 员 的 比例 称 等 级 结构 . 
恰当 的 、 合 理 的 等 级 结构 有 利于 系统 的 正常 交 行 . ҖИҢЛЕ. 
取决 于 系统 内 部 各 等 级 成 员 的 转移 及 系统 内 外 的 成 员 交 流 . 建立 
“个 模型 描述 等 级 结构 的 演变 过 要 ,一 方面 可 以 由 当前 的 等 级 结 
构 并 根据 上 述 影 响 因素 预报 若干 时 间 以 后 的 结构 , 易 一 方面 可 以 
通过 某 个 可 控制 因素 (如 外 部 进入 系统 的 成 员 数 世 ) ,使 等 级 结构 
尽快 地 达到 所 期 望 的 昌 标 . 
HEE ла) = GG), ЧЭ, yat) 表示 某 社会 系统 成 员 按 
等 级 的 分 布 ,其 中 nO ERr 年 第 i 等 级 的 人 数 (t=0,1,2,…,1 二 


1.2.9.6). MAR NG = Уло. ша) = 


BE а) 

Са заз) ЭНЕН Е ЕЕ 成 员 在 

系统 内 的 流动 用 转移 矩阵 p= {р}. Ин py 是 从 :到 :十 1 第 
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i 等 级 的 成 员 转 称 到 第 j 等 级 的 比例 . ЖООН SEBJ їл 2 im НЛ A 
比例 r= (rra sess FIH He ËB] w == Geo Е ИАН ЧН 
r; ВЕ A [Кр АЕ J PS í ЗЕ ИШИ, zo, 是 每 年 第 : 等 级 的 
ЛА ЕЛЕН] ДИН. paor: so 应 满足 


h k 
P. 220. r 22 0, 22 0, Yncl, Y L xn =] 
= 


(7.37) 
WP: SEWA S Л RO) Л ОАЕ ТГ УЯ 


* 
п, +1) = У) р, HRE j=l eok 
is] 
(7.38) 
ДИН ARA w, w = Dwn. 人数 增 长 最 为 
=] 


Мето АСОМ). ERRO =w HMU). FE 
(7. 38) 9 可 写作 


по HDS D e m wr atO + riM 1) 12 
或 记 作 
RG 1) = м) + н ку) MUD. (7. 39) 
(7. 39 ERRA H З A Е. 
1 
W. Q= P+w r O= (е) а g SL то. У = 1 (í =1,2, 
ШИ] 
e A) BD Q ЖШ ШЕ. H ЖЫ А ИОК Л.Н MCO 一 0 时 ， 
(7.395[F 5 
alt + 1) = 00)0, (7.40) 
Ж ас А ГА. 
3 BA P.w.r.n (0) МАС АЛИТ КЕ МС) = 
МХ. (7. 39) 或 (7. AOE A ЭОЕ Z S pk ЕЕ Fi т) 
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或 结构 айг). 

FRERE AROE ПСТ. 40) 式 的 基础 上 讨论 以 调 人 比 
例 r 为 控制 变 重 的 系统 结 梅 a (2 ПЕ | [B] ER. 

首先 给 出 可 保持 性 的 概念 ,一 个 结构 a 称 为 可 保持 的 ， и 
РЕВЕ PO w 亦 给 定 ) FT r E a W E. amag ,或 等 


于 r=(aw аР), Н 5,220, У, = 1k CERE, ER 


于 某 个 ja0) a, RAARD ri E, а +1) =a, H] z 被 保持 


(Е. 
а п 
À 
a= Phx, 
a= it, 
Уна, 


x = йге — P> 1, 
其 中 4 是 (一 P) HR i TRZ 4,220 e, 是 第 :个 元 素 为 
1, 其 余 为 0 的 单位 ( 行 ) 向 量 . AA >, 20 Е 5,220, Bf ш E iZ 
Ща ВЗ хох," эю шна ЖЫ RIŽA. 


JUTTE EHE а WE a =o, ELIE i тн 
一 个 超 平面 .wx ,是 -个 上 同 域 ,而 x; EE РА TERA Н {Ж К] ЇЧ 
组 成 的 域 是 以 .7 中 的 (г 1,2056 kB TR КИЛ Р, 
可 保持 域 . 
一 个 有 实际 意义 的 控制 问题 是 ,对 于 给 定 的 P 和 期 望 达到 
欧 , 可 保持 的 结构 a* , 守 求 调 入 比例 控制 序列 re) ,使 从 初始 结 移 
Qa(0) 尽 快 地 达到 或 接近 а'. 
该 问题 的 一 个 解法 是 完 定 义 黄 个 结构 a" ,a 间 的 “距离 ”为 
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Da ,а®) = Уа" — а), (7.41) 
其 中 必 是非 旬 的 权重 ,然后 求解 如 下 的 优化 问题， 
min Уна. =a, 
а(1) = a0) CP T w'r(0)5, (7.42) 
т.000 > 0, Уно = 1, 


即 和 寻求 r(0) 使 ae(1) 最 接近 a*. 3 rO МЕЕ HB у= 
(аС0)ют) а" 一 gC0)P), 则 (7. 42) 可 归结 为 


min уубу — r), (7.43) 
z = 


£ 
r 20, Ууз = 1 
i= 


BEIO ас a (1343928809 ао). ЖЖ ЕЕЕ Н 
以 得 到 rr(1) 和 at2), 如 此 下 去 直至 对 于 某 个 :有 ati) 一 a' ,或 接 
过 到 满意 的 程度 . 


7.3.4 交通 


许多 交通 问题 可 以 用 数学 模型 来 研究 ,例如 描述 车 流 在 高 速 
公路 上 的 分 布 规 律 利 堵塞 .疏散 过 程 ; 研 究 交 通 量 在 道路 网 上 的 分 
布 和 如 何 实现 最 优 分 配 等 , 很 多 交通 模型 属于 图 论 .运筹 学 .数理 
统计 的 应 用 范畴 . 下 面 给 出 一 个 怎 伴 控 制 红绿灯 开放 时 间 以 尽量 
减少 堵塞 车 辆 的 模型 . 

例 7.3.5 超 饱和 交通 网 络 控制 模型 ”城市 交通 网 络 由 一 些 
交 允 路 口 和 互 楼 路 段 组 成 . 考察 由 两 条 机 向 公路 、 两 条 纵向 公路 和 
四 个 交叉 路 口 组 成 的 典型 网 络 . 公路 都 是 单行 线 , 方 向 如 图 7.15 
所 示 , 卫 不 许 左 右 转 这 . 超 饱 和 交通 网 络 是 指 在 路 口 处 等 候 的 车 队 
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足够 长 ,以 至 在 绿灯 持续 时 间 内 有 连续 不 断 的 车 辆 通过 . 交通 控制 
的 且 的 是 调节 各 路 口 的 绿 籽 时 间 , 使 等 侯 的 车 队长 度 尽 可 能 短 . 


{| 
@ — 


|“ 


图 7.15 


在 稳定 状况 下 ,设备 路 口红 绿灯 的 变化 是 周期 性 的 . 以 它们 的 
共同 周期 为 单位 将 时 间 离 散 化 . 第 : 周期 在 各 路 口 等 候 的 ,到达 
的 .通过 的 盏 队长 度 分 别 记 作 二 人， 人 ,显然 有 

=, (£ + 1) = EUO + 00) — z (t), 

i= 1,2,+=,8, t= Or N — 1. (7.44) 

在 超 饱 各 情况 下 ,z,(z) 可 表示 为 
z (£) = Gu (t), 
其 中 a, 是 一 周期 长 的 时 间 内 能 通过 路 口 的 第 ;车 队 的 长 度 , 称 饱 
和 车 省 长 度 :x(90) 是 第 ; 车 队 所 在 路 口 的 绿灯 时 间 在 整个 周期 中 
ст ЕЯ] Оса (е1, 如 业 忽 略 黄 灯 时 间 , 则 路 口 处 纵向 车 队 的 
绿灯 时 间 是 横向 车 队 的 红 籽 时 间 . 由 图 可 算 
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uslty = 1 — u), ау =] ~ u(t), 
W(t) = |] ult), Halt) = ] иб). 
为 确定 yO EE E АНИ ATEEK В sË C 所 需 时 间 

为 一 个 周期 ;由 路 口 DIEE В sk C 需 两 个 周期 . 所 以 

ya) = to 1), yE) = zlt 2), 

XG) = st 1), yelt) = z,(t — 2). 
而 узу; (0). ys (1), y(t) 则 要 由 本 网 络 以 外 的 系统 提供 . 将 
х ог) ЭЕ ЖА, (А, СТ. 44) 得 


ал01 =) H у Uu e) 


nL Srl aa (0) Жеш 

аз = ratt) E yalt) — asas (2) 

athl Sr k — antt) Фазе 2) 
ас а ya 

retf Hl =r) 01-а С) Hai 12 IL 

Trttt лу) т) а Са) 

2801-1) nt) —m(]— az (2) toatl—usti— 20) 


(7.45) 

EP а; H y t) BEIE O= (rm (Р) о С) xa(1))! 是 状态 

PLE, (O S (u (00 а Со) оз (Р а ОТ 是 控制 向 量 .根据 实际 情 

ота СО ЕВЕ, 

OKLU) < Xia м Н) SÇ Bus (7,46) 

х { ЗЕ EÑ ET ТЕ А АЗЕ ТА ЕАО hl, u, fi u... EER 
和 灯 持 续 时 间 百 分 比 的 让 四 和 上 界 ， 
作为 最 优 控制 问题 ,党 用 形 如 


JUD = Dr Qe) 


的 二 次 函数 作为 指标 ,等 求 控制 变 世 #0), 使 由 (7.45)、(7.46) 解 
出 的 ONAE J ONEEN. 
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7.3.5 医学 


随 着 生物 科学 的 数学 化 ,一 门 以 建立 和 应 用 数学 模型 来 研究 
医药 学 中 数 基 规律 的 学 科 一 一 数理 医药 学 正在 兴起 . 它 的 主要 内 
容 包 括 ;分 析 流 行 病 的 传播 机 制 并 作出 预测 ;基于 统计 资料 和 贝 叶 
斯 (Bayes) 模 型 进行 疾病 诊断 ; 用 室 模型 分 析 药 物 、 毒 物 及 其 代谢 
物 在 机 体内 的 吸收 ,分 布 .代谢 和 排泄 过 程 ;用 决策 只 阵 对 临床 检 
验 作出 临 康 论断 ;以 及 描述 肿瘤 的 生长 过 程 等 . 

例 7. 3.6 流行 病 阅 值 模型 ”假设 某 禹 流行 病 在 一 个 封闭 的 
人 人 群 中 传播 , 人 群 分 为 三 类 : 易 感 染 类 (健康 者 ) 记 作 5; 感 染 类 
(带菌 的 病人 ) 记 作 7; 移 除 类 { 病 印 免疫 .与 易 感染 者 隅 离 . 病 死 ) 
记 作 R. 在 任意 时 刻 , 每 个 人 必定 属于 且 只 能 沪 于 一 类 ,而 在 整个 
过 程 中 一 个 人 的 类 别 转移 为 : 5$->J 一 R. 因为 流行 病 是 由 易 感染 
者 和 感染 者 的 相互 接触 而 传播 ,治愈 率 (包括 病死 率 ) 大 致 稳定 ,所 
以 可 作 合 理 的 假设 : 

《1) 时 刻 :三 个 类 别 的 人 数 分 别 记 作 SC) ,TC 和 RG). 总 人 
ЖЫ N FRAY SOSS I(0)=I,R(0)=0. 

《2) 单位 时 间 内 一 个 感染 者 能 传染 的 人 数 与 易 感染 人 数 成 企 


iz, 
СЗ) 单位 时 间 内 移 除 类 人 数 的 增加 与 感染 人 数 成 正比 . 
由 此 可 以 列 出 ; 


50) =— а 


je = asi 81 

Ёа) = BI 

80) = S,, KO = L, = N — S,, RO) = 0 
насо Н СОВЕ. 5 


| (7. 47) 
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_ Ё 
т=з (7.48) 
(7. 47) 第 2 式 可 写作 
了 aS p). 


因为 5 0000, ЕДЖ Укса, ШЕЖЕ. (ошо, ИШ 
АПЕЕЙ. КОН ЖА ФЕН. 可 见 p 代表 了 -个 临界 值 , 裙 
始 昂 感染 人 和 数 超过 它 ,流行 病 才 会 蕊 延 .p PEIB. 其 他 区 的 卫生 
保健 水 平 越 高 ,感染 系数 = 越 小 ; 若 移 除 主 要 由 师傅 免疫 和 隔离 所 
致 , 则 医疗 .管理 水 平 越 高 , 移 除 系数 户 越 大. 于 是 由 (7. 48050, 
值 p 越 大 ,流行 病 越 不 容易 草 延 ， 

假设 初始 时 刻 感 染 大 数 1, 很 小 ,而 易 感染 人 数 $, КЕН 
ЖЯ oA 

5.5 М, 9 = 0+8. 8 р, 

ТРСТА Е О Л ЗЫ Z , WJ Е S, 与 teo 时 易 感 染 人 
数 9. 之 差 ; 


Z=&S —S.. 
(7.47) 第 1.2 ü 5 
40 
ds КУ 
EERI -s == М5, 下 的 解 是 
105) = a Š — S + N. (7.495 


Sd OR — 3: 484 PER m E] 7. 16 рл. too SS. t, 
L. = 0. 注意 到 S.z= N H Z—S,—S.. , H (7. 4948 


Z+ anf 1-5) 


— 1. 


BS <l ,利用 对 数 函 数 的 泰勒 (Taylor) 展 开 可 得 
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WE Z; 


根据 假设 ， 


即 流 行 病 莹 还 人 数 约 为 该 地 区 人 数 超过 阐 值 的 那 一 部 分 大 数 的 两 


š. 


7.3.6 生产 

生产 领域 中 的 数学 模型 种 类 繁多 , 子 求 最 佳 方案 使 产 熏 最 大 、 
效益 最 高 .消耗 最 小 等 优化 问题 常常 是 肝 
的 目标 浮 数 是 建 模 的 一 个 重要 步骤 .下 面 是 工业 生产 中 的 一 个 简 


单 例子 . 


例 7.3.7 钢 梁 轧 制 中 的 一 个 优化 问题 ”用 迷 续 热 思 法 制造 
钢 梁 时 需 经 两 次 切割 . 先 粗 轧 , 把 柱状 饥 材 轧 成 梁 的 锥 形 ,再 把 准 
却 后 的 梁 精 轧 , 得 到 给 定 长 过 为 工 的 成 品 漆 . 粗 轧 冷却 后 的 梁 的 
长 度 虽 正 态 分 布 ,其 均值 M 可 由 轧机 调整 ,而 均 方 差 是 轧机 性 能 
决定 的 ,是 可 测 基 的 已 知 常数 a О ДИВА ВЕКЕ Л.Н 
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Z == 28. 


# 异 的 主要 日 的 .选择 合适 


nB £ RRT IR ШЕЕ ЕР БЕКЕ. ЯТЫ Ж 
忽略 不 计 . 讨论 如 何 调整 轧机 的 参数 МО 使 精 轧 时 浪费 的 钢材 最 
少 . 

冷却 粱 的 长 度 是 随机 变量 X ,服从 МСМ. о) т. іа ВЕ 
POSO Р.Р ERN RAET EF ЕН ЕВЕ 
НОЕ, УНЕ ЯЛЕ N 根 , 则 可 得 到 万 品 梁 Np 根 (N 充分 大 使 Np 
DELO TRI N 根 钢 梁 所 消耗 的 钢材 总 长 度 为 NM, TREFI 
НЕН у УЕ Н 
Ж in: 


M 
QM = ® . 
(Му = (7.50) 


求 MM 使 QCM) 达 到 最 小 , 精 轧 时 浪费 的 钢材 当然 也 会 最 少 . 
ШУ Хут, не М/о, =La, ШҮ IRA NG DDI. A 


“0с Cr 
Р(Х >) =P > = í | 
XEL) PURA) j zzl о 
эз 1 г у 
= ——=ехр| 一 = | dy. 
L. P | > 
жп 
ы 1 у? | 
aZ -Í dy, po) = |, 
(Z) = | бобу, фу) -| zl 
则 
РХ ID=, Z=- н (7.51) 


KA Q= = рет”; ЭИ БЭЙ НИЕ КЭР Ж a E Q.— 


ГА dQ Р © 
рта ЖЖЖ B. БЕЗ м 二 0, 得 到 и` 应 满足 
py pen ФО) | 
к= РОА ит). ЕС) = ТӨ. (7.52) 


Ө Ж A (7. 52) [e EL и ,进而 得 到 使 和 CD) 达 到 最 小 的 好 = 
g. 
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7.3.7 生态 


随 着 生物 再 生 资 产 的 盲 日 超 量 开发 和 坏 境 污染 的 日 益 严重 ， 
自然 界 生 态 乎 衡 失 调 现象 频 沈 出 现 ,生态 学 已 越 来 越 被 人 们 重视 . 
数学 模型 在 认识 复杂 的 生态 现象 ,帮助 人 们 更 有 效 地 开发 生态 次 
源 等 方面 起 着 越 米 越 重 要 的 作用 . 

描述 单一 生物 种 群 的 生长 规律 常用 例 7.3. 1 的 逻辑 斯 谤 模 
Ж, 研究 蚌 个 种 群 共生 规律 的 有 著名 的 食 饵 . -捕食 者 (prey 一 
predator) 模 型 和 导致 … 个 种 群 灭绝 的 竞争 模型 . 下 面 给 出 一 个 考 
虑 经 济 效 益 的 生物 资源 开发 模型 ， 

例 7.3.8 再 生 资 源 的 开发 ” 像 捕 渔业 .林业 这 样 的 生物 再 
生 资 源 的 开发 产业 中 ,通常 的 目标 是 在 保持 稳定 产量 条 件 下 使 经 
济 效益 最 高 . 首先 在 考虑 收获 得 到 的 收入 和 所 花费 用 的 情况 下 建 
立 模型 ,给 出 最 优 开发 策略 ,并 讨论 自由 竟 争 下 资源 枯 询 的 可 能 ， 
然后 考虑 长 期 经 营 时 存在 折扣 率 cdiscount) 的 情形 . 

以 捕 渔 业 为 例 , 做 如 下 假设 ; 

(1) 渔场 中 鱼 的 自然 增长 遵从 处 辑 斯 席 模 型 ; 

(2) 单位 时 间 捕 获 蓉 等 于 单位 时 间 渔 场 中 鱼 的 增长 量 ,以 保 
持 产量 的 稳定 ; 

сз) 鱼 的 单价 是 常数 ;而 费用 (单位 产 其 ) 与 当时 渔场 中 鱼 
量 成 反比 ,比例 系数 为 5. 

时 刻 1 渔场 中 色 量 记 作 С ,单位 时 间 捕 获 量 记 作 уо. 按照 
假设 ， 

Z G) = уб) = 0), Fle) = az(Z— z). (7.59) 
AP а 是 最 太 相对 增长 率 ,x Ey hik K t E. 记 单 位 时 间 的 收 
入 为 RCx) ,单位 时 间 的 支出 为 clx), 则 


RG) = pfta), cfr) = Af) сш) = Ë, 


(7.54) 
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+ ш олжашы м с а 


于 是 单位 时 间 的 收益 为 
siw) = Rir) — elr) |» 一 š |) арж — b)(z — хт). 


(7.58) 
记 使 得 收益 ;tz) 最 大 的 渔场 中 鱼 量 为 x* ,可 以 解 得 
х & - 
x° 02726 б< pr, (7.56) 
£ ‚б> pz. 


由 上 可 知 , 只 要 将 渔场 中 鱼 量 保持 在 x" ,就 可 在 保持 稳定 产 
量 条 件 下 使 收益 5(Cz) 最 大 ,这 是 独家 经 营 的 渔场 能 采用 的 最 优 开 
发 策略 . 市 在 自由 竞争 情况 下 , 臂 如 在 公海 上 捕 色 , 特 别 是 在 贫困 
昌 失 业 率 高 的 国家 里 , 只 要 收益 s(x) 之 0, 就 会 吸引 开发 者 ,于 是 
渔场 中 鱼 量 不 会 稳定 在 "而 是 要 趋向 于 某 个 mvxe 满 是 s (xa) 
一 0. 在 根据 前 面 的 假设 得 到 的 模型 (7. 559 z. = 57 p= 0(И b< 
pr), 即 渔场 资源 不 会 枯竭 . 

但 是 在 自由 开发 的 实际 情况 下 ,会 引起 再 生 资 源 的 枯竭. 为 了 
解释 这 种 现象 需要 修改 (3) 中 对 费用 函数 的 假设 .事实 上 , 若 表 
未 资源 将 近 枯 赐 时 单位 捕获 量 所 需 费用 , 则 不 妨 将 (7.54) 中 的 
сбх) с Ст) у 


(т) = 0х) (ж), ¿(z = 


_ 
z+ Т 
EA бср КЇ s(z)=R(z)—c(r)220 OKL) B 500) =0. Ц 
EA ETAT MERANER 1—0, MERY. 

在 的 期 经 背 时 常 要 考虑 收益 fx) 的 时 间 效 应 ,引入 折扣 率 9， 
则 长 期 经 营 者 的 收益 折合 或 现 信 为 Gitz) = | sed = 
PO ЙАНА ТО (这 对 结果 没有 


影响 ), 则 当 和 鱼 量 保持 在 x 时 经 营 者 的 即时 收 座 为 G(x) = p(x 
. 355 * 


一 >, асов, kg F AEA RIE AE RAR 
zf G(z)=G (z) TG, (z) ЈН КАВ Я]. 

设 上 述 极 值 问题 的 解 是 工 , 并 将 5 (z) E ЖТС fE c (z), 由 
G'(z)=0 збе) (е) рс) Д ол 应 满足 


. EACS) 
ё— Р(х) — 
p— cir) 
， _ ; _ fe (z) gipa 
BIDS aHa y 分 丙种 情形 计 论 


(1) 车 B22p; 则 存在 zo 关 0, 合 p=c (x6) 一 一 一 , 目 зба) = 
жу+1 


0. 最 优 艇 由 了 (z) 汪 已 (z) 的 交点 求 得 (图 7.17). 在 自由 竞争 下 
也 不 会 使 x 趋 于 零 , 即 不 会 导致 资源 枯竭. 


上 一 一 一 一 一 一 人 一 一 一 一 一 一 - 


中 上 一 一 一 一 一 


= 
а 
L 
эз 


(2) Ж бр. ЙИ z h 7.18 得 到 .可 以 证 明 , 当 人 > 
2/'(0)=2az B| 705) 9 НЧа) 28 H CCzy<0， 于 是 G(x) 的 
BERKAH = 一 0, 即 追求 GCCr) 最 大 的 策略 将 导致 资源 枯竭. 


7.3.8 体育 
用 科学 方法 进行 体育 训练 可 以 更 块 更 有 效 地 提高 运动 成 绩 ， 


(гу 


7 Но) 


图 7.18 


57 
HI 
ы 


已 经 日 益 被 体育 界 所 接受 . 运动 力学 、 送 动 生理 学 等 正 逐 渐 成 为 教 
练 员 .运动 员 的 必修 科目 ,在 体育 运动 科学 化 的 进程 中 ,数学 模型 
也 起 着 一 定 的 作用 . 

例 7.3.9 铅球 拨 远 模型 ”这 是 体育 项 目 中 最 简单 的 模型 之 
一 . 已 知 铅球 出 手 高 度 太 ,出 手 速 度 v, 和 忽略 空气 阳 力 , 癌 出 手 角度 
a 多 大 时 投 得 最 远 , 并 分 析 该 成 绩 对 出 手 速度 和 出 手 角 度 的 灵敏 
性 . 


“ 


图 7.19 


ЖЛЕ К ЖШ 7. 19. ЛЕШ ЁШ Сг) .yo 应 满足 
{т@) = 0, 200) = 0, 500) = у сова, 
lya) = = д. yO) = A, y = z sine, 


Ну 


区 (的 = u cosest, уб) = h — v sina - ¿z = Fer. 


投 挪 距离 R 为 yG)=0 RH z IB BI R 满足 
R = u cosa + t 
aya sas “t — +e. 


消去 + 得 


2 
h + К (апа = ЕК 
21? cos'a 


BAR O TIAR Е 达到 最 大 的 «满足 
1 


| gh) 

N {1+ 
2 

R. = > fi + 28, (7.57) 


Мпа Rp a<<d45". 设 产 =1.5mvuv 一 10 m/s, ТЫВ e 


Az41°,R,=z11. 4 m. 
投掷 距离 R 依赖 于 参数 о.е 和 疡 ,可 以 解 出 


visin2a 
Т я 


sina 一 


(7. 56) 


КЕРИДЕ ТЕ 


v? sina 


yeh daut HN Уре 248 
1+ é |. 


2y sin a 


2 
В == sin 2а 
g 


由 此 可 以 推算 出 АРН ERRUER E, 


dR dy 
к^ ЛУ: 


ЕРНАР Or КОЕН, 
dR 1 1 de 
L | 


sin 2a tan 2a| a` 


БЕ 


АА amait $Ë | ж. 298 hyku ismuq 
速度 的 灵 航 程度 比 对 出 手 角度 的 灵敏 程度 高 


8 不 等 = 


8.1 引言 
8.1.1 不 等 式 的 意义 


通常 总 是 在 一 定 的 集合 ( 数 的 集合 ,函数 的 集合 ,向 量 的 集合 ， 
矩阵 的 集合 ,序列 的 集合 等 ;上 来 考察 不 等 式 问题 . 即 要 讨论 的 不 
等 式 ,都 包含 着 在 某 个 集合 内 取 “ 值 "的 变 元 ,这 里 的 “信和 ” 汉 指 各 类 
集合 的 元 素 . 有 两 种 不 同 的 情况 :一 种 情况 , 称 为 绝对 不 等 式 
(absolute inequality) ,在 给 定 的 集合 上 变 元 可 以 任意 取 值 ,不 等 
式 恒 成 立 , 另 一 种 情况 , 称 为 索 件 不 等 式 {conditionai inequality), 
在 给 定 集 合 外, 仅 对 变 元 的 某 些 特 珠 取 值 ( 即 不 等 式 的 解 ) ,不 等 式 
才 成 立 . 这 时 不 等 式 成 为 变 元 取 值 的 条 件 . 绝对 不 等 式 与 条 件 不 等 
式 均 相对 一 定 的 集合 而 言 ,对 给 定 的 集合 进行 扩充 ,绝对 不 等 式 对 
于 扩充 后 的 集合 可 能 成 为 条 件 不 等 式 ; 相 反 , 如 果 已 经 求 出 条 件 不 
等 式 在 给 定 集 合 上 的 解 ,并 且 限 制 在 解 集 上 ,条 件 不 等 式 便 成 为 绝 
对 不 等 式 .本章 主要 介绍 绝对 不 等 式 . 


8.1.2 常用 不 等 式 的 类 型 


常用 不 等 式 有 下 述 二 种 基本 类 型 
《1) 有 限 不 等 式 . 最 主要 的 是 表达 某 些 有 限 和 之 间 关 系 的 不 
等 式 , 基础 的 不 等 式 都 是 有 限 的 . 
D 无 限 不 等 式 . 最 主要 的 是 表达 某 些 无 穷 级 数 之 问 关系 的 
不 等 式 ， 
(3) 积分 不 等 式 . 表达 菜 些 积分 之 间 关 系 的 不 等 式 . 
. 358 • 


后 两 种 不 等 式 常 常 是 有 限 不 等 式 的 推广 . 下面 举 一 个 典型 的 
例子 ， 

例 8.1.1 (1) MATER: 
[Bery [Zah D 


i=l 


W Z ia tAn Y Y Mm € В 
这 是 有 限 不 等 式 . 
(2) 推广 为 无 限 和 不 等 式 . W rey Є В, = 1.2. E. 


Уыз, Уу < o MARD A 53) an) ,出 
(Sesli (У. 
(3) 进步 可 推广 为 积分 不 等 式 , 称 为 施 瓦 兹 不 等 式 : 
(сово < ааа асова, 
V fg € 12([а,ь]). 
本 章 着 重担 供 一 些 较 深 入 的 不 等 式 , 特 界 是 各 种 积分 不 等 式 . 
二 如 ,在 分 析 中 ,算术 平均 -几何 平均 不 等 式 、 赫 尔 德 (Halder) 不 等 
式 和 疯 可 失 斯 基 (Minkowski 不 等 式 是 基本 的 ,在 本 章 中 着 重 给 出 
这 些 不 等 式 的 积分 形式 , 先 引 用 一 下 有 限 形式 只 是 为 了 便于 读者 
理解 . 


8.1.3 ЛАЧ 


(1) 本 章 的 重点 放 在 现代 分 析 方 甸 . 术 供 尽 可 能 多 的 重要 的 
不 等 式 . 

(2) 涉 等 式 的 材料 比较 分 散 , 进 行 过 粗 的 分 类 (如 只 分 成 有 限 
形式 .无 限 形 式 各 积分 形式 ) 或 过 细 的 分 类 {和 如-- 二 个 不 等 式 就 成 
为 一 节 ), 部 会 最 得 混杂 和 索 乱 , 帮 试 图 和 作 一 个 比较 恰当 的 分 类 , 
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(3) 本 章 主要 篇 幅 用 于 各 种 不 等 式 的 描述 而 不 作 推 证 .但 是 ， 
也 介绍 能 引出 某 些 不 等 式 的 一 些 基 本 定理 (尽管 它们 本 身 并 不 是 
不 等 式 ) ,指出 一 些 重要 基本 不 等 式 的 背景 ,提示 一 些 不 等 式 推 证 
的 简单 线索 ,以 及 给 出 可 以 用 来 建立 某 些 不 等 式 的 方法 . 

(4) 在 叙述 方式 上 ,一 是 大 多 数 情 况 采 用 * 正 不 等 式 "的 方式 ， 
“ 正 不 等 式 "是 指 变 元 非 负 的 有 限 和 无 限 不 等 式 , 以 及 函数 非 负 的 
积分 不 等 式 , 这 类 不 等 式 通过 对 变 元 或 函数 取 绝 对 值 和 取 模 , 便 可 
适用 于 一 切实 值 和 复生 的 情形 ,因此 具有 一 般 性 . 例如 ,由 例 
(8.1. 1) 中 的 (1) 和 (3) 两 个 对 实 值 成 立 的 柯 西 不 等 式 推出 


[Zes (ә) О) ы. 
ваа | (лаа) |а leaz, 
在 这 里 ,zyy ГНН РТ 可 到 任何 12 IREE 
数 . 二 是 关于 假设 条 件 , 有 的 交代 清楚 ,有 的 加 以 省 略 , 对 一 些 重要 
的 基本 不 等 式 将 比较 严格 而 详细 地 说 明 其 成 立时 必需 具备 的 条 
件 ,但 有 些 则 不 作 具 体 的 说 明 ,这 是 因为 许多 情形 下 不 等 式 成 立 所 


需 具备 的 条 件 是 自明 的 . 比如 ,一 个 积分 不 等 式 要 成 立 ,其 所 含 的 
各 个 函数 总 要 满足 使 积分 有 意义 (在 在) 的 茶 些 条 件 . 


8.2 几 个 基本 不 等 式 
8.2.1 杨 不 等 式 


下 面 是 杨 (Young) 给 出 的 简单 而 有 用 的 不 等 式 . 
定理 8.2.1 ИЖ pgECCL0,co)) 严 格 单调 递增 ,p00) = 0, 
则 Y aeE [0,ee) 有 
añ < [козде + Гета, 
其 中 六 ' 是 8 的 反 函 数 ,等 号 仅 当 5 一 gla) 时 成 立 . 
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如 图 8.1 所 示 , 定 理 8. 2,1 有 了 明显 的 几何 解释 :ap 是 直线 
r=0,r=a,y=0,y= b HE JE ñ) ЖА, C ЖЕ 86 y = 


бх) ,直线 z—a,y=0 所 转 面 积 [pode SAR у = 9(z) ,直线 


r=0,y= b 所 图 面积 | y eda 之 和 . 


图 8.1 


定理 8. 2. 1 的 一 个 直接 推论 如 下 ， 
定理 8.2.2 在 定理 8. 2. 1 的 条 件 下 ,或 立 
ab < аф а) + Бф). 
Ж 8.2.2 比 定理 8.2. 1 要 莓 ,但 在 应 用 中 常 有 同样 的 效果 . 
选取 特殊 的 p 从 定理 8. 2. 1 可 得 出 一 些 有 意义 的 结果 . 


例 8.2.3 ig) а: + 1 =] , 则 依 定理 
8.2.1,VYa>06>0 有 


ҳа +Ë, 
P 14 
FER аг =b 时 成 立 . H iX 4 43628 ИД S H ШЕ К 


不 等 式 . 
例 8.2.4 设 gx) 一 log(1 十 +),4 六 1,5>>0. 这 时 内 要 在 定理 
8. 2. 1 中 用 a 一 1 代替 а, 819 
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аё =< a loga — а + e, 

8-05 b= loga 时 成 立 . ik T 3830 ТЕ ERA И Н 
用 . 

在 定理 8. 2. 1 中 ,如 果 利用 数 格子 点 (平面 上 具有 整数 坐标 的 
点 ) 的 个 数 来 代替 计算 面积 , 便 得 到 如 干 定理 . 

定理 8.2.5 ЖЕ p: Г0.со) В 严格 单调 递增 ,8(0)? 一 9， 
则 对 和 任何 整数 noaz 有 

mn 5561 Уе (01, 

其 中 记号 [r] 表 示 x 的 整数 部 分 . 

现在 给 出 两 个 更 广泛 的 包含 定理 8. 2. 1 的 定理 ， 

定理 8.2.6 Ü f€ C([0,oo (= 1,2,:" ,8) 非 负 且 严格 单 


调 递 增 ， Пло = 0, ДЕЕ е, 2 0G = 1,2660) 有 


[| Acay < У Пло аба), я>1, 
i= ?j=1 


i= 


等 号 仅 当 dd "dn 时 成 立 ， 
定理 8.2.7 设 gEC(L0,50)) 严 格 单调 递增 8060)==0, (i 
二 ] 200 ny X 


[eos z, 
则 对 任何 a 00 二 1,2,…,n) 有 
ы ЕЛСИ 
jes Ге 
等 号 仅 当 дуа) == добар) =" = д„(а„) ПЖ. 
在 定理 8.2.6 中 ,对 于 i 二 1,2, S ау. НШ a, tE 
Га) , 便 直接 得 出 定理 8.2,7. 进 ~- 步 ,如 果 今 
n = 2. g. (z) 一 PC gilr) = те Har), 
. 362 。 


容易 验证 
ETDE (2) — z, 


gar) = ас = gz'(g,(r)), Ф100) = z = gi gs 


这 时 ,从 定理 8. 2. 7 直接 得 出 定理 8. 2. 1. 
8.2.2 ”关于 积分 的 平均 值 不 等 式 


有 限 的 算术 平均 -几何 平均 不 等 式 的 一 般 形 式 为 
bua T Pay + бе + Был, 
Р ' 


(жїїт)? жр 


(8.1) 


Ж и ®б,р >0у 12.6 p= S1p ЖЕМДИ z H 
等 时 成 立 ， 

式 (8.1) 的 右 端 是 旭 权 平均 , 当 p;==10 一 1,2,…,n) 时 便 是 道 
党 的 算术 平均 , 式 (8. 1 的 堪 端 是 一 种 儿 何 平均 ,可 改写 成 


(ариет ун” = exp] Prlogx 十 plogi ter рок. | | 


这 样 等 式 左 端的 指数 部 分 也 是 加 权 半 均 . 

在 下 面 的 讨论 中 ,假设 2CE'( 或 EnD Т-Н Ж, А 
人 上 的 非 负 函 数 ,函数 5 ТЕ EREA R Ж weight 
function ), Ж ТЕП ЕРИ p 的 加 权 平 均 (weighted 


means) 是 指 


ЖАШ pende (8.2) 
п 


ЭХ! ИНӘ ЖЕШ И} (Lehesgue Ж, EE ETER MH 
ОСЕ (n 之 2) 时 还 是 重 积分 ,x 一 《rors…"r x,), КДЙ E БЕЛЕ 
应 式 (8. 1) 的 关于 积分 的 平均 值 不 等 式 . 

定理 8.2.8 设 式 (8.2) 为 有 限 值 , 则 
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exp | 


1 perlog odda 
| | pods 


| вО) Cr)dz 
g 


| рб)ах 
J 


等 号 仅 当 /=c (а.е. ) 时 成 立 , 基 在 几乎 处 处 (almost everywhere) 
意义 下 f=c 时 成 立 , 这 里 с 为 任 一 常数 . 更 一 般 地 ,对 任何 常数 
”>0, 下 述 不 等 式 当 石 端 为 有 限 值 时 便 能 成 立 : 

|| pcr)iogf yaz ЕЕ 


! pidr 
п 


等 号 促 当 =e (а.е. ) 时 成 立 . 

EEL GEER 8.2. 8 中 的 不 等 式 用 产 代替 /. 便 能 得 出 不 等 
(8.32. 

从 定理 8. 2. 8 可 得 到 一 个 推论 . 

定理 8.2.9 E fz ЖП ЕЕ Д.Ш КЖ 


КУ 


| plrydzr 
a 


Yi 


< | ‚ (8.3) 


ехр 


| poda 


上 ecoioggcCoadz 
| plx)dr 
й 


ехр + exp 


| pouw + gG))d> 
| pdz 

当 右 端 是 有 限 值 时 成 立 , 等 号 仅 当 右 端的 值 为 零 或 丽 数 与 g 成 
比例 时 成 立 ， 

RR Gg ГОЛ ЙИ proportional) 5 FEAR 
全 为 零 的 常数 4 与 ,使 得 在 0 上 至 多 除去 一 个 零 测 集 外 ( 即 几乎 
处 处 ) 能 成 立 等 式 Af = ид. 显然 , 零 函 数 与 任何 函数 成 比例 . 一 族 
《有 限 个 或 无 限 个 ) 函 数 称 为 成 比例 的 ,如 果 它 们 中 的 任何 两 个 都 
ЖШ. 
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< exp 


现在 再 给 出 几 个 有 关乎 均值 的 不 等 式 . 
定理 3.2. 10 者 0<<r<s, 则 不 等 式 


= И КО 
КЕ =< п 
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| Pld | | pende 
a L а 


当 右 端 为 有 限 租 时 成 立 , 等 号 权 当 Ге Ca. e ) 时 成 立 ， 
PERLI HS nA TENCE ,其 中 a,PER= 
Е Uie oe ГЕРА ТЕ{ПТЗЕҖК Ek pay, f ДР Rb at SF] ef 
PRH од ЕЙ PODS, N € las), 则 不 等 式 
[әл сая 


Ф 
! | pdx | pdr 
` Q А 4 


当 右 端 为 有 限 值 时 成 立 , 等 号 仅 当 /一 c (а. е. ) 时 成 立 . 
EAG. OPR gG) =: log t ETEA 


И [лока 
等 号 仅 当 f=c (а.е. ) 时 成 立 ， 
在 式 (8. OFRO = — log, R utu p E [pds =1, 
得 不 等 式 


= 


(8.4) 


< exp (8.5) 


екр| | tos faz] = f phax (8.6) 


8.2.3 ”关于 积分 的 赫 尔 德 不 等 式 
有 限 的 赫 尔 德 不 等 式 的 常用 形式 是 
Dry 1 Уш] "| улу”, (8.7) 
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其 中 хит. р> + 1 = 1.34 ре рзона 55 Ë 
(8.6) 8482 КИ К, pO ИЕЫ т, ус>0, 对 每 一 种 博 
АГАТЕ ТЕТТЕ ТЯ ЗА 
ЕШ az. 
这 里 用 到 满足 关系 
J l 1.0 
Бат а 
的 实数 РОЗ ДОХ РЕМО р 5 q ЛИЕШ. 
下 面 先 引 进 相 庶 于 式 (8. 7) 的 甘于 积分 的 赫 和 尔 德 不 等 式 . 仍 用 
PRR ED LATWE. 


定理 8.2.12 MTESA SELD € (D, 


则 
ШЕ 


f lelas = (|, |£ da | “| Í, E jdz| . 


等 号 仆 当 | 及 与 | 有 | 在 下 上 几乎 处 处 (a.e, ?成 比例 时 成 立 . 和 用 
了 (5 空 1) 室 间 的 范 数 ,上 述 不 等 式 可 简写 成 

Peha J Zl, к. (8.8) 
# Ор 8р0, Є 0), Н 0<5<П1Ю]| ze Lu, 
当 岂 < 时 j ELC, W 


[кше [| trae) лава" 


等 号 仅 当 |71* 与 |gl* 成 比例 或 fg 一 0(a.e. TRE. 
式 (8. 8) 是 积分 的 赫 饼 德 不 等 式 的 常用 形式 , 当 p=2 时 
4 一 2, 得 


lgi ТАА. 
或 ШАЛАШ КЛИ 
Е peldes || flde] if le! «|, (8.9) 


В А (Schwarz) PER. P PKS Ja R К k dp E Hp, 
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ЯЕ ЕТА. 
定理 8. 2,12 BJ ро 的 结论 是 如 下 更 为 一 般 的 定理 的 一 个 直 
接 推论 аса 时 的 结论 可 通过 归结 为 P> 1 的 情形 而 推出 . 
定理 8. 3.13 HAEL, p>0, i=1.2. n ME 
Уд = 1.00 
аа < 


маа маа аа. 
аяй 
(ле, Тл, 
жни Л ЛА. [A PRA ЖЕЕ ИЕНЕН ИН q 
立 . 


定理 8.2,12 与 定理 В. 2. 13 中 齿 滔 着 积分 存在 性 的 论断 ,其 
有 如 下 四 条 : 

GQ) p>1 SEL AD Є) gE N); 

(2) 0<>p<1:; fg, РЄ IF ELUD: 

(3) poe {fh EL AD |z ELD; 


JJ 上 工 一 
ШЕ 1. 


k. 
(4) дур 1. p>0: ELM, 1.8.08 
=I ТА falee fl € Т! (G). 
对 于 论断 (1) 一 (4) ,直接 形式 的 道 命 题 都 不 成 立 , 但 是 存在 某 
ЖЕРЕ E E. 卞 面 是 相应 于 论断 (1? 的 此 类 定理 ,有 颇 为 重要 
的 意义 ， 


定理 8. 2. 14 # >l 二 二 = 二 
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fg E BKD N g ELAD, 
则 SEL. 
从 定理 8.2.12 与 定理 8.2.15 可 得 出 一 个 充 要 条 件 . 


定理 8. 2. 15 # >L 4-1 
1 L 
[дс s ке | elir «К? Л, 
y z€ L| аа < 1, 


AKER 
А [72% Кеө | ла КЛАН, 
Уве 1700), |£ li s< L, 


8.2.4 关于 积分 的 闵可夫 斯 产 不 等 式 
ARAR RAE Minkowski PERE Д 


[Sa y < a] + E (8.10) 
=l i=l i=l 

其 中 ny0, p> 23 pL EON RLAR. 10) 有 相反 不 
FERREA ро 时 假设 ny0. 对 每 一 种 情形 ,等 号 仅 当 
Corie EE Oya ;Yar ,ys) 线 性 相关 (成 比例 ) 时 成 立 . 

式 (8.10) 是 常用 形式 , 先 引 进 与 它 相 应 的 关于 积分 的 济 可 夫 
斯 基 不 等 式 . 

E QC E! sË E arpe. 

定理 8.2.16 Жрт1, f,g€ L'((1 W 


17 P 


(J A+ elde) <i f siae)” + [| шш)”, 
或 者 写成 
|7 +1, IFN lal, C8.11) 


等 号 仅 当 子 与 多 (几乎 处 处 ?成 比例 时 成 立 , 车 рст СРУ" 
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ELD, HIFI X |g EL 0020.0] 
(ал+ р} а + {f elar)”. 
(8.12) 
FERRA IE ig LPR EA RA ро 且 不 等 式 
Ж (8. ІТ О ЕЕЕ LI 中 范 数 满足 的 三 角 不 等 式 , 关 
积分 的 闵可夫 斯 基 不 等 式 ,存在 着 包含 多 个 函数 的 更 一 般 形式 ， 
定理 8.2.17 Apl, GELU, i=1,2 2; 则 


1 


(Л + + = + faz] <| f isar” 
0 ! љ 
а ааа (ая), 
或 写成 
DA (8.13) 
等 号 促 当 万 , 户 ,大 (几乎 处 处 1 成 比例 时 成 立 . А 
Htet AD ПАРС, 2, он) 2), ЙН 
[[ OAH AlE e E Ade)” >| | A ae 
п п 


|” 


t [f Аче] [S Arae)” (вл 


FERULA o falon f ILF НЕЯ], З ро 
HR AS Ра, 

幸 尔 德 不 等 式 的 重要 应 用 之 一 ,就 是 用 来 证 明 闵可夫 斯 基 不 
等 式 . 从 (8. 8) 可 以 推出 (8. 11) 及 (8. 13). 

下 面 给 出 伴随 着 闵可夫 斯 基 不 等 式 的 几 个 不 等 式 ,为 了 叙述 
简便 些 ,假定 所 出 更 的 积分 都 有 意义 ,而 且 后 两 个 定理 只 限 王 讨论 
621 的 情形 . 一 般 地 说 , 当 p<1 时 不 等 式 反 号 . 
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定理 8.2.18 Ф p> 
[ОЛА +1А ра 


> [лл [dz + J idet + pda 
E Ор, 88 р<0 Н /2>0 ae) i=1,2, n, MJ 
[ЛЛ + fd 


<[ лч + | asa + f Alde, (815) 
жын f, f. ОЧРАСА АЬА ЖО 
ай. 

定理 8.2.19 若 5>1, 则 
[ae ааа) (ла) 
КИЕН 


等 号 仅 当 站 ,太太 (开平 处 处 ?成 比例 时 成 立 ， 
EH 8.2.20 Ü (= AXBCRXR,p2>1,MJ 


f, {], С, у) ЧИ <|! |f(z,y)|°dz ау, 
FERH S Em 
fCr,y) = pupa) WV бу) € 0. 
8.3 БЕД ЖА а 
8.3.1 СЕ. БЛ 


定义 8.3.1 设 了 是 区 间 ICCE' 上 定义 的 函数 . 如 果 成 立 ， 
FAx + A = Am) < АЛ(х) + (1 — A)f(z,), 
Улу, ETY AE 106.1), 


ША 
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则 称 f b E I LARDAN convex function), WR Г.Ж Ж ЗЕН] 
等 号 仅 当 局 二 x 时 成 立 , 则 称 为 在 了 上 的 严格 丁 函 数 Lstrictly 
convex function). 如 果 一 六 是 了 上 的 丁 画 数 或 严格 是 函数 , 则 分 别 
EERI EER concave funcion) sk Р UA #&(strict]y 
concave function). 

EFA T ET A E F ИЗ, ЇЙЇ. F ТЕРЕ МЇН, ИГИТ RA 
Зу. 


РЕЧ ЕЕ РАЕВ Н — 3 Ж. N I E 

113 ВНШ # ЭЛЕ В СЕЗЕ ЕРЕ, H 

也 使 它们 与 - 些 常 用 的 不 等 式 的 建立 和 推广 存在 善 育 宙 的 联系 . 
下 面 列 出 西 函 数 的 几 个 充分 必要 条 件 ， 


定理 8.3. 3 УЖ КЫ БОН УА = 1 的 任 
Ë Ak. À, ORY 


Л Уа) Алка), Yrren EL 


H833 ЄС). ПТО ЕЕ Т: 
DJAKA LEOR 


w |) see), Ymse 


定理 8.3.3 中 的 (2) 是 说 ,曲线 y= FC) BB — ЖКН Н 
在 曲线 的 上 方 或 在 曲线 了 ,这 可 作为 凸 函数 的 最 弱 形 式 的 定义 ， 
定理 & 3.4 SEKIER ШЕЛ {Б ЙТ. 
СЕЈ ҺИ ПИЖ; 
(2) 720, V z€ I. 
定理 3.3.5 Ж (x)>>0, V r€ I, 
M| / Ж] I ЕРЕ. 
о ЖОГ ЯКЫ АГНЕ 0 £ G ER g. 


ЖЕ ЖО РЕНЕ ЛЯ B| DI Н ЛУ КА] X E ДЛТ 
用 的 定理 . 下 面 的 定理 8. 3. 6 非常 类 似 于 定理 8.3.2. 
定理 8.3.6 了 是 区 间 (0,20) 上 的 单调 递减 溺 数 己 对 满足 


= = 1 的 任 音义 ,为 ,…, 加 实 0 成 立 
=) 


л Уа) Ула), Мудра, D> б. 


/ EMERE “ТЛ 了 单调 递 潜 时 取 
相反 的 不 等 式 . 
定理 8.3.7 若 了 是 区 间 (0,ce) 上 的 单调 递 城 函 数 , 则 成 立 


» Dafa) 
H Уа] Ee, V rr z, > 0. 


Ti 


了 严格 递减 日 n>) 时 上 述 不 等 式 取 严格 不 等 号 . Z R 
相反 的 不 等 式 , 
如 果 在 定理 8. 3. 2 中 将 条 件 УА 一 1 "去 挤 , 那 未 便 产 生 -一 


个 非常 具体 的 结论 
定理 8.3.3 对 于 任意 的 noterin >0 E À ka s A DSO 
成 立 


л Узі УАР) 
的 充分 必要 条 件 是 О 一 hx, EE. 
8. 3. 2 AROMEN- ERER 
先 看 一 个 简单 的 例子 . 考虑 函数 
fi(0,00) — R, f(z) = — ода, 
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由 于 PCD 一 点 >0,VYzE (9.56) OE 8. 3.5, f ДЕРЕ IS y BB 
数 ,利用 定理 8 3.2. 妈 可 得 出 有 限 的 算术 平均 :几何 平均 不 等 式 
(8.1). 

Юз. ETT ИА Б (ТУ БЕ ЖОН a 3: ЖП ЕК 
式 . 或 者 去 建立 新 的 不 等 式 ,一 个 在 一 定 条 人 忻 下 成 立 的 不 等 式 , 往 
往 是 某 个 定义 在 一 定 区 域 上 的 西 ( 若 ) 孙 数 的 蜗 {上 叮 ) 性 的 一 种 表现 
形式 . 当然 ,这 并 不 是 说 , 推 证 不 等 式 总 朗 去 半 找 某 个 凸 汶 数 为 出 
发 点 ;因为 建立 不 等 式 有 多 种 多 样 的 线索 , 

下 面 基 关于 凸 隧 数 的 一 个 一 般 结 论 ,可 用 以 得 出 具有 交错 符 
号 的 不 等 式 . 

定理 8.3.9 REKAO m БН 8, HÉ nn 
22,050. IDA BA 2 A 0 , BI] 


пе Ze DAJO + DD DAF) 


> Í Sie 1) Wril. 
特别 , 当 =: 2 一 ! НН А1 _ 
Son "feo z Ў 0 EAE (8.16) 
当 fO НАС 时 ， 
So оо) 2: Л Son ‘rn|, (8.17) 
例如 ， CD 一 Оң а> / ЖАШ. 于 是 由 式 (8. IDE 
= +++ рл 


' l,i ia 
zli= ttt L... - 1 
Е >з + + (— 1) тү? 
п? — (я = I 4 4 (— 1)" Jš 
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[n — (a l +36 4 (— 15! + 1]. 
现在 考虑 一 类 了 不等式. ЖЖЖ СВ, 9) 是 赫 尔 德 不 等 式 
《8. 8) 的 特殊 博 形 ,由 于 它 对 一 切 / ,gE rD R AEREE 
存在 能 对 一 切 / € 17(D 成 立 的 形 如 
(алаг) > K| [ера | le taz} 
的 不 等 式 ,其 中 天 >0 是 一 常数 . 但 是 ,如 果 fg 属于 2 (QWM: 
些 叫 函数 组 成 的 子 空间 ,此 类 不 等 式 可 以 成 立 . 
定理 8.3.10 设 / 与 是 区 间 [9,1] 上 的 四 函数 ,满足 条 件 ; 
Г.а = 1. реа. 


М0) = О) = 0, 00) = (1) = 0. 


m 
1 1 
вае > 本 
达到 极 小 值 二 仅 当 
У Зх. 0х1 0, х=й, 
f) = м е0) = 
T N z=]; F рц 
这 个 定理 可 以 推广 到 一 般 12 空间 . 
定理 8.3.11 设 了 与 是 区 间 [o,1] 上 的 上 四 函数 ,满足 条 件 
' dr = 1. [dx = 1 1 
ла, Ге p+ 
Қо) = 1) = 0, g(0) = g(1) = 0. 
则 


(p+ 10906 1" 
[zat > 6 


此 不 等 式 右 边 当 p 二 q=2 时 达 最 大 值 ， 
进一步 还 可 推广 到 多 维 情形 . 
"34. 


定理 8.3.12 ШЖ Fe EXER ACR O2 R Ri E 
如 下 条 件 : 

(1) AF Ар<0.У т; 

(2) /|la=zg|==0Ca30Q J Q ИШ); 


(3) [dz = Í az =]. 
B C: r PEANG (т, yE FR ОНА. А. 
Gily) = 7 


则 
| fedr 22 min бшш) (8.18) 
A МС, Саза) С, (y, y) 
HERMA RECETA mAT. 
我 们 再 给 出 关于 二 函数 的 两 个 不 等 式 ， 
定理 8.3.13 设 了 是 区 间 [a. 中 上 的 一 个 非 负 连续 的 蔬 范 
H PEETERS 
J= sa) Ра 
设 m ГОРЕ ЗЕ, ЗЕН 
Фб = Гоа. Y yE Гө]. 
Ш] 
去 | ods > gh fynda. 
定理 8. 3.13 是 法 瓦尔 (Favard 中 得 出 的 结果 ,他 给 出 了 取 等 号 
的 条 件 ,还 给 出 了 关于 多 直 画 数 的 相应 结果 . FB E B Bf 
(Berwald 对 定理 8. 3.13 的 推广 . 
ЖЕРЕ 8.3.14 EKN a p] EE — AAE E i g 
k. ЛОН DE RE g EARL. vi ЕЧ ЛАЗ HEE. y 是 
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充分 大 的 数 . 这 时 ,方程 


i r= 1 Г” ， 
工 | кузду = 5) pdz 


AHE -HEAR z— z. К m ERKEL z] LHA 83. Н.Ф 
goo = [mdgo v > € [0.2], 


AE А И CStieltjes ) 积 分 . 则 当 9% 与 / 有 相同 单亲 性 
в, 


= B 
+ | ооч» = z v: adz: (8.19) 
щ p5 SAREE, 
. „ 
1. асу < =! perdar (8.20) 


作为 定理 8. 3. 14 的 “个 应 用 ,到 

PW = y“, тбу) = Ву? "а, (у) = y, 0 < a < B. 
这 时 ,gp 与 m 33 y2>0 (АЈ 3 ЗН РЕ НЕ 8.3. 14 中 条 件 的 У 
可 得 


1 ep) < (z HP ifade)", <<< B. 


(8.21) 
特别 ,g==1,8=2 时 ,从 (8, 21) 8 


[fdr ag p [aoa (8.22; 

这 是 弗兰克 - 皮 克 (Frank-Pick ) 木 等 式 , 取 a= 1, B= p >> 1, А 
(8. 21) 得 法 瓦尔 的 不 等 式 
Б о? ч 


анон] а 
(8.23) 
还 可 推出 有 用 的 不 等 式 
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. 
— Лао E тах s (8.24) 


以 六 
exp i] inreda) > 2 Z= >, ods. (8.25) 

其 中 了 应 满足 定理 8 3 14 PARIR. 
8.3.3 ЖЖЖ, 

有 关 单 调 函 数 的 不 等 式 , 主 要 介绍 由 下 一 定理 给 出 的 斯 稀 共 
F (Steffensen) PER. 

定理 8.3.15 BER f EKE Labi ЕЗЕТ Н.Ж. 
Ж WS RL 28 


заб) El, РЄ [eb] 
w 
[поа овоа fod, z0 
其 中 
c= [gear. 


按照 推 证 式 (8. 26) 的 相同 方式 可 以 建立 许多 进一步 的 结果 . 
例如 ,斯 梯 芬 森 不 等 式 有 如 下 推广 . 

定理 8.3.16 设 函 数 /E€ Lt[a,5] 非 灸 且 单调 递减 ,函数 gE 
[a,5] 非 钠 且 满足 


Гез 1 
EP р2>1, ут=р/(р—1).Ш] 
1 fh ү” СЪ 
i frea <f fdt, (8.27) 


其 中 
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IC arl 
c =at 1 [zal] 


8.4 有 关 变 分 法 的 一 些 不 等 式 
8.4. 1 变 分 法 与 不 等 式 


第 6 章 中 介绍 了 变 分 法 . 其 中 最 简单 的 问题 是 ; 设 /起 定义 在 
DUD = {y € Cie bJist = yyh) = x) 
іб. 


7 
Ју = | Fiæz,ysy dz, 


ж у EDOD {E Jy 达 极 大 值 或 极 小 值 , 即 
Ју< Ју V y € DO, 
或 
Jyz Jy". V y € Dú). 
这 样 的 y" 必须 满足 欧 拉 方程 C6. 5), 即 
Æ dia 
rely] 
因此 ,如 果 对 于 上 其 体 的 下 ,由 欧 拉 方程 能 确定 解 y' 时 , 便 得 到 了 一 
个 积分 不 等 式 . 
例 8.4.1 设 


Jy= [yir ba = (y € CILJI = уб) = 0). 


这 时 欧 拉 方程 为 y"= 0. y a= r. h B TERG. 9), 
Y s€ ООҢ 


dy = 1] = КН i =< Гара = Ју, 
等 号 仅 当 у=1 即 y=y' 时 成 立 . 因此 y' 使， 达 极 小 ,得 不 等 式 
Е 1. 
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FEH убт) = НУ. 
在 这 个 简单 的 例子 中 ,我 们 获得 的 已 经 比 原 问题 要 求 的 更 多 ， 
习 为 所 得 到 的 不 等 式 对 任何 可 导 的 y( 或 者 说 у 是 个 积分 }) 均 成 


Wa 


变 分 法 的 概念 是 非常 有 用 的 . 但 是 ,利用 变 分 法 建立 积分 不 等 
式 时 受到 欧 拉 方程 的 求解 困难 ,、 解 的 存在 性 ,以 及 要 求 强 的 “光滑 
性 "条件 .推广 到 一 般 的 函数 类 相当 麻烦 等 因素 的 限制 . 

由 上 原因 , 变 分 法 可 以 运用 于 建 关 -~ 些 特殊 的 积分 不 等 式 , 而 
不 是 普遍 地 运用 于 各 种 积分 不 等 式 . 值得 指出 的 是 ,在 有 的 情况 
下 , 当 欧 拉 方 程 的 解 使 所 讨论 的 泛 函 达到 裤 值 时 ,所 得 的 不 等 式 可 
能 是 利用 别 的 方法 很 难得 到 的 结果 . 有 时 最 终结 果 不 能 利用 变 分 
法 来 获得 (证 明 ), 但 可 利用 变 分 法 来 帮助 发 更. 


84.2 包含 一 阶 导数 的 一 类 不 等 式 


给 出 利用 变 分 法 得 到 的 包含 一 阶 导 数 的 几 个 积分 不 等 式 , 先 
扯 述 -- 个 例外 情形 . 
定理 8.4.2 Fy € J/[0,oo),y(0)=0,] у || :天 0, 则 


|, | у" 一 2а => 0. 
LARRAZ WERE УСЗ ВА /其 饮 拉 方程 的 解 为 
уба) = vx la+ plnr), 
ЖА у ELO). 
ATHENE H ЕНШЕ ТЕ ЗАК. Т AAR 
HR. 
定理 8.4.3 2024. y ЄТ[0,1], у(0)=0, y(1)= 1, 


ee 


1 9° 
其 中 
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үү? 
;| 


, 
# 


а= [21 
4 
等 号 仅 当 убт) = rz 时 成 立 . 
定理 8.4.3 可 用 变 分 理论 来 证 明 . 在 证 明 过 程 中 可 以 推 草 
е-е oglan 
这 个 等 式 使 得 定理 8. 4.2 成 为 明显 的 绪论 ， 
MTER 8. 4. 3 的 证 明 , 还 得 到 一 个 更 MEPER. 
站 1 ,1 , S 
定理 8.4.4 #1. 7 lapar || 
у EL [0.11,5002=0,500=1,00 
СЕ 


КАЖ ЛЕ 


1 —— 
(é = (1 — 4)” 


sp АТЧА 10) +15 0 
Ë l/a 5 1 21898. 


8.43 ШЕЛЕК 


下 面 是 可 用 变 分 法 证 明 的 又 一 个 结论 . 
定理 & 4.5 若 决 为 一 正 偶数 ,y ELL] убоу=0,Ш 


! 1 |26. | f 
z4 RG T 
[> < — т! sin z] 


考虑 定理 8.4. 5 中 =1 的 情形 ,将 上 下 限 改变 ,可 得 


ya, 


o 


72 x z 
[ ydr <f y dr, (8. 28) 
9° 4 
等 号 仅 当 y=csinz(e 是 常数 ) 时 成 立 . 
事实 上 ,还 存在 着 关系 式 
[eo — y jdr = KS 一 усотт)Ф%@л. (8. 29) 
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这 使 式 (8. 28) 成 为 显而易见 . 
将 式 (8.29) 梢 加 修改 ,可 得 下 述 结 论 ， 
定理 $4.6 Fy ELLO] yS ya), 0] 


fr < [y 
等 号 仅 当 y 一 csinz 对 成 立 ， 
对 式 (8. 29) 作 另外 的 修改 ,可 得 漫延 杰 (CWirtinger) 给 出 的 一 
个 更 值得 注意 的 定理 . 
定理 8.4.7 车 是 周期 为 2r 的 函数 ,y EL, 21]. mH. 


f ydr = 0, 


则 
[yars f yar, (8.30) 

等 号 仅 当 y=acosz=--ÑBsinz 时 成 立 . 
3.4.4 ”包含 二 阶 导数 的 一 类 不 等 式 

考虑 积分 

Гаа [laz C raz 

之 间 的 关系 ,其 中 p> 对 于 p 一 2 的 情形 已 得 出 结果 

定理 # 4.8 设 y,yELC00,o0), 则 

е ee 
等 号 成 立 仅 当 
к 


аят 

y = ае sin| Ах sin = з]? 
其 中 与 4 是 任意 常数 . 

推 证 这 个 不 等 式 ,直接 利用 变 分 法 比较 麻烦 ,可 以 转换 为 推 证 
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下 述 定 理 ， 

定理 8.4.9 在 定理 8.4.8 的 假设 下 

Fo 一 > + утах 20 

等 号 成 立 的 条 件 与 定理 8. 4, 8 等 号 成 立 的 条 件 相同 ， 

利用 变 分 法 推 证 定理 8. 4. 9 较为 简单 些 . 

对 于 区 间 ( 一 coyeo) ,情况 有 较 大 的 不 同 . 

ЖЕ 8.4.10 уу o,o), 

(Г yda] 2 < r уа уа 

等 号 仅 当 y= 二 0(a.e.) 时 成 立 . 
.4.5 其 它 不 等 式 

定理 8.4.11 #500) =у01)=0, y EL [o1] w 


' у? і 
, [25% <| dx, 
FEMA усто. 

定理 8.4.12 ЖАБЕ. H 


y(— 1) 1. уб = 1. y'(— ]) = y (1) = 0. 
则 
1 4k ру 
СЕЈ > 
fon Сн ‹8.31) 
等 号 成 立 仅 当 


Y= a "7 о 
定理 8.4.13 设 y 在 [90,cc) 上 可 微 , 则 


44 — 1. 22 — 1 аа-а ЕЯ 


al уа [уе (500), 


等 号 仅 当 y=ae “HPR Z. 
-382° 


J. seana a. on 


定理 8.4.14 设 y 在 [0, 十 ce) 上 二 次 可 微 , 则 
Г O + 2y? t yde > Ža, 
等 号 仅 当 у=се rH. 
定理 8.4.15 着 p>1， тра 
у Є Jti oo oo), у Є L оо,оо), 


Ш 
f xis ae) {E rral”, 
等 号 仅 当 y=0 时 成 立 . 
定理 8.4.16 WICE 5—1, y € [6,00) 且 为 正 
函数 , 则 


= y 1 rT ry) А Ы 
|. 24 spilar a |. y'a], 
HHT EMSAN FIRA 


y= a,b > 0). 


ni 
(а + by!” 
9,24 = 2, —4 FÍ r= 
= ун з {н 12 
Í. 2385 < 1E ШЕ 


等 号 仅 当 ?一 ат = (а „БУНА ЗХ. 


8.5 与 矩阵 有 关 的 一 些 不 等 式 
8.5.1 正定 矩阵 的 一 些 不 等 式 


ЕЖЕ БЕ ЕТЖ НЕЖНАЯ Ж ЖАШИЛ. 用 (，，* ORR 
BEH C' FHAR, — 8 SERT ЖШ Е AS (а). AE ЁЗ 
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(positive definite) , 如果 二 次 型 
(Ах,х) = jap > 6 (8.32) 
„з= 


V x= Goreta) € Вх 0. 
— + R RRR E BE H = (л,) СЕЕ E S H, КОЙ h = 
jy) 称 为 正定 的 ,如 果 埃 尔 米 特 型 


(xx) = > ArT, > 0, (8. 33) 


V x = (z Z "s GCT 天 小. 

如 果 (8. 32) 中 的 二 次 型 或 (8. 33) 中 的 埃 尔 米 特 型 仅 为 非 负 , 即 对 
某 些 x 关 0 可 以 等 于 零 , 则 称 相 庶 的 矩阵 为 半 正 定 的 (positive 
semidefinite ) 或 非 负 定 的 Cnonnegative definite). 

在 我 们 的 讨论 中 ,有 时 限于 实 正定 矩阵 的 情形 ,实际 上 类 似 的 
结果 对 复 正定 矩阵 也 成 立 . 

下 面 -一 个 定理 给 出 了 正定 算 阵 的 基本 特征 ， 

定理 8. 5.1 EEAS (а), IE SESA 的 所 有 顺序 主子 式 天 
TF. 


дег, > OR = 1.2," n, 


这 里 
Qi Qz А 
ап üo 77° аһ 
Au = s k= 1,22, n, 


若干 有 关 结 果 依 赖 一 个 无 穷 积 分 的 求 值 定 理 ， 
定理 8.5,2 者 4 是 ? 阶 正定 矩阵 , 则 


[ e Oa dy ее dz) m 
к" detA y (deta y" 


аы 
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这 里 x= (т, Жа Za) dx = drida dan 
稍 作 加 工 , 可 得 进一步 的 结论 . 
定理 8.5.3 ZABE ЗН A 还 是 正定 的 , 则 


А 


Г пак = гаа Б у, ü= 7 0) 
其 中 平方 根 的 主 值 按 通 常理 解 . 
利用 定理 8. 5.2 和 定理 В. 5.3 即 可 推 证 下 面 的 定理 8. 5. 4— 
定理 8.5.8. 


定理 8.5.4 АУВЗУ ИЕ. Н а 是 正定 的 , 则 
|det(A 十 18) | > detA, 
等 导 仅 当中 一 0( 零 矩阵 ?时 成 立 ， 
定理 8. 5.5 若 4 与 召 是 实 正定 矩阵 , 则 
det[AA + (1 — 2287 22 (detd) (еВ)! š, y A€ [0,1]. 
定理 8.5.6 ЖА (a) E LEERE, 
detA, < (detA p) (detA, n)a 


其 中 
а„ а, r+1 a 
а, artie а 
А = +1 +11 iL А 1<r< s; <, 
а srel а, 
特别 


detA < ааба, 
ХР ЭШ X— (z)... ME ае 50, 1 ХАТ 是 正 
定 矩阵 . 这 时 ,对 XXT 应 用 定理 8.5. 6, 便 可 得 到 如 下 非常 著名 的 
不 等 式 ( 当 det 站 一 "时 它 也 适用 ). 
定理 8. 5.7( 阿 达 马 (Hadamard) 不 等 式 ) 车 于 = (2), 
EEEREN 
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|detx | < ПП Í 55) e 
TEBE :个 重要 的 结果 . 
定理 8. 5. 8( 沙 斯 (Szész) 不 等 式 ) 设 A= Cay) E EIE жр 


阵 , 用 P 表示 和 的 所 有 大 阶 主子 式 的 乘积 , 邵 


a 证 - а 
17 ü 1 
q. s, у, 
P= Il 
гу ЕЕ 
Gre, Brr, Фу, 


ду 

p Pp) >P >. pP РИ) >р, 
现在 给 出 与 定理 8. 5. 2 类 似 的 定理 ， 
定理 8.$.9 ЗНАЕ RKE, M 


L| was = gah 

Наху ооло), у=бур.у + Ya) 

有 了 定理 8. 5.9, 可 将 定理 8. 5. 3 一 定理 8.5. 8 中 关于 实 对 称 
矩阵 陈述 的 结论 推广 于 埃 尔 米 特 乍 隆 ， 

下 面 再 介绍 儿 个 不 等 式 . 

定理 8. 5.10( 伯 格 斯 曲 (Bergstrom}) 不 等 式 ) B AH BREE 
EEEE H A 5 B, 分 别 表示 及 与 器 删 去 第 i 行 和 第 i 列 后 的 年 
阵 , 则 


det(A +В) — detA _ detB 
det(A; + B) 7 detA, ` detB;' 
EE S. 5.11 а ува ИЕЛЕ ,С=ЛА-Е(1—4)В, 
ОАФ. 记号 An A A 删 去 前 /一 1 行 与 前 7 一 1 列 而 得 到 的 主子 
矩阵 ,记号 中 .与 C 仿 类似 意思 . 则 不 等 式 
©386+ 


(8. 352 


П ес, > [[ edera, decg. yu ®% (8.36) 


#1 j=l 


对 满足 条 件 


S20 j= 1,2,6 


的 任何 ”个 实数 到, 二 均 成 立 ， 
定理 8. 512 KER 4 是 正定 的 , 则 
(х,Ах}(у,А!у)у Z (x,y Y х,у € В" 
从 式 (8. 35) 可 直接 导出 式 (8. 36), 而 式 (8. 35) 又 是 定理 
8.5. 12 的 一 个 特殊 情形 . 对 后 一 论断 稍 作 说 明 , 这 会 有 利于 对 伯 格 
斯 曲 不 等 式 的 理解 . 事实 上 ,从 定理 8. 5. 12 可 推出 
(х,Ах) 


(ATY) 二 mi To Е", 
y У =" (х,у)? v y€ 
此 即 得 
Q. (A By) (SOA) l + (y. B у), V y € Е". 


(8.37) 
这 个 不 等 式 对 任何 实 正定 矩阵 А 57 B pR yr. 特别 ,在 式 (8. 37) 中 
Ж у=. @; 是 第 i 个 分 量 为 1 其 余 分 量 为 6 的 向 量 ,我 们 有 
《er (A + B) е) I (eA 16) + (e, B е). 
(8.38) 
注意 到 ,如 (e4 ео А :的 第 ; 个 对 角 元 素 ,而 二 依据 线性 代 
数 方程 组 解 的 克拉 上 软 (Cramer) 法 则 可 郑 
detA; 
detA’ 
因此 式 (8.38? 即 式 (8. 35) 中 的 不 等 式 ， 
ЁЁ В.5.13 若 4 是 = 阶 实 正 定 矩阵 , 则 
(detA)!” = mini (AB)/n, 
ЖР B EE B. 


ATE) = 
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实际 上 ,定理 8. 5.13 提供 了 一 个 可 以 使 用 的 不 等 式 . 
(detay S tr (AB) /n, (8.39) 

H+ A,B ЖЕ КЕРЕ. H det8 王 1 

定理 8.5.14 ЖАЗЕЛ ИЛЕН Г Ж.Ш 

Сает" + (detB)'” < [det(A + В)]°”. 

这 是 闵可夫 斯 基 的 一 个 林 等 式 , 它 直接 由 定理 8.5. 13 导出 . 
下 面 是 狗 斑 给 出 的 进一步 的 结果 . 

定理 8.5.15 设 4 与 BB 是 % 阶 正定 矩阵 ,记号 4 是 4 的 由 
їй k ТҮЙ k 列 形 威 的 主子 矩阵, 则 


detA | n) detB ve p г det(A + B> 0-0 
| Er] < det(4 + Ba); ` 


8.5.2 ”有 关 特 征 值 的 一 些 不 等 式 


设 4 是 = 阶 复 矩阵 ,我 们 将 用 АСА) (т=1,?, +.) Ж А А 
п 个 特征 值 ,用 444) 表 示 4 的 任 一 特征 值 ,4 的 谱 半 径 (spectral 
radius) 是 指 


P(A) = тах]А(А)|. 
值得 最 先 给 出 的 是 关于 特征 值 上 界 的 -~ 个 简单 不 等 式 . 
EHS 5.16 ЗА ЕЯ, | 是 任何 常用 的 矩阵 范 
数 , 则 


PA) < Al. 
ГАСА ПА, E= 1,8,6. 

实际 应 用 时 ,定理 В. 5. 16 给 出 的 整体 的 界 一 般 过 大 . 著名 的 
格 尔 施 戈 林 (Gersgorin) 定 理 给 出 了 和 矩 曙 特征 值 在 复 平面 上 较为 
局 部 化 的 分 布 区 域 . 

定理 8. 5. 17( 格 尔 施 戈 林 (Gersgorin ED 设 A= (а). 
EHER 
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D, = [ZE c|iZ —a,| < Уа}. L 2ye, 
j=1 


这 些 集合 都 是 复 平 面 上 的 圆 盘 , 称 为 烙 尔 施 龙 林 圆 鼻 或 简称 圆 盘 
(circular dise). 则 

аз (A)E 避 Dj 一 1424…on, 即 入 的 任 一 特征 值 必 落 在 革 
р; 

(2) ШЕ S 是 a 个 圆 盘 的 并 集 ,构成 复 平面 的 一 个 连通 域 ， 
且 与 其 余 = 一 严 个 圆 盘 均 不 相交 , 则 S 中 正好 包含 4 的 mx 个 特征 
Їй ИТЕ). 

定理 8. 5.17 中 的 人 1) 也 可 叙述 为 :对 于 任 一 大 (4) ,至 少 存在 
一 个 i, 使 得 


JACA) — aul < $) |а|. 


定理 & 5.17 的 一 个 修正 过 程 如 下 
定理 8. 5. 18( 维 金 生 CWilkinson) 定 理 ) 设 A= (wi),xs 是 复 
ERE, ocel, H [Rl át 


D=[Zec||Z—a,| «гез! lasl} 
j=l 
Гы 


与 所 有 圆 盘 


еса Ча — Уа}. 
= 
Jhi 


k= 12, n, k=: 
不 相交 . 则 五 恰好 包含 4 的 一 个 特征 入. 
应 用 定理 8. 5.17 可 得 出 另 一 个 结论 . 
ЖЕ 8.5.190 (Ку Fan) 定 理 ) 设 4= larh EAER, 
B b la| Y i j=12 
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TI B= (b)... 则 对 于 4 的 任 一 特征 值 A. СА) Ж p fF … 个 i 使 
得 


ALA) — a,| SPB) — Bb, 
Е осв) В 的 谱 半 径 ， 
奥 斯 特 党 夫 斯 基 对 定理 8 5, 17 作 了 一 个 推广 ,而 生还 给 出 了 
一 种 出 非 国 盘 几何 图 形 组 成 的 特征 值 的 分 布 区 域 . 
定理 8.5. 20( 商 斯 特 洛 夫 斯 基 (Ostrowski) 定 理 ) 设 4 一 
(а), п ЙҮ ЖЕР . ИЖ {Ж — ALADIE 
(1) ЖЕЕ a 0al зр 0 i 使 得 


AAD — a |< [> esli Уу) 
j= i=l 
ке 


рез 
(2) H n> 时 ,4(4) 必 落 在 所 有 集合 


L z Ç] 
(e€ c| а | — asl Уа Уа 1}, 
l aH 


1<¿<j=<x 


的 并 集 之 中 ， 
ЯРА 4 为 实 对 称 或 实 正定 的 情形 ,特征 值 都 是 实 的 ,将 
RE 


АСА) 2 АСА) 226 Z ACCA), 
ВТА (А) А BAKEA R k TEIE. 我 们 来 看 一 些 不 等 式 . 
定理 8.$.21( 柯 朗 - 费 希 尔 (Courant-Fischer) 定 理 } 设 4 是 
п ЭТЕ Ж.Ш 
АСА) = min max (x Ax), È= 1.2, n, 


lyl-1 del 
Isil лоо 


A LA) = max = 
! repr (0х) 
+= 
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(x Ax) 


АХА) = min ту i AA), 
因此 有 不 等 式 
‚ (X, AX) _. 四 
A (A) =< (с, ху АЧ, Vx€CR.,x=0 (8.40) 
由 (8. 40), 对 任何 实 对 称 矩 阵 4 及 非 负 定 矩阵 如 成 立 不 等 式 
ACA + Ву 22 АХА), k= lns (8.41) 


通常 ， pan 为 矩阵 A M RAI (Rayleigh quotient). 


定理 8.5.22 A 5B En ЖАУ ШЕ. 

(1) AKBISCACATB)— ASAB), ;=l,2,",mi 

(2) |¿(A+B)—XACAJ|SC [В l 21,26 

(3) | ACA+B)—ACA)|[, S ТАСВ) |, ABACA = 
ALAALA ACADIA (By. (A+ BY S ЖЕТУ. 

定理 8, 5. 22 可 用 来 估计 特征 值 的 摄 劲 ,表明 怎 阵 4 的 元 素 
的 小 变化 只 引起 4 的 特征 值 的 小 变化 ,因此 实 对 称 拖 阵 的 特征 值 
是 良 态 的 . 

定理 8. 5. 23 在 定理 8.5. 22 的 假设 下 , 若 4 与 吕 还 是 正定 
的 , 则 


(aca + во)" > асо" (Iæ 
ii т 


Ё = = 1. Reen 
定理 8. 5.24 设 4 是 = 阶 实 对 称 矩 阵 , 好 是 4 的 任 一 个 z 一 1 
阶 主子 矩阵 . 则 
АСА 2 А (Ву Z AA) 2 AU) 2. >À (B) D> А(А). 
下 面 引进 两 个 记号 , 设 А B n ERRER E 
Р.А) = AADA A) hi (AD. 
即 散 帮 个 最 小 特征 值 之 积 . 记 
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5,04) = А(А) + À. (A) + =. + A... (A), 
即 前 不 个 最 小 特征 值 之 和 ， 
定理 8. 5. 259%) ЖАНЕ n ИРАНИ. Но 
«аі. Ш ЖАА 
Р, («А + (1 一 OB) > [РАУ FP] 
和 
S, (eA + (1 — e)B) 2 а5,(А) + (1 — e)S,(B). 
定理 8. 5. 26( 柯 西 - 庞 如 莱 (Cauchy-Poincare) 定 理 ) 设 4 是 
n ЗЕ ЕЕ хх», Сен) е п 维 规范 正 交 向 量 组 , 且 以 
(x, Ах) HICA N ЕНЕ 
(х\,Ах,) QAX) + САХ) 
Е (x Àx.) Cx, Ax.) + (x, AX) 
(xy Ax.) C AX) ++ (x,,Ax,) 
则 А 
Аа (A) АСВ) ЖАСА), i= 1,26 (8.42) 
定理 8. 5.270 Б # АЛА ИБНЕ. Л] 


TRD = minl [Ах | {| УЧЕТ 
= =} 
бр kk lis ijj, 


Ë = 1,2,9, 
定理 8. 5. 280% ЫР) 19 A= Ca; ). „ДЕЗЕ КШ. 则 


k + 
УЈАКА) 一 max| Уу ауд) | |x | = 1, Gr) =, 
i=l i=] 

j= Lesk ¿Z j) 
* k 
Dha (A) = mind D Ах) | al = 1, (ax) = 0, 
i=l i=l 
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ij = 1,0500, LE k= 1.2," n. 
特别 ， 
DRO < Darn k= 1,2, n. 
i= pary 


定理 8.5.29 E A E n СИЕ Е.В EEH n Е 
PE WAHE — YB) {ЕТЕ АСА), Н 
AAD – АВ) S [А—В|;. 
此 外 , 若 | Ах— Ах lce Ж | е |11. MFE АСА). БЕ 
AAW — А < e. 
EES 5.30 БА Ен NEARER, НФ 
| Ах — А Se, 11. = 1. 
假定 对 某 个 了 有 
ЈА = АСА) 24220, i=j. 
则 对 应 于 ALAO ,存在 4 ВТЕ ВНЕ А а, ER 
|x a |70 + ya, 
这 里 7=s/q. 
定理 8. 5. 30 是 关于 特征 向 大 灵敏 度 的 一 个 后 验 估计 ， 它 的 一 
个 简单 推论 是 如 下 关于 特征 向 量 扰 动 的 结果 . 
定理 8.5.31 设 4 与 B 是 x 阶 实 对 称 短 阵 , 且 对 某 个 jy 有 
ТАСА) – АСА) [282 A~ B] i=j, 
У АСААВ), ЯА УВЕ u, 5 v tË 
得 
mr <7(1+ Z212, 
其 中 ?Y= || A~8 ||:/(8— А-В |). 
定理 8.5.32 ШАЖп ПЕНИЕ, ШИН |x ll, =1 
的 *, 记 ` 
À, = (x, Ax). 
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假定 存在 某 个 了 有 
l — А 9220. ; j. 
W 
[Ак = А] < zz/( — y, 

Жин y=e/d,s= | Ах—5ах || 2 

下 面 是 两 个 较 一 般 的 关于 特征 值 扰动 定理 . 

定理 8. 5.33 1 A=PDP н RRE, Е D=diagth， 
АЗА. Н В EE ЕЕ Е АСВ) TETE AI ACA, 
使 得 


12, A| < |P 'CA BYP |] ,. 
此 外 ,如 果 A y m EREE. Н 
D = (z€ Са A| < | PA — BP | ,) 
ЖА 
D = (z€ C| irha] [P KA — B)P |}. 2; 
艾 不 相交 ，, 则 D, ERA B pm 个 特征 值 . 
EH 8.5.34 15 А= РРР Е n MEER. НФ Р = йар (А 
A... A) В. 
| Ax — А |, е, Iz], =1 
其 中 x 是 给 定 的 . 则 
min |à =A gel Р, ПРП, 
在 定理 8.5.33 与 定理 8. 5. 34 中 , || + | ,是 矩阵 或 向 量 的 
Р-ро, 


8.5.3 正和 矩阵 的 几 个 不 等 式 
1 A= (а), Е. 如 果 
a OY ij = l2 n 


则 和 你 4 是非 负 矩 阵 (nonnegative matrix), ii fF A20. 如 果 
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ау 20. V rj = 1.2. n 

则 称 А 是 正 矩 隆 (positive matrix) . 记 作 A>0. 

HI п ЗЕЕВА 5 BURME ABO, ШЕ A28. 如 
果 满 足 4 一 下 >0, 则 记 作 А8. 

类 伺 地 ,可 以 说 非 负 向 量 与 正 向 量 ,并 分 别 记 作 x 之 0 x>. 
正和 矩阵 的 最 基本 定理 如 下 . 

定理 8. 5. 35( 佩 龙 (Perron) 定 理 ) iE n PER AD>, Ні 
半径 


0А) = А(А)| = max [4С4) |, 
ЖМ 2(4) 是 4 的 单 特征 值 , 即 
PLA) = АСА) > JALAJ, i= 2,6, 
且 对 应 于 P(4) 的 特征 向 量 是 一 正 沿 量 ， 
EERE À 的 P(4)? 可 以 表示 为 变 分 阿 题 的 解 , 这 种 考 示 可 方便 
地 导出 P(4) 的 某 些 基本 性 质 . 
定理 8. 5.36 设 4= (a). „ЖЕШ Ж.Ш 
PA) = max{à = 0]|J x Z= (0.Ax A? 
= птїп{А > 0|3 x > 0, Ay < Àx). 
也 可 以 写成 
Уа, 


二 " | 
— Ша ` p 
Ma» = mand imin š z 20 y 55l 


ma 
Г Уату | f | 
= aian max ias |= 20. Уау = 1. 
{зї ] 


上 比 结 果 是 由 几 位 学 者 独立 发 现 的 ,首先 出 现在 柯 拉 兹 
(СоПаі 9-39, ДАЗ 5 (Вагов ТЕ, 10 СУ агра 58 ЮХА) 
表示 成 更 精美 的 形式 . 

定理 8. 5.37 ЕАО, M 


”335， 


. (х.Ау)] | 
= jr се 0, ро = 1 
РСА) masl mio (х,у) |x 220, [хе 
_ сол) > _ | 
Е min| max, (zy [72 0 у 1а= 21. 


从 pk4)? 的 变 分 表达 式 可 以 很 直观 地 得 出 如 下 结论 ， 
定理 8. 5.38 设 А7>0 58220 RANEK, WJ 
pA + B) > pA). 
Ж А, ЖА НА — ТЕ A ESE ВЕ. 则 
р‹А,) < р(А). 
现在 引进 一 个 术语 . 如 果 AS (а, ).. JE Е, Н ИА ЯЕХ Н 
元 素 为 正 数 , 即 
a >0, WVijg= l 2er i=j. 
M| SK 4 是 输 人 -输出 矩阵 (input-output matrix). iX PE IF E E BE 
А-н. 
定理 38. 5.39 设 4 是 输入 -输出 矩阵 . 则 
(1) 4 具有 一 个 实 部 最 大 的 特征 值 ,而 且 此 特征 值 是 实 的 , 记 
fEr(A); 
《2) 相应 于 (4) 的 特征 向 量 是 正 的 ,而 且 在 可 以 相差 一 个 数 
乘 因子 的 意义 下 是 唯一 的 ; 
(3) r(4) 有 变 分 表示 形式 
Уау 


r(A) = marl min =! 
LARTA F; 


(4) 对 与 各 同 阶 的 任何 正 矩 阵 B f rC(A+B)2>r (А). 


8.6 与 微分 算 子 有 关 的 一 些 不 等 式 
8. 6. 1 一 阶 线 性 常 微分 算 子 


МИЯ Ер 
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w = ада + SU, ше 


的 解 为 
и = сехр (аса Ге | або } fedr. 
岛 此 立 如 得 出 一 个 基本 结果 ， 
定理 8.6.1 ERN u 在 [0,7"] 上 满足 线性 微分 方程 和 初始 


条 件 


= д0) = c, 


ЮЙ о ТЕГО] ЕЙ ЕКЕТ Л ЧЕК ЖЫН ЯЕ 


dv 
q 22 290% 200) = с, 


则 
va) Sut, V t € oT] 
下 面 几 个 结果 ,在 常 微分 方程 的 存在 性 .唯一 性 及 稳定 性 的 研 
究 中 有 重要 作用 ， 
定理 8. 6. 2071 (Bellman E) IZAR u 满足 
BOES: 中 luco |87, угЄ [4,2], 


其 中 ,8 是非 负 常数 , 则 
кау = Део, Y E [Ltt], (8. 43) 
定理 8. 6. 3( 格 隆 沃 尔 (Gronwall) 定 理 ) 设 非 负 连续 函数 4 
满足 
ua) = йа) 十 | @(г)н(т)йт, V 2 € [tti] 
В о, E|. t] E 893E f po, W 
ию < 800 + f аїт)8(т)ехр| Габа) ar. (8.44) 
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定理 8.f.4( 比 哈里 (Bihari) 定 理 ) 设 非 负 连续 函数 满足 
u 8 + 中 ulegla м5, V £ € [Аз], 


其 中 常数 a220 8220,0 Eion EIE TEEM, E EE SE DR SY 
E4 z2>0 BÍ eio WJ 


wt) co [eD + af vids], (8.45) 
这 里 


Gü) = f 4: u D> u, > 0, 


ng’ 
定理 8. 6.5628 Ж}  (1.апдепһор) ERD IE z= ler t, 
з 是 一 阶 微分 方程 组 
dz 


Де ^ Fix), TE а,б] 


的 解 , 其 中 每 个 = Elab] EA RERE СЕР, 
天) ,每 个 已 E atl 元 复 值 连续 两 数 ,而且 对 于 某 种 向 量 范 数 
l> с п + їй 

[Fei Eonar). V z€ [a,bJ,y € С, 
ЖШ v Elat] EE ESE К, е 是 连续 非 减 丽 数 日 当 /0 时 
(т) 0. M] 


[асо >© Чех | ste) il ) 一 [roas], Vr € [a]. 


(8.46) 
此 处 


н, 2 0, 


| pod 
бн) = ] ту 


Э (8. 45 E L. (В. 460414 F Ж. 
为 了 将 定理 8.6.1 ГУР ЕЕН. БЕШ ШӘ ШШ Т 
式 和 初始 条 件 
+ 398 = 


dx = 
T BAW, x(0) = е, 


RP А) ay re S Gri r GQ) o a G), 
„ЖЛ ЕТШ S x 以 问题 


Чу _ — 
а =AG)y, yM = е 


的 解 为 下 界 呢 ?定理 8. 6.1 А-В T PER) Ж.А £ 
维 情形 却 没 有 如 此 一 致 的 结论 ,但 是 当 4 是 常数 矩阵 时 有 以 下 定 
理 . 

定理 8.6.6 设 4= (av)eco 是 常数 矩阵 . 不等式 问 题 


dr 


dz 
关于 220 т}; ЖЕ r ННЯ 


dy _ 4, 一 
# = А» уС0) =c 


的 解 为 下 界 的 充分 必要 条 件 是 
a, Z 0G 5 j), В.а, AER. 


Z Ax, x(0) =с 


8-62 二 阶 及 高 阶 线性 常 微分 算 子 


定 埋 8.6.7 Ж 

(12 мр) —qG)u62>0, 10, 

(2) wtp —а(0т=0, t=0, 

(3) йй) >®0, 120, 

(4) #(0)=J(0), м'(0О)=®' (D), 
wi 

uG) 2200), тг 0, 

在 定理 8, 6. 7 НИЕ р) 二 0,Y ороо, B. ff. fE 

а2>0, а(а)=и(0)=0. 则 有 
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[к^ = фи) = — Га? + a) dt, 
申 此 立即 得 到 如 下 结果 ， 
定理 8.6.8 Ё 
(1) u" glut, OSa, 
(2) u(0)=ula)=0, 


(3) ІК + а)? ә) Z 0, 


ud 0, VC [0а]. 
利用 变 分 法 , 道 过 求解 由 
Ju = Ке = а + 2F Cu Jdt 

E S DJE ТЕ T (E ut 二 uta) 一 0 下 的 极 小 问题 ,可 产生 
下 述 论断 ， 

定理 8. 6.9 车 

(1) "ди РО). Ossa, 

(2) н(0) =а(а) 50, 

D а-а, d>0, V :€[0.aJ. 

(4) fG@ 20, РЄ [0.4], 


буо. УғЄ [0.а]. 
ща) =0 (Оа). EJE В. 6. 9 是 显然 的 . 如 果 g 不 满足 
03), 则 定理 8. 6. 9 不 一 定 成 立 . 
现在 考察 更 一 般 的 情形 . 设 世 是 = 阶 线性 常 微分 算 子 


d" а" 1 
Ім = q + ач) т P 2 au, BAD 


其 中 每 个 a 是 区 间 [0,T] 上 的 连续 苞 数 . ИЗ моа t 是 方程 
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Lau = 0 

的 个 线性 无 关 的 解 , S| X KRE MH 35 СУ гопвйштап ті 

u (t) и) se шй) 

ul (E) ule) 6 ti (t) 
W,G) = _. 
моу ао) | 
ШЖ WDS, V € [0,77], ¿= 1,2,--, n 1, WERCO. T] 
上 , 算 子 工 可 表示 为 


W, ar Wi, dl Wi алу | 
L= F A A ЖУЗУ, Бр! | (8.48) 
由 此 不 难 推出 下 面 的 定理 ， 


定理 8&.6. 19 不 等 式 
Lu 22: 0, 0= =< T, 
u(0) = а (0) = =+ = u” PCO) = 0, 
能 推出 
иц) 20, Ví €C [0,7] 
的 一 个 充分 条 件 是 方程 Lu= 0 存在 线性 无 关 的 解 ооо ен fE 
#W,0G)>0, V € [0,T], =1,2," n. 


8.6.3 广义 凸 性 


w EKHI , 旨 上 的 凸 冰 数 , 可 以 利用 微分 算 子 按 新 的 方式 来 
描述: 对 于 满足 a<<b< 的 任何 与 35 z, E u 是 边 值 问题 


Фи _ 
dz И 
| ED = wt), ult) = wa) 
的 解 , 则 
мб) иб). V€ [пу]. 
BR, ERR GEI асе ео Б Bb z З КЕЛЕЛЕ G wl) ) 
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ЭМ G wt DHAR HEERA n] E zF w BJ E Jr, Ж 
8.2. 


ун 


Шо? 

[ЇЇ w Beri А w0. 所 以 ,上 而 的 描述 是 将 凸 函 数 
的 概念 转换 成 研究 满 是 不 等 式 w" 宇 0 的 函数 与 洁 吓 方程 二 0 的 
卫 数 之 闻 的 关系 ， 

可 以 通过 椎 广 所 考虑 的 微分 算 子 来 推广 凸 性 概念 . 有 人 考虑 
过 一 阶 线性 微分 方程 

u” + ра) + atDu = 0. 
而 皮 克 苏 托 (Peixoro) 利 用 更 - 般 的 非 线性 微分 方程 
2 一 (8.49) 


并 给 出 下 面 的 结果 ， 

定理 8.6.41 记 旭 =(a,b)XEiXE', 假 定式 (8.49) 中 的 访 程 
上 其 有 如 下 性 质 ， 

(1) g 是 在 如 上 连续 的 三 元 函数 . 

(2) ЖТ ҤЕ Gorus d ЄЙ. (В. ADEK Ë ab) EFE 
满足 条 件 

HCE) = Hos lC) = ui 

ЕЩЕ — fE. 

(3) EE A G. ЄЙ. i=l, 2 式 (8.49) 存 在 满 
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是 条 件 
kG) = u = к= 1,2 
的 唯一 解 ， 
又 设 
(4) Са, в) u ERCA ЕТ ER Н.а) 
=n =] ,2. 


由 
Ww ын. YE [u ешт) rr) 
YEE (иф). 
定理 8.6.11 刻画 了 满足 不 等 式 


ш" т> p (t to.) (8.50) 
的 函数 与 满足 方程 (8, 49) 的 函数 之 加 的 关系 . 具体 地 说 ,在 定理 
8. 6. 11 中 的 条 件 (1) 一 (4 下 ,只 要 函数 z EKHE aA ERER 
(8. 50), 则 对 应 任何 aC о, СА 的 满足 式 (8.49) 及 ий) =w) 
(i 一 1,2) 的 ,实际 上 是 遂 过 点 Gi wa OE E G w DDA. 
HEKA nl EMF w 的 上 方 . 这样, 通常 的 凸 性 已 成 为 现在 肥 
g 恒 为 零 时 的 桂 例 . 因此 ,在 定理 8. 6. 11 中 的 条 件 (1)~(4) 的 意 
ХЛ ,可 以 说 满足 式 58. 50) 的 函数 z 是 县 有 广义 西 性 的 . 
进一步 研究 满足 不 等 式 
w Т> gE a w 
ВА MSIE E J 3E 
u = (Фин „ы! u tin ly 
的 函数 之 问 的 关系 , 可 得 结论 : 若 
ш (О) = (0) =c. Ë= O01,n 1. 
则 存在 -~ 个 区 间 [0,7], 使 得 
wt) Sul) V€ [0,7], 


ta- азу 
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8. 6. 4 二 阶 线性 偏 微分 英子 


推导 定理 В. 6. 9 的 方法 可 以 应 用 于 椭圆 型 方程 边 值 河 题 
Í ua 十 as 十 ar 一 zz € Q, 
1 а= 0. (ry) € 20. 
HF OC E2.a0 E О У. 
ECKA 本 ,其 定义 为 
Ju = || p + а2 — gu: + 2 fu |йхду, 
可 得 如 下 结论 ， 
定理 8.6.12 j A 是 斯 图 姆 - 刘 维 尔 (Sturm-Liouville ?方程 
边 值 器 题 
Í н. F tay t A= 0, (х,у) € 0, 
lu=0, (ry) Ean 
前 最 小 特征 值 . Ж 
qiz.) SA — d, 42200, (ш) (1, 


Bu 满足 
arr 二 yy Haira 2 0, (х,у) € O, 
I и б, (r,y) ЄӘП, 
则 
(х,у) < 0, V бу) € 0. 
现在 转向 抛物 型 算 子 ,最 简单 情形 的 一 个 结论 如 下 - 
定理 8. 6.13 若 二 元 函数 “满足 
u = м. OLE], 120, 
и(0,2) = (1,0) = 0, t—> 0, 
u(z,0) = gir), б< т<], 
且 令 


L.G) 一 [Caca Jde, n = 1,0,5, 
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HETI 是 关于 1220 的 单调 递减 函数 ， 

EHE 8.6. 13 可 推出 ， H max lucri MENART 1220 
也 是 单调 递减 的 . 为 了 证 明 这 个 性 质 , 可 以 利用 下 一 定理 . 

定理 8.6.14 #еЄСГа.Ь],!| 


四 lèa 
lim f [uen Jde} = тах |обх) | 


定理 8.6.15 # 

(D шы, *Fgq(mz tu 0<x<1, >D, 

(2) ибх».0)220, 0<x=<1, 

(3) 00,2) =и(1,2)=0, :í>0 

(4) IHE T > 0, fE da KAT T 的 常数 RTO CJE. 
负 ) ,使 得 

girt) SRT), OSK 0<çí< T, 
则 
их,1) 2:0, YrE (0,1). ғ 0, 

下 面 是 温 德 洛 夫 (Wendroff) 的 几 个 不 等 式 ,它们 是 前 面 式 
(8.43)— (8. 45) 类 型 定理 的 一 些 推广 ， 

定理 8.6.16 Ж 


ulay) < c + 门 pepneoardr 
EP с®0.и о RENAS, W 
и(х„у) < сехр ШЕТ 
定理 8.6.17 Ж 
ибт,у) Ç at) + bO) + [тоне sdrds, 


Epa ур, E ПЕ ay ERRI u 5 o 是 
EARM 
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и\т.у) < о з оо аа р [тель 


定理 8.6.18 3 
uay S< c + "| G.) + аиса, 
MJ 
ulr y) SÇ cexp(az + Ву + айту). 

定理 8.6.19 Ж 

ulay) Kale) + b(y) + af uts, y)ds + 时 wersads， 
则 

[ao + воо) + fe CDexp( 一 ñs)as | 
абу) < a (Q) + 600) 


x [асо + (0) + fe CDexp( 一 азд |exptez + By + айту). 


8.6.5 ДЕЕ 


定理 8. 6. 20 (28 A (Sz-Nagy) E) J SRELE”, 
=) БЮ, НАРТ a>0 УЯ 之 1, 存 在 下 列 两 个 积分 : 
J. = f 742, K, = Г. (P |da, 
则 下 式 成 立 
max |/fum)| =< | | зотон, 
AH 1+ (р о/р. 而且, 对 任何 52>>0， 
J. < Е r Р 1 Гл АГАСИ 


2107 p 
这 里 ， 
(ato) TO 二 ww 二 v) 
Hiu) = 一 -一 元 L 
чат) и POR Or + z) 
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pasanan о а amat ышат ме. 


定理 8& 6. 21-Е/КЖ Carlson ИЮ Жу ЕЧЕН 
在 下 列 两 个 积分 


J aya, [ roa, 
则 下 式 成 立 
= = N 1⁄4 {= _ PEETI 
i! g (dr < af [е f [шо] | . 
在 定理 8.6.20 中 , 取 了 为 


/(х) 一 i p= a= 2, 


便 可 推出 定理 8. б. 21. 

定理 8. 6. 21 可 以 得 到 较 大 的 推广 ,一 般 的 问题 是 ;已 知 积分 
Гоа оаа 存在 ,和 用 它们 来 确定 | fdz 的 一 个 界 ,这 
里 是 非 负 函 数 . 下 面 是 一 般 的 结果 . | 

定理 8.6.22 若 了 是 非 负 函数 , 且 20. 0<А р 1.0 
AP<c9 十 1, 则 


А РАЧА А 


а) 


А . `. А 
КоА з? АГ" С) ant P de, 


EF K {КЖ pgd a / ЖЖ. 
А н 


ip+ lq +1 


tp DD 
| 
T 


ч БИЛ А 
Kips A D = ССР 户 十 1] 


C, = ета а Dd 


， pe i pp Teo 
C, = | x t| 1+ | dr 
l 
r. 2 тч" н 
атра | r=" [н үк» 
kiuu) = | _ Е | | 
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定理 8. 6. 22 的 推导 ,可 先 利 用 赫 尔 德 不 等 式 ,然后 再 应 用 下 


定理 8.6.23 Ë vd>u>0, а,б„е>0.Ң, 
by" SÇ e ar, WV r> 0, 
则 
c" "a > kluni, 
ДС 10) Снос) JEE 8. 6. 22 中 的 相同 ， 
我 们 知道 , 若 udc E 
хус фах, Yro 
出 
b? дис. 
定理 8. 6. 23 正 是 这 个 显著 事实 的 一 个 推广 . 


8.66 联系 函数 及 其 导数 的 不 等 式 


首先 介绍 关于 函数 及 其 导数 所 属 函数 类 的 几 个 结论 . 申 它们 
能 产生 不 等 式 . 

最 先是 关于 ww 和 "的 一 个 结论 ， 

定理 8.6.24 #061 (0. ND Spww, "€ Eo, 
жо)), ис, moemaxi pert, к EL" (00)). 

# p= fE a co ооу | xl. = max |u |< 
соо. 定理 8. 6. 24 的 两 种 最 令 人 感 兴趣 的 情形 是 реге тсс, 
р=г=т=?. 

下 面 是 更 一 般 的 关于 nu H uak > — А, E 
对 定理 8. 6. 24 的 -一 个 推广 . 

E8625 ФиС, а, p. r1,n2>1, тутах р, 
кү uP EL R=, ne 1. 

定理 8.6.24 的 另 一 个 推广 ， 

定理 8.6.26 £ 
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a 


(1) "da би taolu E, 
(2) «Є17, 
(3) |a], 1600 [6с os, 220. 
(4) mmax{p,r}, 
Шанг ЄТ”. 
MAKER 


diere Hu] = ети" нш) (8.51) 


ЗВАНЕ EAR EBE 8. 6. 24 一 定理 8. 6. 26 可 获得 实际 的 
不 等 式 , 若 z 满足 定理 8. 6. 24 的 假设 , 则 从 式 (8. 51) 可 得 关系 式 


w = — и — ef e[u" — u ds. 


А 


因此 得 不 等 式 
max | | = 2 max lef + max [а"]. (8. 52) 
用 мо) SORE w(t) ,得 另 一 本 等 式 
r тах |а | 2 max |z] + r! max |ы", V r> 0, 
Гена бжи<ез беер 


(8.53) 


НЕ ЖЕРЕ 8. 6. 23 ,又 得 不 等 式 
[ тах |а' рё 8( max lu [) { max а"). (8. 54) 

以 上 三 个 不 等 式 也 可 用 范 数 |， 上 ,来 表达 ， 

类 似 地 ,可 以 得 到 联系 | erar f Julide +] "гй t 
不 等 式 
下 面 再 写 出 丙 个 结果 . 
定理 8.6,27 若 
(D 80) =u(tt 2x), 
(2) usw as pu 绝对 连续 ， 


(3) Гоа = 0, 
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则 


max |w (| < a, max іс |. 
DAS pm WT 


其 中 14 ;是 规定 如 下 的 序列 : 


此 结果 在 如 紫 意 义 下 是 最 好 的 , 即 对 任何 大 .存在 使 等 寻 成 立 的 垃 
Жи. 

ЖЕ 86.28 Яг 

(1) «Оа (2102), 

(2) ulen PEE: 

(3) #0 是 [0,2mJ 中 一 函数 的 积分 ; 


со бас = 0. 


u (ye: < af Га суе 
这 里 的 & 与 定理 8.6.27 中 的 相同 . 
定理 8. 6. 28 中 的 不 等 式 可 写成 
ишке) а [f inora)", 
ЖЖ r— os BAJ B BTS EEE 8. 6. 27 中 的 不 等 式 . 
8.6.7 离散 情形 
定理 8.6, 29 设 等 迎 多 边 形 具 有 半 菜 过 ,面积 为 4, 周 长 为 
L. 
L: => 
等 号 仅 对 正 多 边 形成 立 , 
这 是 离散 情形 的 一 个 最 初 的 结果 ,是 布 拉 施 凯 (Blaschke ) 给 
<410> 


dn tan 工 |4， 
"| 


ШЕ. 
定理 8.6.30 iriri yz 是 nn 个 实数 ,zx 一 0, 则 


Хх __, z ор т NV. 
> Q Zi Z Asin 2(2n — ПР 


ЕСУ DALEE 


其 中 是 任 一 常数 . 
定理 8.6.31 лт," sr, En TER, H r= хы =0. 
HJ 


Уш — 2а + дуа) 22 16sin: CEST, Уа, 
等 导 成 立 仅 当 
ñ ті 
T: = cšin "ara Т’ 
定理 8.6.30 与 定理 8. 6.31 分 别 是 关于 一 阶 差分 与 二 阶 差分 
的 不 等 式 , 可 以 归结 为 有 关 的 变 分 问题 加 以 推 证 - 但 也 可 从 二 次 型 
的 观点 去 进行 考察 ， 
定理 B.6.32 rore or, En TAR. ER 
Уа = Q. 


i=l 


i= 1,22, n. 


则 对 任何 正 整数 * 有 
Siar аб Eja nat 
+j 
Yin S< [шс Уау 3 t аыл, 
Ж z=x., х=, Hawt, a=, 


以 上 两 个 不 等 式 在 各 自 的 形式 下 是 最 好 的 结果 , 即 对 任何 7, 存 在 
“411 


7с —— eee 


使 等 号 成 立 的 з озон одо 

定理 8.6.33 $F ri. Tis Tn Ж anD ЭПИ, E TAA 
个 条 件 下 变化 : 

(1) Уа = 0, 

(2) тах |= |=1, 
HES Za =r M] 

max |z, — Tl 

的 万 小 值 如 下 : 
за BRAN L пах |z — | 5 
щл а У-у} maxlz — z a| S aT, 

以 上 两 个 定理 是 前 面 某 些 结果 的 离散 情形 . 定理 8. 6. 32 类 似 
于 定理 8. 6. 28, 定 理 8. 6. 33 类 似 于 定理 8. 6. 27. 

离散 情形 的 结论 与 常 微分 方程 及 偏 微分 方程 的 数值 求解 有 重 
要 关系 . 


8.7 其 它 不 等 式 
8.71 从 多 线性 型 到 积分 的 类 似 情形 


ЖШ вон) н TEAL ES t 均 为 实 或 
复 变 元 , 记 
> Qa ЖЫ ez, (8.55) 


其 中 系数 ms 可 以 是 实数 或 复数 , 则 称 式 (8. 55) 为 n 线性 型 

(n linear form), 4 п= 1,2 时 , 称 为 线性 型 dinear form), 双 线性 

型 (pilinear form). 通常 ,统称 4 之 3 的 情形 为 和 甸 线 性 型 Cmultili 
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near form). 式 (8, 55) 中 可 以 只 有 有 限 个 系数 不 为 零 ,这 时 便 成 为 
有 限 各 的 情形 . 

关于 双 线 性 型 和 多 线 性 型 的 不 等 式 可 以 作为 一 个 专门 的 课 
题 ,不 在 此 介绍 . 在 本 章 中 将 涉及 的 双 线 性 型 或 多 线性 型 的 一 些 结 
论 , 均 具有 积分 的 类 仆 情 形 ， 

定理 8.7,1 PADOS, А-1, (rr. Sy d 为 
非 负 序列 , 且 


За 


(Хеге! DD 
等 号 成 立 仅 当 所 有 的 z, 为 零 ,或 所 有 的 y 为 零 ,或 所 有 的 z, 中 只 
有 一 个 和 所 有 的 y 中 只 有 一 个 不 为 零 
这 个 定理 可 以 推广 . 
定理 8.7.2 А20, k= 1 
(È = 1,2,"- m) EI RIFIN, E 


> дїнд, 


1-а 


则 


КАУ А 


| > wr | 
< а = ' 去 L ki 
Ш Ў) ано x] 


等 号 成 立 仅 当 有 一 序列 之 元 素 皆 为 零 ,或 每 一 序列 中 仅 有 一 个 元 
EFIE. 
定理 8.7.3 {a)-e ЕА, H 


e= D atya 


hiteti =n 
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等 号 成 立 仅 当 所 有 о 至 多 有 一 个 不 为 零 . 
ЖЕЕ ЖЕ 8.7. 1— 8 B 8.7.3 的 积分 的 类 似 情 形 
定理 8.7.4 车 40, p0, А1: faz REMAK. Н 


Аба) = { eye ~ Ddi. 
则 | 
(| ла < | [за] заз Я 
等 号 仅 当 78 z ЗЕ М. 
定理 8.7.5 ADO, p>0, 4 十 p<1, 了 fg REMAR H 
hlr} = [rose — 00, 
W | 


[az = Ws а g “dr, 
等 号 仅 当 上 或 & 为 李 时 成 立 . 
定理 8.7.6 К>? HEER JERR Н. 
s= | ооо Ó 


X f(z an, — dd бду, 


r Фах < i ила". 
定理 8.7.7 3 k>2 ут AERAN H. 
ж) 一 | анса O 


X Fir — z, — ra з — ху уут 
其 中 积分 区 域 
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Ca 


t- 


1 
0 = [Gn zi) € E |z Z 0, D Iz < z). 


WI I 
Ге (лаг (в. 56) 
定理 8.7.8 ЖА>2 5) ЕЕ, / ЖЕРДД 2л AI A 
ж.а 


1 Гл 3 ' . 
un = руз] | Cafe foe) 


X Fle zr — zí — ++ — ту ()dzidz edzes 


1 f" 1 fr Hd 2-1 
Fleas af ` 


87.2 项 尔 伯 特 不 等 式 及 其 推广 和 应 用 


现在 给 出 关于 重要 的 双 线 性 型 


ҳа Amin 
Z mtn 
的 一 个 不 等 式 及 其 积分 的 类 似 情 形 , k TAM АРЕ ЖЕ Ж RAE 
Hilbert 首先 加 以 研究 的 , 它 是 本 节 后 面 结论 的 起 源 ， 
定理 8.7.9 р>], dtia, jahin EL 和 {bh} E 
12 是 非 负 座 列 , 且 


PaSA, У <, 


m= а] 


= 


Ул ambr — f _ AUR 
22 а S тву 8, 


除非 所 有 a, 皆 为 零工 所 有 b. EIF. 


定理 8.7.10 #p>l, 
LOEFAH 
Í frdr < F, [edy < G, 


111 = 
—+—=1, L*(0,.2e gE 
pt 1, ДЄ 和 g 


则 


ofo /foz)g(y) x ИТ ЫЛ 
| © Ty dedy < {туру с, 


除非 /=0 Ж д==0. 
定理 8. 7.9 与 定理 8. 7. 10 中 的 常数 -一 一 
р=ч =? 时 的 定理 8. 7.9 就 是 所 谓 希 尔 伯 特 二 量 级 数 定理 ， 


下 面 是 关于 一 类 较为 广泛 的 双 线 性 型 的 一 个 结论 ,从 它 能 导 
出 定理 8. 7.9. 


map Š 党 为 可 能 最 好 


定理 8.7.11 若 p>1， үр! Ка € 12 ИУ 


ЄІ 是非 负 序 列 , 玉 是 二 жий. 具有 如 下 性 项 ， 

(1) K 为 非 负 ,. 且 为 一 1 次 齐 次 式 ; 

(2) [ктт = [Kaysa = 

(8) 在 (2) 中 的 两 个 被 积 函 数 均 为 严格 递减 , 或 者 ,条 件 更 弱 
些 ,，(2) 中 的 两 个 被 积 函 数 在 区 间 (1,se) 上 为 严格 递减 ,而 区 间 
со, 可 分 成 两 部 分 : (О. ЯП СЕ, 1) 其 中 看 一 个 可 以 为 空 集 ,在 
(0.2) 上 函数 为 严格 递减 .在 位,1) 上 函数 为 严格 递增 ; 

(4) 当天 (zz) 无 意义 时 ,规定 玫 (zzr) 一 小 


则 


SI Кошул}а„б, < (Dan Da) М (8,57) 


等 号 成 立 仅 当 所 有 a, ЭРЕЗЕГЕ b, EHE 
“416 


салва e aa 


m B. 
5i S KG, ma, ]” «Уай, (8.58) 


"=I m=1 m=1 


等 号 仅 当 所 有 а, EAER Зл (ДН 


Si Уон, < F 5188, (8.59) 
m=] 


m=l веі 


等 号 仅 当 所 有 b, 皆 为 零 时 成 立 ， 
在 上 述 式 中 ,作为 结论 的 三 个 不 等 式 实际 上 是 等 价 的 . 在 最 为 
重要 的 应 用 中 , 取 下 为 


N 


К(т,у) = — 


r+ y’ 
即 得 定理 8. 7. 9. 这 时 ,能 满足 (3) 中 的 较 强 条 件 . 
如 果 取 下 为 
天 (zyy) = 1 0 <а< 1), 


(x+ у)! "|z у“ 
ШИЕ (G) h 59035 29. ТАЕНЕ А ЕСА) {ЕНЕН 
的 对 (ms:m} 从 求 和 中 去 掉 、 

存在 相应 于 定理 8.7.11 的 积分 木 等 式 . 

定理 8.7.12 #р>1, r= FELO, со) z € 
І7(0,оо) Е.К 是 非 负 的 二 元 一 1 次 齐 次 函数 ,是 

[казата = [казна = А, 
ДІ 
F | Козу) g dzdy < k| [Paz] “| N кч) и 
(8.60) 
акон <=. 


ER NR. BID LAS ОҢ FK M 35; 
:417。 


Га 03 g = 0; f =0; g = 0 


在 式 (8. 60) EER Kir, >= J ИЧЕ 8. 7.10. 


接着 是 关于 式 (8& 57) 55 (8. ME. ЖЕРШ AEM, 2 
定理 8.7. 11 Kumar „ижи Ели SER. 
-PER mitra e ЖИЫН НИН. 


定理 g.7.13 # э» tie, {anhi EI f) € 


是 韭 负 序列 ,KK 是 二 元 严格 递减 函数 ,日 满足 定理 8.7. 11 中 之 
茶 件 (1) 与 (2); 又 设 

An = A AT ФА, А20, т 1,0,5, 

M, == ++“ + a Ш> 0, п = 1.2... 


EKA МА аа b, < b| Уа" Ун", 


ПРЕ) 


(8. 61) 
HPL ERKO. у) = 17е y), W 


Ар? i А 
> А„ + M,” hS < sas (Xas) p 


在 丙种 情形 下 ， 仅 当 所 有 a, KITEA 1, ЕТТИ 
式 (8. 50Р ЕБ Л. =, М, =n 也 是 式 (8.59) 的 一 个 特 
殊 情形 . 
定理 8.7.14 若 p>1, iSl 2n, Уліта, 


оа), G = 1.2, n) BEMAR., KEEN n -ntl 次 齐 次 函 
数 ; 且 


ff К,аз, ag Peery hda edr, = k, 
Ф 


mY 
418. 


1 


[E TK Ganto эл, Ул, РС) f. (r dz dz, dz, 


Safran ра) 


116,1 ' 
KO Te RIA тту Pasa a, 


Калу, TT Ua as, tb, 


— A Lp, - 
K(x res lr бл masr" 


确定 的 熙 数 均 为 严格 递减 画 数 , la E Ln i=1,2,-: 


`: У. СУК Onm өт, jan e 12. а? 


тү-! mi =l aa 一 1 


<А) Sn an | ` agp a 15 |”, 


m= = = = 


定理 8. 7.9 有 一 тне. 


Р, 
‚ (8,62) 


sm. 刚 


定理 8. 7.15 ж, 方 十 二 一 1 laali € L А € 


Te 是 非 负 序列 , 则 
= a,b, л = or ; 
ян р iiep 2061 206 


mazo 


үне 
|". 


作为 定理 8.7.9 与 定理 8.7.10 的 应 用 ,可 得 出 下 述 两 个 结 


ж. 
定理 8.7.16 ЖО /E17:(0,1) 是 非 零 实 匡 数 , 记 


а, = [= roo, n = 0.1,2,---, 


则 
Sa < af сойз, 
这 里 常数 x 是 可 能 最 好 的 . 
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定理 & 7.17 设 {a,} 汪 ,是 非 鲍 序 
ALI) = Xa, осе. 


с, ñ (m Hn)! a, Q, 
X e <> minl 27? 
f Arde < N (е АТ (z) tz, 

0 ° 


8.7.3 哈代 不 等 式 及 其 类 似 情形 


为 了 简化 希 尔 伯 特 不 等 式 原 先 的 证 明 , 顺 带 发 现 了 级 数 ( 离 
散 ) 型 及 其 相应 的 积分 型 的 两 个 定理 ,它们 是 由 哈代 (CHardy) 首 先 
证 明 的 ， 
定理 8.7.18 设 р>1,Н 
A., =a, +a + - +a, a, 22 0, пт = 1,2... 
则 
У ЫР De 
等 号 仅 当 所 有 a, FHER 
定理 8.7.19 ik p>l, JEL (0,5), H 
во) = й, /ш)ур>0, Y zE (0,99), 
MI 
аа [p] f өле. 
等 号 仅 当 .FE 0 时 成 立 . 
定理 8. 7. 18 与 定理 8. 7. 19 有 许多 类 似 情形 和 推广 . 先 看 几 
个 积分 不 等 式 ,它们 能 从 式 (8. 60) 用 “种 简单 一 致 的 方法 导出 . 


Ез (В. 60) 中 , 取 
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"aaa Ean. a sos 2 


1 
=, r= ys 
rw = > 
0, +> y. 
于 是 


k= кал Vedr = [|> vede Р, 
° ° 


#—1 
这 时 得 出 直面 的 结论 ， 
定理 8.7.20 1їр>1,Н 


воо = | raya, ay 20, V =€ 0.99), 


Г Ех < к {rAdr, 
等 号 仅 当 /==0 时 成 立 . 
ERB. 60) 中 , 取 


1 (у= x) 
Kúr,y) - re y ТС” 
0. тру» 


E+ е>0,г алон. 于 是 


-i [Í -idr = 
k ro | М1 — zY dz 


这 时 得 出 下 面 的 结论 . 
定理 8.7.21 15201. r>0, B 


2l fea . 
Аш) 一 а гут (Эа, а) 20, WV r€ (0,00), 
则 
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бороз 
| i-t | 
Па о | Гс) рах, 
oo A _ 1 o 
| [r+] zl 
等 号 仅 当 /=0 时 成 立 . 设 
fr) = гез] (Od Р) 20, V z€ (буо) 


ill 
1 
r [г] | 
Ийт |— 2] | (Syda 
- Fr 十 | 
等 号 仅 当 f==0 时 成 立 ， 
在 式 (8. 60) 中 , 取 
fy - = А 
Kiry) - | = TSY 
о, r> у, 


其 中 атир. TE 


_ me l Ё 
a= |2 rdr = ав" 
这 时 得 出 店面 的 结论 . 
定理 8.7.22 р>], н], f 是 非 负 函数 , 旦 定义 函数 请 

如 下 : 

Fu) = [raya m r> р, 

FO) = [Голов H r< 108, 
由 


e r e bb 
т т=п | z "Oa. x, „6: 
[ae | жоош, ав 


等 号 仅 当 /=0 时 成 立 . 
现在 再 看 两 个 级 数 不 等 式 . 
定理 8.7.23 设 p>1,{a,} 计 :是 非 负 序列 , 则 


У ќа, 十 Qnr + 0 ч py na, s 
等 号 仅 当 所 有 a, ВРЕЛ ЛУ. 
定 捍 8.7.234 p> HH 
A. = A tA + +A, А. > 0, 


n = 1,2, 
A, = Аа, + Аа, + ө + Аа, а, 220 
则 
e a ‚- 
ХА | <|, J Аа (8.54) 


除非 所 有 4。 EAF. 

定理 8.7.23 与 定理 8 7.18 之 间 的 关系 ,类 似 定 理 8.7. 20 与 
定理 В. 7.19 之 间 的 关系 . 式 (8. 64) 与 定理 8. 7. 18 之 间 的 关系 , 则 
KMG 61) 中 后 -- 不 等 式 与 定理 8,7.9 之 区 的 关系 . 

若 在 定理 8. 7.18 Н] а? RE a ШИЕ 

ае сыр 

由 此 , 令 poo, HRR- 8 (Carlemanh ARE, 

定理 8.7.25 Ella, EIE AFA, Ш] 


5 (aapa) < е Dan, 
等 号 仅 当 所 有 EAER y, 
下 面 是 相应 的 积分 定理 ， 
ЖЕР 8.7.26 若 /为 正 函 数 , 则 


Í "exp I [оош ма < “л rdr. 
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8.7.4 0<p<1 及 两 个 参数 的 情形 

前 面 的 定理 当 涉 及 参数 pp 时 都 假定 了 pp 这 1. 实 际 上 对 О< p 
<1 的 情形 也 常 有 确定 的 结论 ,两 种 情形 之 间 最 主要 的 差别 在 于 
不 等 号 反 号 . 下 面 列 出 儿 个 定理 ， 

定理 8.7.27 车 ор] JA к 是非 负 的 一 元 
Ю.К 是 非 负 的 二 元 一 1 次 齐 次 函数 ,上 


[кол а = [ KO, уруу =k < оо, 
Ò 0 


则 
оге О бы и» 
[Г [ K(r.,y)fGe)g (a)dzdy > 对 | ах} (f gdy)”. 
(8.65) 
Гы [Keeda] => vf f'dar. 
ú Jo А 


这 个 定理 对 应 定理 8. 7. 12, 其 中 第 一 个 不 等 式 应 理解 为 “ 若 
左 端 积分 与 右 端 第 二 个 积分 存在 ‘ 即 为 有 限 值 ) , 则 右 端 第 一 个 积 
分 也 存在 , 且 使 不 等 式 成 立 *; 第 二 个 不 等 式 应 理解 为 * 巷 左 端 积分 
存在 , 则 右 端 积分 也 存在 , 且 使 不 等 式 成 立 ”. 

因为 当 0<p<1 ВЖ Kiry =l irt SE b= оо, B 
以 不 存在 与 希 尔 伯 特 定理 8. 7. 9 或 定理 8. 7. 10 完全 对 应 的 定理 . 

定理 8.7.28 若 0<p<1, 太 是 非 负 画 数 , 且 


[az < оо, fr € 100,99), 
0 


F(z) = f roa, 


т 
等 号 仅 当 f==0 时 成 立 . 

这 个 定理 可 以 和 定理 8. 7. 19 比较 . 下 面 是 对 应 定理 8. 7. 22 
的 结果 . 

定理 8.7.29 #r PF REES 8.7. 22 [К F IH O< < 
ГТ 


ИЕ Е 125) Г LAF(z)]sdr， (8.66) 


[= "Е'йл > | г) ШЕ Ке 
下 一 个 定理 可 与 定理 8. 7. 23 比较 . 


定理 8.7.30 Ф 0<0р<1, la. БАЕ. Н 03 асос, 
Г 
(1 + 125! (Za |” + > 
等 号 仅 当 所 有 а, E APIR. 

现在 将 给 出 的 定理 也 是 希 尔 伯 特定 理 的 一 个 推广 ,但 是 涉及 
两 个 彼此 无 关 的 参数 p 与 p 以 及 一 个 未 定 的 常数 c. 


定理 #.7.31 Ж“ р>1,р.>1,НҢ. 
l} lpp L111 


a, tenth) a] p | Ee 


н 


въ а. zta 
记 
1 1 1 1 
二 2 一 一 一 一 一 二 十 一 ， 
° b P: 五 二 А 
这 样 0< АІ. HJ 


У ау арн)", (8.67) 


mami m= 


EP csch RS pi Ж] p, 有 关 
当 ps=pi 时 4 二 1, 式 (8.67) 即 化 为 定理 8.7.9, 这 时 已 知道 c 
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- ——— 


的 可 能 最 好 值 . 在 一般 博 形 ,e 的 最 好 值 未 定 . 
下 面 是 相应 式 (8.67) 的 积分 不 等 式 . 
定理 8.7.32 在 定理 8.7. 31 的 假定 下 ,有 


н< pas реча)" 


8.7.5 重新 排列 
先 讨 论 有 限 个 非 负 数 的 数组 


азар, sdu 
设 凶 是 任何 从 11.2 :2 到 {1,2, 2) 的 一 个 一 一 对 应 ,并 记 
9) =. k=1,2,= n, ЙК 9 是 一 个 排列 函数 , 称 
G G; s. a. 
Ж ауа», sa, 的 一 个 重新 排列 (rearrangement). 因此 , 当 说 21, 
адаа ayga a, 的 一 个 重新 排列 时 ,意味 着 存在 一 个 排列 
函数 9, 使 得 
ар = aps b = В), k = 1.2." n. 
数组 аза, ,a 的 从 小 到 大 的 重新 排列 称 为 递增 排列 , 记 作 
A, rga Z. 
ЫЯ аа-а, [КЕНГЕ Ж ҢЕР], НЫШ а, оа, otta 
下 面 是 闫 于 两 个 数组 重新 排列 的 一 个 非常 简单 而 重要 的 
定理 . 
定理 8.7.33 H acanna, H Б.б, b. 是 给 定 的 两 个 非 
负数 组 , 则 


Уа 
Зра 9 |H А СИП] Е а Н] ОВР B Ж.Н. 
为 区 向 单调 时 为 最 小 . 也 就 是 说 ,成 立 
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Уза, < Sab, < Sab. (8.68) 
k=l k=] #-1 


8. 68)Н—1 ЖЕЕ, НЕЕ ЗНН. 

定理 8.7. 34 ЖАР bobe b, КЕШЕНЕ bibi 
DER 

Уа < Уа. 
УЙ arrazo san Fj bi b; e b, 排 法 相同 , 即 对 每 个 &， a, 5 b 在 各 
自 数组 中 所 处 的 大小 序 次 相同 ,或 者 写成 
(a, — a.) (b, — b) 2 0, Y= 1.2, n, 

下 面 再 介绍 涉及 三 个 数组 的 定理 ,为 此 规定 几 种 记号 表示 , 设 

非 负 数组 
аан Ea 

它 的 几 种 特殊 的 重新 排列 的 记号 如 下 : 

(1) азе al ay жау e a, EE аў 22а] Sal Za; Zat, 
Z, 

(2) бамо ta азза las WET a al > a z 
Tap anaa 

(3) al, "t a" as за otta, ОЕ а та, =a" al =a“, 
Z=, 
这 种 排列 称 为 对 称 递减 的 , 这 时 a, == aa k= п.с, 1,0, 
l, 自然 ,不 是 任何 包含 奇数 个 数 的 数组 都 存在 这 种 排列 ， 

定理 8.7.35 г, уу, 为 给 定 的 包含 2 十 
1 个 数 的 非 负数 给, 且 < am…ea 为 包含 2n+ 1 个 数 的 对 称 递 减 的 
ЗЕТ ФЕН. 则 双 线 性 型 


> c; у; 
„Е. 
Щул, H аі у Сол) y „зә у, Ж] 
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yasa Ойу „е, у) АДЕ К. 也 就 是 说 ,成 立 


ол + 
Do жу D солуу) 
ын ы 


ын 


负数 集 满足 条 件 


a, 2а = а, б 26, = bon со 20 ос p ESS пуну. 
则 对 于 使 得 ee,aevcv 不 动 之 重新 排列 ,和 数 
> орус, 
rejte- o 


H а-аа, H aiast al абс eba F blas Арас ac, X 
Cenne 肝 为 最 大 .也 就 是 说 ,成 立 
> a be, < > arber 
ет Яо 
定理 8.7.37 Ша ара rbn Cott c, 为 三 个 非 负 
Ж.Н с „с=с, 存在 对 称 递 减 的 徘 列 , 则 


ҳл Sep o A r ppa 
` aba > аг "bei = > афу сұ. 
АНЕ 27-0 рта 


此 外 ,还 有 关于 任意 多 个 数组 的 重新 排列 的 定理 . 

现在 讨论 函数 的 重新 排列 问题 . 对 于 依赖 单 连续 变 元 的 函数 
有 类 似 于 前 面 定理 8. 7. 33 一 定理 8. 7. 37 的 结论 . 在 列 出 定理 之 
前 ,简单 描述 一 下 关于 肖 数 重新 排 州 的 概念 . 

ЮЕ Є (0.10 НЧЕ. Am e TN HILE AER. 
用 M(y) 记 集合 

Е(ф > y) = (а Є (0,1) |907) 22 у} 

的 测度 ,4 ЕДШ ЖЕ y АҢАР ра k. ВЕ ёл M 的 遵 函 数 , 即 
# 


Ф(М(у)) = xv, 


ШЕ ЕЛДЕ КЕ Б АЛ ЗАН ЕА З. 图 8. 3 是 西数 
ФМ. RER. 


MO 


申 定义 受 示 意图 可 得 知 
[кош < [saya V z€ (0,1). 
р £ 


依照 上 述 方式 ,可 以 对 任何 区 间 上 的 非 负 函数 定义 它 的 重新 
排列 ， 
此 奸 还 将 用 到 函数 的 另 一 类 型 重新 排列 的 概念 . 设 gE 
L (—o ,m0) M(ty) 表 示 集 合 
EGE у) = ir € (— со,оо)|ф(т) Z y) 
的 测度 ,9 是 M Dj ERE зе ОЗА 9 的 重新 排列 . 
利用 规定 


ч | TMG) | = y р (0) = (20) (у z > 0) 


利 
Ф (— r) = g(r) 
来 定义 一 个 偶 函 数 yp' .于 是 当 从 原点 出 发 时 ,yp' 在 原点 两 边 对 称 
递减 的 , 则 称 人 是 p 的 对 称 递减 的 重新 排列 ， 
下 面 定理 8. 7. 38 是 相应 于 式 (8. 68) 的 关于 两 个 函数 重新 排 
列 的 积分 不 等 式 ,定理 8.7. 39 是 相应 于 定理 8. 7. 36 与 定理 
8.7. 37 的 关于 三 个 函数 重新 排列 的 积分 不 等 式 ， 
定理 8.7.38 设 p 乡 为 区 闻 C0,a) 上 的 非 负 函数 ,a 为 有 限 或 
337, M 
[е de< FF dz. 


定理 8. 7.39 fgh HOw БЕ ВА, "р". 
"为 相应 的 对 称 递减 重新 排列 . 则 


F [Foon z уводу 


< F Ë (z)yg`(y)h*(— x — y)dxdy. 


aaa saca an asua 


定理 8.7.39 中 与 定理 8.7. 35 ШЛУ RAE N F. 
定理 8.7.46 Ë fgh B(—cSo,co) EHIE R RRO H Р А 
ХИ О CBD ^ ЕЕЕ H хоо 时 是 递减 的 ). 则 


[ Ë wether — yydzdy 


应 用 式 (8. 59) 和 定理 8. 7. 40 于 特殊 情形 
ca = li~ ji? 
Mi 
А(т- у) = jr — y|”, 
引出 下 述 两 个 定理 . 
定理 $7.41 Paaa, 和 5 arth, HERRA, p>, 
2>LE 
1 ,1 1 1 
КЫТ! А=2—,—у. 
Ж Dac 


Son =A, у= В. 


jn 


5) т Федин Ви. (8.70) 
= 
= 


其 中 c==c(pisp2) 内 与 P. 和 P: 有 关 . 
ЖЇЁ 8.7.42 ESA e ERNA, p >l p>, H 


1 1 1 1 
ГИ: b P 


>l, А=2 
2 


| opise, | риш} = G, 
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ГГ PAEO Ardy < «Еч, — (8.71) 


EP с=с(р,,рә t5 p 和 p. 有 关 . 
在 推 证 定理 8. 7.42 的 同时 得 出 一 个 定理 ， 
定理 8.7.43 iR p>l ЈСО, ЕВ, H. 


o Ë 
0 < а< су: r= Y= ар 
和 
ZG) = теру] ГО? dy 
这 里 了 EWI RKA. MAELO) 
кч Н wa ШШ 
ла | az], (8.72) 


HP ce Н p H e, 
最 后 ,给 出 另外 一 个 关于 将 一 函数 按 递减 重新 排列 的 定理 , 它 
在 函数 论 中 有 重要 应 用 ,可 表述 成 下 面 的 两 种 形式 . 
定理 8.7.44 BAR O E- ARE EO, a) H A E f Ha 
POS Æ f os wanu ИЕ ДЕ, 
1 


Ba = max — | raya, 
百 是 日 依 递减 的 重新 排列 . 则 
Bn) < (уо 


定理 8.7. 45 HAR 了 满足 定理 8.7. 44 HHR RR Ө 
如 定理 8.7. 44 中 的 定义 ,又 设 靖 是 区 间 [0,co) 上 的 任 -递增 函 
数 , 则 


Phoca < fal 二 | 7 dr. 
в в Tlo 
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as 
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9 特殊 函数 
9.1 БЕ 


特殊 函数 (special functions ) 一 般 是 指 在 数学 、 物 理学 、 技 术 
科学 及 其 它 学 科 中 经 常 使 用 的 一 些 非 初等 函数 . 特殊 函数 的 公式 、 
定理 的 推导 - 般 都 较 烦 珊 , 这 明 只 给 出 主要 的 定义 和 结论 . 

以 下 举 一 个 数学 物理 问题 中 出 现 特殊 函数 的 例子 . 

Мот 设 在 球 域 上 讨论 均匀 区 体 的 定常 温度 场 ,空间 中 
А НЕА ЁК, б, Ел. ш, urb AREN TAARE: 

L aj 2 | 1 ёи 


A= у ЕЕ дый g ini Е) 十 Fi 和 一 
0ч r <r OKI — ú= =< m. (9.1) 
u(m o 0,@) = Р.ф). (9.2) 


其 中 式 (9, 1) 是 球 域 上 的 拉 普 拉 斯 方程 , 式 (9. DEERE r=, 
上 给 定 的 边界 条 件 ,/ 是 已 知 的 二 元 函数 . 
用 分 离 变量 法 解 边 值 问题 C9, 1) ~{9. 2), 设 xz 具有 分 高 变量 
HER, A u= ROYO ,加 ,代入 式 (9.1) 可 和 整理 成 
4 ч 1 о) -LI 
r dr sinf 29 sint? ap 
R Y 
此 式 左边 是 变量 r 的 函数 ,右边 是 变量 9,p 的 函数 . 要 使 等 号 成 
立 , 只 能 两 边 都 等 于 常数 , 记 为 一 4,4 是 待定 的 . 这 样 可 得 到 ， 
4i e dR) 


— АК = 0, (9.3) 
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rr. 到 Жир = HAY = 0, 《9 和 

AO 3) 是 欧 拉 方 程 , 若 4 殖 定 了 ,容易 求 出 其 解 . 而 式 (3. 4) 
还 比较 复杂 ,可 再 进行 分 离 变 量 . 令 Y(0,2) = Ө(#›ФОр), КАЗ 
(9. 4) ;类似 上 述 过 程 ,再 引入 待定 常数 上 得 到 


d: 
че b= 0, (9, 5) 


sino |+ 


1 d 
sinf då | 
因为 = 满足 周期 性 条 件 и.д. р) ulr ipta), ТД Ф JE: 
以 2r 为 周期 的 函数 ,利用 所 期 性 的 条 件 , 可 求 得 式 (9.5) 的 解 为 
Фф) 一 А,„совтр + Basing, m = 0,1,2,-, 
u = тї т = 012, 09,7) 
对 于 式 (9. 6) ,一 般 不 容易 直接 看 出 它 的 解 . 作 自 变量 的 变换 
¿=cos80,3 (9, SHER 
d dƏ 


т? 
2010—2092 | 17—919 =o (9.8) 


6 = 0 (9. 6) 


sing че + | А 


sin28 


或 
ndo ,dg m? 
a-o 20 9 | 
四 于 0<b<m, 所 以 有 一 1s<t<s1, 可 以 在 :一 士 1 上 日 有 界 的 
条 件 下 求解 式 (9. D. 由 二 阶 线性 常 微分 方程 (9. 8) 及 有 关 边 界 条 
件 所 确定 的 函数 6(1) 就 是 一 种 特殊 函数 ,我 们 将 在 (9. 6 讨论 这 
种 特殊 函数 
一 些 初等 函数 ,例如 sinkz 和 coskzr, 除 了 初等 数学 中 的 定义 
外 ,还 可 以 用 睾 级 数 来 定义 ,也 可 以 通过 微分 方程 和 十 上 y=0 的 
解 来 定义 ,有 时 还 能 通过 不 同形 式 的 积分 式 来 定义 .本章 讨论 的 特 
珠 函 数 也 可 以 通过 不 同方 法 来 定义 . 上 述 合子 就 是 通过 微分 方程 
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的 解 来 定义 函数 . RANER REME PHET8 36 ПЧ 
性 质 , 便 可 以 像 初等 函数 那样 应 用 它们 , 在 需要 某 一 特殊 尔 数 的 函 
数值 时 ,可 以 查 各 种 特 跌 函数 的 函数 表 , 当 然 , 也 可 以 通过 有 关 的 
程序 在 计算 机 上 计算 出 来 . 


9.2 TARH B 函数 
9.2.1 TRAEN 


Г СГ function) 6 i A BJ 5822, 8 % h HI КШ 
分 式 定义 : 
定义 9.2.1 对 于 =EC， 
Г) 一 K idt, Бех 0 


БОЕО К О Г ВАЎ СГ [unction), 

以 上 积分 式 称 为 欧 拉 积 分 . 它 定义 了 一 个 复 变 量 的 函数 . 规定 
Rez 0 可 保证 积分 式 的 收 笋 性 . 如 果 自 变量 取 为 实 的 , 即 z ER， 
ERTA T Ero 有 意义 . 

ГЕЯ ХТ: 

定义 9.2.2 ГЕТЕА Weierstrass) E X 

мо eij il] 

所 确定 的 函数 称 为 函数 . 

定义 9.2.2 中 的 7 为 欧 拉 常 数 . 

定义 9.2.3 欧 拉 常数 定义 为 

ЕКСЕ 


= 0. 5772156649---. 
ЖХ 9.2.4 『 函数 的 欧 拉 定 义 
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Tez) = ЕЩ | 1+2) 
РЕЛЙ ле BJ В СГУ Г ВАЎ. 
在 定义 9 2, 2ЖЕ Ж 9.2.4. H БЯ Г 
数 ,其 中 的 表达 式 除 ==0, 一 1, 一 2?… 外 都 是 有 意义 的 ,所 以 它们 
是 定 文 9. 2. 1 的 扩张 ,定义 9.2.1 只 对 Rez>>0 有 意义 . 
定理 少 25 定义 9.2.2 和 和 定义 9.2,4 是 等 价 的 . 对 于 
Rez2>0, {БЕЯ 9.2.1 亦 等 价 . 


9.2.2 ГЕНЕ 


(1) 除 z ЖЕЕ А =h, ГО УТЕ. 
(2) z==0,—1,—2,- JE T A RH Ч. 

(3) PG R E RR. 

(ГЕЛЕ РА, 


Г(= + 1) = Гб). (9.9) 
Га) = 1. (9.10) 
cl 了 = Ут. (9.11) 
(2 
POTE — х) = (9.12) 
Sinrz 
Г) _ 1 <А zo 
Г(х) У z + = пбх + n)' 《9, 13) 
其 中 为 欧 拉 常数 


式 (9.9) 一 般 可 由 定义 9. 2,4 推出 ,但 在 Rez2>0 的 情形 下 ， 
也 可 以 由 定义 9.2.1 作 分 部 积分 得 出 . 车 一 1<Rex<0, 按 照 定 义 
во, жу s гоз СС ару ж з 21 
Ж -1< Кехо НЕГУ, ТЕЕ, АГНЕ E — 2<CRez< —1, —3< 
Rez< 一 1 ，…… 上 去 ， 
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对 于 m== 正 整数 ,根据 式 (9. DE 
T + 1) = т] (9.14) 
这 里 , 按 一 般 规定 0! =1. 
对 于 = 一 1, 由 式 (9. 10? 与 (9.13), 有 


1 


PCD 一 一 1 一 7 十 > T; 


u= 上 


-| 


= 7. 
类 似 可 得 
uD = — Y — 2In2. 
9.2.3 ВЕ 
定义 9.2.6 


В(р.д) = [а реза, Rep > 0,Reg > 0 


所 确定 自 变量 为 p,q 的 函数 称 为 了 函数 (B function). 
B 茵 数 有 如 下 性 质 ， 


Btp,g) = Bip). (9.15) 
_ ГГ) 
Бра) = Гр TO: 9.16) 


在 定义 9.2. 6 的 积分 式 中 , 若 令 :一 sin?g, 则 有 
Blp,g) = 2 аше cos” le de, Rep > 0,Reg 2> 0. 


#4 2p—1=m, 2q —1=7, f$] 
г{” +1 гі" + 1 


E 
f sin” cosp dy = 
о 


. 438 + 


Rem >- 1,Кеп >- 1. (9.17) 
这 是 计算 三 角 函 数 积 分 很 有 用 的 一 个 公式 . 
{19.2.7 Hm= RIERO = 0. Д СӘ. 17) 882 


为 
z Г + DT 
I= f зїп" рар = mfa + к | 
青 利用 式 (9. 9) 的 递 推 公式 ,得 到 
|| 
1 ll. 5 1 
(+alle ilea arl) 


ЕСА 2ean 
(2k + 1)(28 — 1)=-5 + 3" 


这 是 微 积分 中 经 常 使 用 的 积分 公式 . 
9.3 ENTAH 


9.3.1 超 几 柯 级 数 和 超 几 何 函 数 


这 里 引入 复 变量 z 的 一 种 长 级 数 , 它 的 表示 式 是 有 普遍 性 的 ， 
可 以 包括 很 多 特殊 的 情形 , 这 个 吞 级 数 写成 : 
a аба + DGD z: 


1 十 一 


с + 1) 21 
аба t Da + 2) + DG 2) 2 ` _ (9.18) 
| ele + 1) (e + 2) 31 ` 
引信 记号 
(а), = ala + 1)(a + 2)--- 0а +n — 1) = + п), nal 
Г(а) 
(аў, = 1, a 0, (9.19) 


则 式 (9.18) 可 以 写成 
a (a), (6), 2" 
> лали, 5 


(c), ол! 


ята 


不 准 验证 


lim] eha aa = _ 
mes р (C). (a +1)! (єп! 
所 以 级 数 (9, ВАЖИ | |<С1. 而 在 圆周 |z|==1 上 ,可 以 证 
ЯЯ, с ЗЕ ЗЕЕ С, ПЕ Е Re(e—a – 6) 20 F, 
(9. 18) 绝 对 收复 ,所 以 我 们 引入 以 下 的 定义 和 符号 ， 
M 9.3.1 
у (a), (0), z" 


Fúa,b;ic;íz) = > 75) al 


"=u 


称 为 超 几何 级 数 (hypergeometric series). 它 在 单位 圆 !x |< 1 所 
确定 的 解析 函数 或 经 解析 延 拓 后 所 得 到 的 函数 , 称 为 超 几 何 函 数 
Chypergeomettic function). 其 函数 值 亦 用 记号 Flaib;c;z), 有 了 时 


аў 
Га, b; 
к e z} 
例 9.3,2 H asc, b= 1, 8 


F(a,l;a;z) = >z" 


即 为 几何 级 数 . 
一 些 初 等 函数 可 以 通过 超 儿 何 函 数 来 表示 ,例如 : 
F(— а,б; — z) = (1 + z)", (9, 20) 
F| ++: 2 ze] = are sinz, (9. 21) 
#Е| t, — z] = arc tanz, (9. 22) 
zF(1,1;2; — z) = 1п(] + z), (9.23) 
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将 定义 9. 3 1 中 的 ke) 用 式 (9. DIRA T ВЕ 
利用 也 函数 的 性 质 (9. 16) 及 二 项 式 展开 定理 ,站 以 得 到 超 几 何 级 


数 的 积分 表示 式 : 
定理 9.3.3 #lz|<1,Rec>Reb2>>0, M] 
E Tce) taa уув — зуя 
Еси, бусза) = Ore 775 zf: (G — (1 — z=) “dz, 


类 似 的 推导 方法 ,可 得 到 
定理 9 3. 4( 高 斯 定理 ) Ж Вебс-са- в) 220. KAFR 
整数 , 则 


ITCc 一 上 一 号 
F(a,bic il) = Ре ас hy 


定理 4 3. 5( 范 德 蒙 德 (Vandermonde Æ) TE a 为 正 整 
数 , 则 
Гс Гс ó + n> _ (c = b), 

Tie + rie — P> (e), 

在 超 几何 函数 Fla,8;c;z) 中 , 若 参 数 4 加 上 或 减 去 1, 得 到 
Еа.) 0 Е(а—1.Бусе). 参数 5 或 c 本 可 类 似 加 减 1, 这 
ЖЕГУ ШАШ ТЕЛ. 

性 质 9. 3.6 邻接 函数 关系 Ceontiguous function relations) 
如 下 : 

WEF=F(a,biciz).F(a+)=F(a+ lobicizy Еа) = 
К а—1.ёзс), ЖЕ ЕСУ), Ed, Fet Есе) 
义 ; 则 有 

(1) (a—b)F=aF(a--)—EF(b5-+-). 

(2) (ac 十 HE 一 上 aFte 十 ) 一 fc DE), 

(3) [a+ (6-с) ЈЕ =0(1—2)Е 40) 

е 1(e—a)(e—hb)zF(c+), 

(4) (1—:)Е=Е(би-)--с !бс—б)ЕЁЕ(с-+Ь), 

(5) (1—)Е=ЕК(ф—›)—єсє '(e—a)yzF0e+), 


F(— n,b;c;1) = 


44l" 


以 上 5 个 基本 的 邻接 关系 可 以 得 到 ， 
E) Га е (b—a)z ]F=a(1—=z)F(a+)= (e—ayF0a—)5, 
(7) (а+&—)Е=а(С1—)Е‹а-+)—(с—)Е(5—), 
(8) (e—a—0b)F=(c—a)F(0a—)—5(1—z=z)F(b5+ >, 
(9) (6ë—a)X1—z)F=(c—a)F(a—)—(ce—5)F0b6—_), 
(10) [1—a+ (e—5b—1)z]JF=(e—ayF(a—) 
` —(сє—1)(1-)Ебс—), 
(11) 25-е 0а 2028—2012) 0 (сЕ), 
aD [b+ (a —c)z=]F=05(1—z)E(b+)> 
—e 'le—a)le—b)zF e+), 
(13) ФРЕЕ = БЕ) (61060), 
(14) [1—54 (с-а = 1) ЈЕ (с ЮЕ) 
—(c—1)(1—z)F(c—), 
a5) [c—1+(a+b+]—2c)zJF=(ce=1(1—z)F(6e—) 
' 710—4) (с 6):Е(с). 
从 定义 9.3.1 СО = Ж. РИ н wF lab; 
OMEA F š8 JL R h4 hypergeometric differential equa- 


tion) 


d? d 
z0 = а) e t [e — (а ++ z] ç — abu = 0. (9,24) 


也 可 以 从 方程 (9. 34) 出 发 , 求 形 为 z 一 Yar 的 级 数 解 ， 


可 以 得 到 一 个 解 为 si 一 Etavbiciz), 另 一 个 线性 无 关 解 为 
ш; = х F(a dl edt 10—032 — cz). (9.25) 
可 以 通过 超 几 何 函 数 的 定义 和 某 些 简 单 的 变换 ,证 明 以 下 定 
JE, 


定理 9.3.7 若 lzl<1 及 | Z [<m 


1— 


442- 


—— ш-нын ae 


Flashe) = (1 一 DSF, a, 一 bir G 


E938 #le|<1 A 
F(a,b;c;z) = (1 — z) Е(с — а, — bez). 
定理 9.3.9 # 2b ER 4 E 3 Л E D ЖИЙ. B |z|<1, 
14z (1 十 =) 2|<1,WJ 


-һ a, Az j= 1 1 i 
arz) ER Fl aa БА ib 1 4328). 


定理 9.3, 10 4026 ЕЛЕЕ ЛЕЙ ЖЫЙ, B z |<. 


| z 


1—# 


<10 


1 
2 


1 
z'a 


2 
(1 一 x | Ба, та I 让 十 = У) = Е(а,6;26;2у). 


定理 9.3. 11 车。 十 4 十 去 又 不 是 堆 亦 不 是 负 整数 , 目 
Iz|<1,'4z(1—z)|<1,Wi 


Еа на 64 iget — | = F| да,а + b + 154). 


9.3.2 广义 超 几何 函数 


在 超 几何 蚂 数 定义 9. 3. 1 的 一 般 项 中 ,分 子 有 两 个 参数 а,Ь, 
ЕНТ c, 它 的 一 种 自然 的 准 广 是 将 分 子 和 分 母 的 参数 


分 别 设 为 p 个 和 4 个. 
定义 9.3.12 级 数 
P 
š По. z" D ба) Соате бау), эл 
= Ila пр CPB) (B.y. CB) nt 


BF ЇЙЇ ЖЕ BJ pq SK FF D p” МДЕ Л. Г 9 generalized hypergeometric 
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function), Ж g Ж Сте 27 
а 9.099.035 
в тн BR F барза, a Bi 
或 简 记 为 ,F,. 其 中 参数 а... A, PERERA fn ЕГ. 
关于 定义 9. 3.12 中 震级 数 的 收 笋 性 ,可 以 证 明 , 当 ру 时 ， 
级 数 对 所 有 有 限 的 = 值 都 收 敏 , 当 p 一 4 十 1 时 ,级 数 对 |z|<<1 收 


q Fd ‚ 
敏 而 对 |z|>>1 发 散 , 若 Re| DA — ја) 20 Е 2 亦 收 


8. 34 产 >9 十 1 时 ,级 数 对 除 z— 0 外 的 任何 = 值 都 发 散 . 但 在 级 数 
PRA r 的 多 项 式 的 情况 下 ,就 不 存在 收 黎 性 的 问题 . 

当 p 一 219 一 1 时 (符合 p=g 十 1), 即 得 ;F(a yas; 训 1z), 这 种 
情形 就 是 超 几 何 函 数 . 

当 P =0 时 ,可 以 认为 定义 9.3.12 中 分 子 不 出 现 参 数 a, ВЕЕ 
参数 位 置 上 记 “ 一 ”, 例 如 


o К 
(Ех) = > Фу 
а=о R р=ад=0 时 亦 类 似 , 例 如 
ЁС = Zm =e 
п! 


Fy (apg) 5 ah _ 5 ala + 12-а + n — 1) 


п! 


5-0 “ "=u 


> Cala- Del a — n + 1) 


= PT {— z)" 
= (1 — z) *. 


TSE 5, ЯЕ ТЕ w= F, lantap 
бр ЛЛУ 


т b 
[e] e +i al] ea w= 0 0.20 
1 з= 1 


нн. 


其 中 p= д. 
ШЕ ШЕШ ЕЕ ЛЫ ЕТЕ ay RIK K, 
定理 少 3. 13 Ж patil Reh >Re > 0,бу by nb, Ж 
PERHERE РЕ |= <1 时 
Q Ga, s.a, 
下 :] 


г) f 
Tia br, — а) 


E рс, ЖР |а < лр, 
ЖЕР 9.3.14 ЖЯ Rea2>0,Re82>0, М s AERA ИШТЕШ E 
所 得 级 数 的 收效 域内 有 ， 
аратар 


É “lG ж) Е, | 
fe ü ёз бэй 


= Bla, fy pris Күлкү 


Gas’! alai 


ИСЕ 


1 ` 
Fl | z jde 


з 


Petu 一 ax fiz 


aesa E Sl J... EtA o B B+l . Bts ч 
г» “^+ Ë r Е + Ы Ë т 5 ` n . ` $ Н ГО 

в P ETE ЕЁ 1 a +B +k +s —1 TETIN 
pe ы 2 А 


= а | 
定理 9.3.15 若 Rea>0,Rep>0 为 上 上 整数 , 则 在 以 下 所 得 
ОКШО РН: 


Ко [ai a 
[= = х) т, са? Jdr = В(а, pH х 
° ШШ 
sd 
15 блв р ГО £ ; 
ТП ctt 
b, p ЕВ Е+Ё-+1 .< 十 有 十 天 一 】 
ИГ" сз, n ; 


以 下 荐 几 个 特殊 的 广义 超 几何 请 数 的 性 质 . 
定理 9. 3. 16( 萨 耳 许 获 (Saalschiitz) 定 理 ) 3 n ЖАШАШ 
Hade 与 4 无关 , 则 
6445 * 


к" | (e — ale 5), 


Lesl — ca +b — n; = (06 C a by... 
定理 9.3. 17( 萨 耳 许 获 定理 ) 著 = 为 非 负 的 整数 , 且 45 与 


п 无关, 则 


— l. l. ,, 

Р ma +n + 2° b; с), 

2 1 1 П Жа), 
1+a ba 


定理 少 3. 18( 惠 普尔 (Whipple) 定 理 ) Жл 为 非 负 的 整数 ， 
Нёс Уул 6.01 


— a,b,c; 
B| | 
i= b— n, сп 


1 1 1 
чул, +4,1 -bem — 
dr F| 2' 2% с—п s, 
(1 一 工 ) 
1—b—nl 一 < й; 


定理 3. 19( 韦 普尔 定理 ) 若 a 一 6,a 一 c 及 a E] AS f 35 
数 , 则 


абас; 
F| z] 
l+a—b, l 十 和 一 5 
la 124+ 1 1+а—$—с; 一 
= (1 а) F,| 2 '2 2? ы | 
(1 — +> 
l+a—b,l+a— с; 
定理 9.3. 200 О Dixon E Aab Ae Ë F AE S 
ЖУЛ 


a,b,c; 
| 1] 
1+а—бф,1+а—‹ 
1 
г{1 Б 5а 


га +а = Га жа ог(1+ а 


ra arji +-ув ДЕЕ та а-ь-0 
„146+ 


9.3.3 合流 超 几 何 函 数 


广义 超 雹 何 函 数 的 一 些 特殊 情形 ,如 oFo (指数 函数 ) ,Fo( 二 
MA) F, 及 :Fi( 超 几何 函数 ) 等 例子 已 经 见 到 了 . 另 一 个 重要 例 
子 就 是 以 下 的 函数 ， 

РУ 9.3.21 

ta), z" 


Fi (a ;6;z) = > ЗУТ 


所 确定 的 函数 称 合 流 超 几何 函数 (confiuent hypergeometric func- 
tion) ,或 称 为 库 黑 尔 (Kummer) 画 数 ， 
根据 式 (9. 26) ,w 一 ,Fi(ai5;z) 满 足 方 程 


96 +b — 1) — z(8 + aye =й, (9.27) 
其 中 0=z ша Ер 
z. 
98 | (6 — =) de аш = 0. (9, 28) 


Eo TERS, r (9.28 5 F, (азва) Ж ЭЗЕ НЕ RI Ba 


w = z Fila + 1 — b;2 — bg) (9.29) 
F, 和 它 的 邻接 函数 育 如 下 关系 
(a — b + F(ayb;e) 
= aF, a + 1;5b;iz) — (0 — 1) iF Ga; b — l;z), (9.30) 
bla + z) Fila;b;z) 
= ab F, ба + 13632) — (а — Вх F (а; + 1;z), (9.31) 
БЕ, азбук) = БЕ, (а — 1;b;z) + aF (ab + Lz). 
(9.32) 
若 Reg>>Rea>0, 以 下 积分 式 成 立 ， 


1 
г еіС — D” 14е, 


тан = керте =], 


(9. 33) 
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m 还 有 如 下 性 质 ; 
定理 9. 3. 22( 库 默 尔 定理 ) 车 5 不 为 零 亦 不 为 负 整 数 , 则 
Б, базу) = es F Gb — ab — z), 
定理 9. 3. 23( 库 默 尔 定理 ) 若 2а WE n wr E sk MJ 
l lal 


[ 
e * F (a;2a;2z) = F| —;a + ruru | 


9.4 贝 塞 尔 函 数 
9.4.1 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 的 基本 概念 


贝 塞 尔 (Bessel) 函 数 是 科学 技术 和 工程 中 经 常 使 用 的 ~ -种 特 
Е. 
定义 9.4.1 若 v 为 不 是 负 整 数 的 实数 或 复数 , 则 令 


zi 
v; А 


J.G) = | | Fa | 1 +08 5 
E renr 是 负 整数 , 则 令 
1,0) = (— 13] „). 
PX EE W SE BJ p О v 阶 的 第 一 类 Bessel 函数 (Bessel function of 
the first kind). 
ERT ЖЕЛ. РЕ ЖОЕ Ж 9.3.12 有 
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所 以 可 得 到 贝 塞 尔 函 数 的 级 数 表 示 式 
TD 一 之 aT ЕБ т) 
关于 了 满足 的 微分 方程 ,可 以 先 从 = F рру Н, Ж 
似 式 (9.26),& 满足 方程 
"ТҮ 


(9. 34) 


CORTESE = 0 
Ж 0 一 y E RETAN аву а ране 
= 和 n Б 9 —0. 
B зоги ВТ B panay Е 

d'w 


TS a + (2 — rw = 0. (9.35) 
根据 以 上 推导 , 式 (9. 35) 有 一 个 解 是 


s: 


w= z oF, | —;1 + x; 
它 和 J.(z) 只 差 常 数 因子 . 


HFFR. 35), 也 可 以 用 级 数 解 的 办 法 . Фар = Fart 


(с == 0) 代入 方程 ,确定 出 系数 a Bisik НЕ БН E W 
co 可 以 说 明 式 (9. 34) ЖУР] J, (z) ДЕ zÉ (9. 35) 的 一 个 解 . 同时 
J vz) 也 是 式 (9, 35) 的 一 个 解 ， 

车 v 不 是 整数 , 式 (9, 35) 的 两 个 线性 无 关 解 可 取 为 ш = 
а= 7.02). E =n HEGO E Jo oO RAAE, 

这 时 式 (9.35) 的 一 个 解 可 取 为 ze:=J,(z), 另 一 线性 无 关 解 则 要 

男 外 求 出 . 

可 以 击 式 {9. зо аЛ ERARE їй ЖА. 例如 ,对 变 
蔓 = 求 导 , 即 可 验证 


ула] = 21,00), (9.36) 


或 化 成 
zh (z) 一 (z) — uhi). 
同 理 可 得 
* 449 = 


iie Jz] =— z |. : (2), (9.37) 
或 
zlii) =— z], (z) + v],(z2. 
(9. 36) 与 (9. 37) 分 别 消 去 上 (2) 及 于 (z) 可 得 到 
2,02) = J i (z) 一 Ke)， (9. 38) 
2yvJ,(z) = z[L (z) + J. CG) ]. (9. 39) 
式 (9.36) 一 (9. 39) PRA Л ЖЕЛЕ R $£ BJ 8 Е ЭЕ R (recurrence 
relations). В, 4 u= 0 6,8 
hasi) (9.40) 
可 以 证 明 ,J.(z) 有 如 下 的 积分 表达 式 . 


定理 9.4.2 F Ке, arg(1 一 1 二 0; 则 


100) = 6800 | ‚ш. 

“згу + > +) = 
在 此 定理 中 , 令 #=cos0, 10188] 
мє) = 一 einrgdb 
YAr|* 十 二 | 
或 化 为 如 下 的 泊 松 (Peisson 7 积分 表达 式 

10) = — > f cos(zcos0)ysin”>0d0. (9.41) 

/кг| "TL 


9.4.2 整数 阶 和 半 奇 数 阶 的 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 


v=n(n=0, БІ, +2,0 ) 时 的 由 塞 尔 函数 就 是 整数 阶 的 由 塞 
尔 函 数 ,它们 有 一 些 特 殊 的 性 质 . 
定义 9.4.3 ЖЫ АТЕНЕ АЛЕ, 
RRAZ BB (Т апгель Ж # 
-4504 


ee ат 
. ая з a - жын ыз 


Е) = > LEW, 
则 称 F ERRAR) F #1 J: } 的 生成 函数 (generating func- 


tion). 


定理 9.4.4 Xo 及 所 有 有 限 的 z, 
ep[ 3 一 二 中 = Же 和 
定义 9. 4.4 说 明 exp| 二 =[ :一 T| ртов Ж 


ЖЕНЕН ЕЕ. 
由 定理 9, 4. 4 可 椎 出 一 系列 重要 的 展开 式 , 如 令 :二 ie” ,得 到 


её% 一 Jale) + 2 i], Седсозяб. (9.42) 
比较 它 的 实 部 和 虚 部 ,得 到 


cnos(zcos0) = J,(z) + 20 12"7,,Сеђсоѕ2лб, (9.43) 


віп (асовб) = 22 (一 DJen Ce)cos(2n + 1)8, (9.44) 
”=0 


#9 9 一 0, 得 到 
cosz = Jatz) — 27,02) 4 2], (а) 一 … + (— Djale + +. 
(9.45) 
sinz = 2h D) — 2],(«)- з + (— 121; (z) + +. 
(8.46) 
这 就 是 cosz 和 sinz Л ЖОКЛЕ. 
利用 生成 函数 , 令 >=z* 十 ?可 推 得 如 下 的 加 法 公式 


Jz + у) 一 > LOG, O). (9.47) 
还 有 一 个 重要 的 加 法 公式 是 


JR) = Јабе 0б) + 2 > „бб )eosm0, (9.48) 
aml 


HF R= (ri+rl—2rirecos0)7, ШЖ rr 分 别 表示 平面 上 任 两 点 
Р,,Р, 到 原点 O 的 距离 ,8 表示 OP 和 OPZ ERRA N RETR 
P, 和 P. 之 间 的 距离 . 

对 于 整数 阶 的 贝 塞 尔 函 数 .除了 有 式 (9. 41) 的 表达 式 外 ,还 有 
贝 塞 尔 积分 表达 式 


J.G = Af cosas 一 zsin0)d0. (9.49) 
对 于 半 奇 数 阶 的 函数 Ju (z) (n=0,+1,1+20), 8 EE 


要 的 性 质 ,其 中 之 一 是 这 些 函 数 可 以 用 初等 函数 来 表示 . 例如 , 根 
据 武 (9. 34) 


У (一 1 {5 
ОИ ЕЛДЕ КЕШЕЛЕ 
2 2 2 


зри = р p gat, 
TN ie GEF DE 
-f2 
11е) = J x s nz. (9.50) 
_ [2 
J-1 Ge) = 4 gese. (9.51) 


RITA et Co 可 以 利用 递 推 公式 ,得 到 


“452。 


所 以 有 


[Ж 718 


6) = (一 үле а) (8.52 
а cost 
„ро = JE TE i (9, 53) 


Rriha=0,1,2,.. 
9.4.3 第 二 类 和 第 三 类 贝 塞 尔 函 数 


当 " 是 整数 时 ,J(z) 与 厂 ,(z) 是 线性 相间 的 - 这 样 ,在 以 上 的 
讨论 中 ,关于 方程 (9. 350» 是 整数 的 情形 只 找到 一 个 独立 和 解 ],(z). 
以 下 给 出 另 一 个 线性 无 关 解 . 

首先 , 当 " 林 是 整数 时 , 取 机 (z) 与 Te) 的 线性 组 合 


Үш) = созул], б 一 ] 5 ， 


显然 ,Y,{z) 也 满足 v 阶 贝 塞 尔 方程 (9. 35). 可 以 证 明 , 当 v—n 
(п 为 整数 ) 时 уон. 


limY, G) = = 112 _ (— 1)" Е 


за 


且 是 满足 = КЖЕ J. сонин. 
定义 9.4.5 Hv 不 是 整数 时 
сози], (=) — J.G) ) 


Yæ = Sinyn 
当 у= СОН 
хс 


ИТЕ MARI ABOE N EM Bessel function of the sec- 
ond kind), МЕКЕНИ (Neumann function). 
根据 定义 9.4.5,Y,(z) 可 以 用 以 下 级 数 表示 


2 #1 
Y, (2) = 27,0010 2 r> rz Е: 2 | 


(9.54) 


6—9 


| 2n 
3 
了 


-25 C D yo ФА) Бро 10) 
п ё о + 


= 
2 
(9.55) 
Ж ф(х) = ГС), nr 一 0,1,2,% ,|argz | <r, 

EN 9.4.6 

HP) = (ж) 十 is) 

HP (z) = Ја) — iY) 
ТЕК SE = ЖЕ J] E ЕА (Bessel function of the 
third kind), Z. fF МЕ? Hanke) Ж. 

H? OH Н (z ) ETEO 35) 的 线性 无 关 解 . 事实 上 ,可 以 
选择 Jtz)y,Y,(z) Hi (а) Hz) 中 任 两 者 作为 式 (9. 35) 的 基本 
解 . 

第 二 .三 类 贝 塞 尔 函 数 满足 和 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 同样 的 递 推 
关系 (9.36) 一 (9. 39). 事实 上 FEZO 5], (е). Ү.С), HU (z), 
H:*(z) 中 任 一 者 ,有 


Freze] = =Z, (z), (9.56, 
dp -v 7 
LE Z,(z)] =— z '7,_\(х), (9.57) 
21105) = Z,_ (z) — 7, (z), (9. 58) 
2>7„(е) = z[Z, (z) + Z, (2)]. (9. 59) 


9.44 变型 的 贝 塞 尔 函 数 
在 一 些 数学 物理 问题 中 要 讨论 方程 

+= — @ + yu = 0. (9. 60) 
z 


该 方程 和 (C9. 35) 只 差 一 个 负 号 . 可 以 用 级 数 解法 求解 方程 (9. 60), 
类 似 于 贝 塞 尔 函 数 ,得 到 变型 的 责 塞 尔 函 数 4modified Bessel 
+ 454 * 


function). 
定义 9.4.7 
(z/2y | ‚ „Ж 
Liz) PQ T F 1 ; 


каевакияв-итандатав. 4 > ЖЕШ, 


Кш = inl- ,(z) — Li) ]; 
当 v= (EROR, 
K,(z) = limK, (z) 
所 确定 的 函数 称 为 第 二 зрада 
按照 定义 9.4.7,1,(z) 可 用 级 数 形式 给 wi 


x= 
Lœ = >: ТОЧУ Б| 


也 可 以 从 方程 (9. 60) 求 级 数 解 ,适当 选取 系数 得 到 这 个 结 
程 (9. 60) ,可 以 选择 LOM K,(z ?为 两 个 线性 无 关 解 . 


LM K, 5 JY HPHP” 有 如 下 关系 ， 


(9.51) 


果 . 对 方 


LG) = e ?J(ze2), (9.62) 
Ке) = TeFHO( zef) =— Fe FHP zeH), (9.83) 
K, (2) = Зе. е) + iY,( zt) ]， (9.64) 


Hh a=0,1,2,=. 


945 几 个 图 形 


以 下 是 几 个 以 实 变 量 z 为 自 变量 的 贝 塞 尔 函数 的 图 形 . 


9.1 59 2.0) ,Ji(x) 的 图 形 . 
图 9. 2 3 Y (z), ,Y Cz), Y, (z BJ Ж. 
E 9.3 为 (zx} 和 Kotz}) 的 图 形 . 
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9.4.6 渐 近 展开 式 和 零点 
当 js|~co 时 , 贝 寨 尔 疯 数 有 如 下 的 渐 近 表达 武 ; 


2 | ух _ m] Oo 1)”(ь,2т) 
L~ (21 274) 之 (22) 


j moO m] ÇA C— Dom + 1) А 
—sin|z — 1| > Co ] < < aga < m. 
< 456 。 (9. 65) 


Кх) 
30 LQ 
40 0.8 
Kn 
30 0,6 106) 
20 0.4 
1002 
o p 3 4 5 вя 
图 83 
2r_ i vr m <, (— Dw, 2m) 
ү.@) кча 2—7 грэ (22) 
ў тт] спои) 
Heos, = P 7 | 之 ТЫЫ ‚(—т<Оагду <T). 
(9. 86) 
1 {1 \ 
Т7 2 0-3-2) e lgt [5 >” 
Ні? (z) ~ Га ， 271 | 1 2 tl 2 alo 
= 1+ 22 ay 
(— п < argz < 2n). (9. 67) 
r 1 | 1 
H(z) ~al Ze {+ Z +) , | = ‹ [ж +), z=.. 
те + > 1) ni Qiz)" 
(— 2л < argr < л), (9.68) 


其 中 心 ,p) 的 意义 为 
0) = 1, 


457 * 


'1 
гі 
m, p) = ngt 

#1015 +v- А 
例如 , 若 自 变量 取 为 实 变量 z, 当 |z| 大 时 , 式 (9. 65) 可 进一步 
近似 为 


tea 


TEREPRE СМ и 0.1 时 ,图 9.1 也 说 明了 这 个 性 
质 . 同时 ,也 可 大 致 看 出 ,J,tx}) 有 无 穷 多 个 零点 , 且 J,《r) 与 J_1(x) 
HFA Л ЈА. 

关于 由 塞 尔 函 数 的 零点 ,有 如 下 结论 ， 

定理 9.4.8 (1) 设 " 为 任意 实数 , 则 也 (z) 有 无 穷 多 个 实数 
FA 

(2) É a,8 о, WE EER л\(т>0› В 
Z= OH 有 无 穷 多 个 正 数 零点 I H. 
Zz) 及 Zi(z) 的 正 数 零点 是 相间 的 . 对 于 同一 阶 的 实 函 数 
24) 6 20у Е NEREK WEVER aE 
间 的 . 

(3) Er Ж.Ш и> —1 时 ,J,{z) 的 零点 都 是 实数 . 


9.4.7 Заалт 


函数 按 傅 里 叶 - 贝 塞 尔 级 数 展开 ,是 广义 情 里 叶 级 数 的 一 种 ， 
在 数学 物理 中 有 很 重要 的 应 用 . 

Б» К, В "> 一 二 从 于 (z) 满 足 的 方程 (9. 35), 5 z= ae 
及 xz 一度, 可 得 


Ë а. (= Len =0 


£ 
EERE] (ea) = o 
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ss. o mada. JY 


БД е], Сав) ЕА R д 2 Сага U. AREE, ЈА 0 
F| >z 积分 ,得 
са 一 аэ (1). (Вой: 


= [хау = LD ову ча, 


国 为 设 了 之 一 1, 从 нана 34) ,可 得 到 上 式 右 方 
当 ! 一 0 时 之 值 为 零 . НА <= n. f 
[ККЖ (9.69) 


= роо HE — „ау 0080]. 
# а= 8,1009. GDA r у SE k. BJ PI ЖН ШЫК (1 Hospital 
法 则 求 e 一 8 时 的 极限 ,这 样 可 得 到 如 下 的 定理 . 
定理 9.4.9 у> -1,Ноб йд 00) = 0.00) =0. 0а 
+E 


ЕСС = 0, 
< 一 8 时 有 
[ana = 1097. 


J; aE JBE A Л Ж?К ЖИЕ ЗЕЕ SE EB Orthogonality of Bessel 
functions), iÑ BB J. (ay hO е BRAO, 1] ЕА е ЖЮ 
HEX. 

же Т 地 在 区 间 [0,1J 上 可 以 展开 为 无 穷 级 数 

Fa = Xas, (аут), (9. 70) 


Е а, 为 j.(x) 的 正 根 . ARRERA 1) ЖЕЕ а, К. 
似 一 般 的 三 角 级 数 展开 ,为 了 确定 系数 ;aij ,在 式 (9. 70) 两 边 乘 
TJ].(ar) ,再 从 0 到 1 积分 ,利用 定理 9.4.9 得 


"459, 


— — 2 ыт = 1,2. 7 
a; = mal ze ar)dx, ; = 1.2 (9.71) 
ЖУ 9410 га, WRO. 71) 所 示 , 则 
Dalar) 


称 六 zx) 的 傅 蜂 叶 - 贝 塞 尔 级 数 ， 

此 级 数 是 基于 定理 9.4. 9 建立 的 ,还 可 有 其 它 意 头 下 的 正 交 
性 定理 和 对 应 的 傅 里 时 -页 塞 尔 级 数 ,关于 式 (9. 70) 的 收 化 性 ,有 
如 下 定理 ， 

定理 9.4.11 设 f(z) 在 (0,1) 上 有 定义 ， Гаа 存在 
(车 为 奇异 积分 , 则 设 绝对 收效 ). 没 0<a<6<1,+ 是 ta,5)} 上 任 一 
点 ,了 在 l(a.5) 上 是 居 变 的 , 则 


Уаде) = [Ла + 0) — fe 00), 
F 


其 中 a 由 式 (9. 71) 确 定 ,二 于 Dos(t 一 1,2，) 是 LOBKE 
正 数 零点 . 
Ж РЕ Са Б LER, Ela tias] Е. 
Da lar) = fe. 
县 级 数 是 一 致 收敛 的 ,其 中 8>0. 
9.4.8 ”应 用 举例 


设 有 半径 为 1, 高 为 闫 的 圆柱 形 均匀 物体 ,如 图 9. 4. 在 圆柱 的 
侧面 及 底面 温度 保持 为 霉 , 在 顶 面 保持 恒定 的 温度 uo 讨论 此 物 
体 的 定常 湿度 分 布 ， 

用 wlp,w,x) 表 示 物 体 各 点 的 定常 温度 ,其 中 《p,g,z) 为 柱 坐 
AR TEAR HE ДШ БЕ О E осо, Оаа, ср л. 根据 有 
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关 物 理 原理 ,u 满足 如 下 的 拉 兽 拉 斯 方程 和 边界 条 件 ; 


Пп 2 z 
ppl ЫЫ; 
©<р<1. 0<x<h, nET, (9.72) 
ul pz) = 0, 0<<z<h)h 一 二 pm (973) 
u(0,p.0) = 0, UPA) =u, 09041, —т<ф<т, 


(9.74) 
209.72) (9. 74) 组 成 微分 方程 的 边 值 问题 . 从 本 问题 边界 

ЖЕЙ АКЕ. ЯТ и 与 8 无 关 , 即 
k 一 u(p.z). 

式 (9.72) 成 为 

1 3j Juj Pu 
ГЕГИ: 
分 离 变 量 法 求解 4. 令 a==R(p)Z(z) 代 入 方程 ,经 过 整理 ， 


= 0. 


得 到 
ld dR) 427 
р del dol _ de 
R 777 


ЖАЗОО Е Ë ЖЕНЕ р fl = 的 函数 ,要 使 等 式 成 立 , 两 这 
+461 + 


的 应 为 常数 , 记 此 待定 常数 为 ~ 得 
92 — AZ = 0. Zeh 
ld 
p dp 
FER h R EH ТО УГ ЖЛЕ ЛЕЛЕ r ЕКГ , ЕП 
一 般 解 是 


СЕЕ Op 


(р) = AJ,( Z À) p) + BY,( A p). 
从 问题 的 物理 意义 出 发 ,为 保证 在 o— 0 BE x 有 和 界 , 解 不 能 取 
УСА о. В B=0. 又 由 式 (9.73) ,可 推 得 只 满足 及 01) 一 
0. 即 
J (wv A)= 0. 
现 设 jz) 的 所 有 正 根 为 a,(j 二 1,2,…) ,不 妨 假 设 从 小 到 大 依次 
HESI. BP 可 确定 4 为 
N= J= 1 
再 求 方程 和 一 2 一 0 的 一 般 解 .得 
Z,G) = Cashaz + Dehaes, j= 1.2... 
ЖЕШ ИГ RS Bo ИЛЕҢ ZU Y 
[C һо + Dicha z |, (ey, j= 1.2... 
不 难 验 证 .对 十 任意 的 常数 C; 和 了,, 它 都 满足 方程 (9. 72 8135 9 
条 件 (9. 73). 把 所 有 这 些 分 腐 变 景 解 夺 如 起 来 .得 
MO) = $ [Casha 十 Бсһа tap). 
HEERO тоф z=0 时 条 件 . 得 到 
0 一 ` Dhla). 


ОРЕ ЗЕ ИН LUN- И ЗЕК FC L (9, 70. 根据 系数 公 
-462+ 


— A ы 


式 (9, 71) ,得 
Юе, j= 1,2,0 


用 式 59.74) 的 另 一 边界 条 件 , 训 得 
„= Ува). 
这 就 是 ww ЕН СЕР. 出 式 (9.71) 
Cshaih = пуер 
= теза "Саз, 
用 vu 二 1 时 的 式 (9. 3623. Ц БИНИАШ Ж. 并 利用 式 
(9. 40) 可 得 到 


= уы 1 
G= Jila ya, sha h" 


最 后 求 得 
сч 2и shaz 
= 1. ара; sha 


其 中 (j==],2,"…) 是 J]o(x) 一 0 的 所 有 正 根 . 

从 本 例 可 看 出 ,圆柱 形 区 域 上 求解 拉 普 拉 斯 方程 或 有 关 的 问 
题 中 , 贝 塞 尔 通 数 是 一 种 有 用 的 工具 . 有 时 称 贝 塞 尔 函 数 为 福 函 
数 . 


и == 


аур). 


9.5 正 交 多 项 式 
9.5.1 正 交 多 项 式 的 基本 概念 


ЕЕК ЕНИН ОПЕЕ ТАИ. УА 
有 正 交 性 , 故 应 用 较 方 便 . 
定义 9.5,1 ЖЕМЕ gpa Др КЕЛД .л-—=0,1,2.+е, 
Небо н Л СЕА ЕЩ p HEARS д Aaea 
463, 


项 式 的 简单 集 (simple set of polynomials )， 

本 节 扩 考虑 实 变量 >, 显然 车 有 p(x) 是 的 mr 次 多 项 式 ， 
则 存在 常数 ca ca fE 

раб) = Year). 
ко 

定义 9.5.2 FERH ab) E ТТЕР o ЕЁ wa>, 
Т лї Ele), 

[wp gd = 0, msn т.п = 0l hers 


Пт Е Са, 5) ER w ВЕ Ж 8.0156 Е (orthogonal polynomial 
set). w ВВА Сеге р function). 
ЖУ 9.5.3 RDE s 为 使 得 以 下 所 出 现 积分 有 意义 
的 函数 ,ww 为 满足 wo >a 的 函数 , 则 
Fp) = КОШ 


称 为 fg PERLAR w 的 内 积 (inner product). 
据 定义 9.5.2 fE 9.5.3.970, ЕЕ Ж ЖЛ ДҮЙ. M 
Ch = Ü, m= n, тп = 0,1,2, 
Гаја. Жтт) 20, УД 
(@,@) 55 0, n = D,1.2, n, 
若 { 吕 } 是 正 交 多 项 式 集 . 齐 对 任意 的 次 数 低 于 次 的 多 项 式 函 数 
pE 
(Hp) = 0,n = Orlie, 
而 且 


L 
(tsp) = | cpzegcodz 一 0, 天 一 0 一 ]. 


9.5.2 正 交 条 项 式 的 基本 性 质 


一 般 的 x 次 实 多 项 式 p,(x), 最 多 有 个 实数 零点 ,而 且 有 的 
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零点 可 能 是 多 重 的 , 而 关于 正 交 多 项 式 的 零点 ,有 如 下 的 特殊 性 
质 . 

定理 9.5.4 З Сар ER w 的 正 交 多 项 式 集 , 则 每 
个 多 项 式 gC+) 的 零点 都 在 开 区 间 ta,6) 上 ,上 且 这 些 零点 都 是 分 高 
ERE nT. 

关于 正 交 多 项 式 集 {p} 中 函数 之 问 的 关系 ,有 下 述 关 于 递 推 
关系 的 定理 . 

定理 9.5.5 Яр а,в) БН а Е Т, А 
在 数列 {4,,B,,C,} ,使 得 对 nl 有 

talr) = Apni) + Bal) + С.ф, (х), 

其 中 А„5&0,3В„з®0, 

定理 9. 5.6( 克 里 斯 托 费 尔 - 达 布 (Christoffel-Darboax) 定理 ) 
若 {g}) 为 (a,8) 上 对 权 w 的 正 交 多 项 式 集 . 设 记 为 名 (zx) 中 项 
的 系数 , 即 


A) = h,a” + RRM. 
HS r= (да,ар. ШЕ yr 有 
h фал (уф к) — pa OPO) 


}>)яу!@С йу) 
#=б 


£h. y— = 
ATAN ТЕЗУ д, КЛЕТ. В B DER ИГ. Ж 
Дх) = Sante), (9.75) 
П с, 为 
сь = (fA) САЗА). (9. 76) 


ЖУ 9.5.7 “д (а,Ь) Е w 的 正 交 多项式 集 , 且 满 
足 
(дәй = 1, яп=0,1,2,'э, 
则 称 {8} 为 (a,.5) 上 对 权 忆 的 标准 正 交 和 多项式 集 (0rthonormal 
polynornial set). 
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TR Ela A- EZZ, BRENS 
PhD = [ep TER 
{1} 便 是 标准 正 交 多 项 式 集 . 
定理 9.5.8 若 {%) 是 (ta,6) 上 对 权 忆 的 标准 正 交 多 项 式 集 ， 


函数 了 Гас perda 存在 ,c= САРО А 
Sa = [we coz 


п Уй. 


ба 
lime, = 0 
к 


БЕЛЕН Е Ж EAREN PT ЕНЕ EKRE 
雪夫 多 项 式 . 


9.5.3 雅 可 比 多 项 式 


sù; 
HILI Fabien ҖЕ, е]. asao 
c; 


时 ,级 数 只 有 有 限 项 ,所 以 是 … 个 < 的 多 项 式 ,以 下 看 到 它 有 一 定 
意义 下 的 正 交 性 质 , 现 内 讨论 实 自 变量 x РВ. 


定义 9.5.9 
d + e), вети 1 ==] 
ШШ 1 十 ai 2 


称 为 雅 可 比 多 项 式 (Jacobi ро1употпа1в), ЕБ # (ту, и» 0 

EREK. 

Н Ж 9.5.9 及 定义 8. 3.1, 可 以 得 到 

Kedi -= хл (1+а)„(1+а-+#),, z—lj‘ 

PeO = УЮЙ eT 2 | 
(9.7) 
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re 


从 此 可 以 看 出 P. (т) z ËJ n IK £ ik. 利用 定理 9.3. 7 等 ， 
Pe Cr) 可 变换 为 ; 


а+е„{хт+1 rf #—пру—| 

(а, йу = — — j|” „ш 

ProD) = 2—7 2 pal 1 
(l+a+ÜB),, рх 1)" p On en 2 | 

{a йу = nZ 

Р; со = е +! 2 ета) 


Ре (к) = = 1, |" — а — я} zu) 


я 2 1+йх—1 
(9.78) 
由 以 上 式 (9.78) 可 推出 
ре r) = (— р Ро), (9.79) 
реле) = LED, (9.80) 


ра 1) = (— 1)"(1 +8), 
пі 
罗 德 里 格 斯 公式 (Rodrigues formula》 
РГ (гуп Жл 


(х— 1) (z + 17 4 


РФ (z) КЕП grl“ = ee + 10787] 


(9.81) 
关于 雅 可 比 多 项 式 的 生成 函数 ( 见 定 义 9. 4.3, ЖШ 3 
示 方法 ,如 
LETEN Die +a+ 8); gxr— 1) 


《1 = #)71-—8,Е 
) z | (I — 2° 


1 + а; 


— S (e + B + 1),Ре (тут 
= C + ay, ` 


RUR B ЕЩ Bareman generating function) 


(9, 82) 
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Pti] 一 (之 十 了 Є PiP iry" 
| ， a Z Jel, +a 2 J- EET 


(9.83) 
e (1 + r+ 0) — t р)" = DPA (zy, 


(9.84) 
其 中 р= (1—2лт-н®Т. 


РЕН а. В.Р РЕ FA ERER. 
ТЕ 9.5.10 £ Кеа» —1, Кейс — 1, M] 
[ Q — z F PEPE Cadr = 0 
А 
对 méa ДЇМ. Ж m= n. ЙЇ 


| G — rU + кре (zy dz 
-1 


ата +e + ага +8 + н) 
II La + + юга T a+ Ë + m` 
从 定理 9, 5.10 AH, {Р 01 ЕДА 01-2)" 
为 权 的 正 交 多 项 式 集 . 
{Р} ШШ FERE: 
(2 [е ++ Ë Pen) + (a+ m) Beep] 
= (a + B п) [Р (z) 一 (az — o PeP (z) J. 


(9. 85) 
(e BT DE D ДЕРҮ” Са) 
= [8 — a + (z + Ë + 2n)z JPP (z) 一 2G + m PEP (zy, 
(9. 86) 
2п(а + B j nayta + # + 2n — 2›Р (z) 
(а +8 +2a me P Haele B T 2n)(a +B 2л —2)] 
x Pien (r) —2(a += 1000 +n 


Dia +8 + 28)P;e2 (z). 
(9.87) 
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雅 可 比 多 项 式 是 由 超 几 何 级 数 定义 的 多 项 式 ,对 于 固定 的 e, 
有 ,得 到 (…1,1) 上 的 正 交 多 项 式 集 . 一 般 常用 的 正 交 多 项 式 集 是 
它 的 特殊 情形 ,由 取 定 & 与 8 的 和 铺 形 ,例如 切 比 涩 夫 儿 项 式 , 坦 让 
德 多 项 式 等 . 


9.5.4 切 比 雪夫 多 项 式 


切 比 雪夫 多 项 式 是 雅 可 比 多 项 式 在 "一 8= 一 过时 的 特例 ,但 
常用 的 是 以 下 的 定义 ， 
mY 9.5.11 对 = 一 0,1,2，， 
T, <x) = cos(a arc cos z) 


称 为 第 一 类 切 比 雪夫 条 项 式 . 
U(r) = 319-09 + Dare совт] 


sin(arc созт} 
称 为 第 二 类 切 比 雪夫 多 项 式 ， 
ES т=созб, — 1х1. 利用 三 角 公 式 
T.(cos0) = cosn@ 


ЕЛ 


= cos — | » cos" бё + (ео inag — зө, 
а 


可 着 到 本,(z) 是 xz 的 mn 次 多 项 式 . 同 理 ,U(xz) 也 是 x 的 nn 次 多 项 
式 . 事实 上 ,可 以 证 明 
O W nam ta — 1) 
Т,(2) = > CHa or (9. 88) 
RA G t Dreta р), 
бш) = D GR E туру ав 
其 中 [x/2] 是 不 超过 л/2 的 最 大 整数 . 
根据 定义 9 5.11 或 式 (9. 88) ,可 以 给 出 


(9.89) 
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Telr) =1, T (z) =x, 
Telx} =2z* —1. Тул) 一 423 —3>, 
| Tiir) =82* —8л° +1, Т.С) =16r° —20z° 十 57， i 
Т0) =32xf 一 48z +1837 一 1 ， | 
T (£) =642? —1127 +567 —7x 1 
(9.90) 
ТТТ Т, 的 图形 如 图 9. 5. 


图 9.5 
车 令 х= соь, y= T, (z)=cosn0, P| у 满足 微分 方程 


d> + му = 0. 
变换 回 变量 x, 则 у= T.C) E kay ras 


9 dy шу = 0. (9,91) 
dr dz 
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F RHE HE EREI e= HT MRO. 91) 化 成 


. d: i dy А 
ЕЕЕ 
这 就 是 式 (9. OP а= ndn = ARLA A E ER 


一 个 解 是 | 一 as 于, 另 一 个 线性 无 关 解 由 式 (9. 25) 给 出 ， 
1 3 | 


即 | Sathni на) , 它 并 非 多 项 式 ,所 以 必 有 
Т.) а ml], 
为 了 确定 常数 dd, 令 +=1, 即 得 4 二 T,(1)=cosn8|; .二 1. 所 以 有 
T.C) = P 一 ms 二: 7 l. 
如 果 要 用 雅 可 比 多 项 式 来 表示 ,可 以 根据 定义 5.5.9 写成 ， 
T,(z) = ШЙ 1 (ж), (9.92) 
21, 


ЗНА ЖИД Т.С Ч a— a= 一半 时 
的 特殊 情形 . 
同 理 , 可 以 证 明 Обл) ДУ 


‚йу dy 
(а — 2) që — 3: үт + nG + 2)y = 0, (9.93) 
以 及 
Шш) = =) (а). (9.94) 
-| 
21, 


即 U.(z) 是 a= 8 TRE aJ e ФА. 
RT LOODA U. C) йй ЕЁ Ж. f a] i ETRA- - 8548 
. 471 ° 


形 ,有 不 问 的 表示 方法 ,例如 : 
i>a Tn, (9.55) 


1 —?л + # 


l _ „ 
w DU, (9.86) 
_—— — T, 
"hl т, = У 100, (9.97) 
evshlt VTT) SS бән 
лт = 2 GTD (9.98) 
BEX 9.5. AAZ ЖЖ ЖИЕ А НҢ. 
Т„(х) = Upi) — zU, (>), (9.99) 
T,CG = Hile + Ма ШТ" (а /=— ijh 


(9.100) 
Q — DU, а) = ХТ) — Таб). 09.101) 
关于 了 T,(x) 的 其 它 重要 性 质 ,列举 如 下 ; 


Ezt 
0, n= m, 
| 
Í TODT U — ж) Edr = типе m2>0, 
=] 


лт, n = mn = 0, 
这 是 定理 9. 5. 19 的 特殊 情形 ,说 明 {T.} 是 (一 1 1) 上 以 
(1 一 x*) ?为 权 的 正 交 多 项 式 集 . 同 理 可 得 {U,}) 是 (一 1,1) 上 以 
(1 一 六 为 权 的 正 交 多 项 式 集 ， 


微分 公式 
— a 2n] КЕ гуно d" озун 
T.C) = (— 1) 1 а?) Jr‘! A 7, 
(9, 102) 
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— Ú s Q sa 


递 推 关 系 
Т.1600) — 2zT,(z) + T, aeo = 0, (9,103) 
TJ k £ rh А {ЕЕ SM ЇНЇН r RR ШУ Н]. Эс T iX 
方面 的 一 个 性 质 是 : 
定理 9. 5. 12 在 一 1 委 xz< 委 1 上 ,所 有 最 高 方 次 项 系数 为 1 的 


п RETR Po MZ TOS PARKRA A E 


max L 
-issi | 2"! 


对 一 切 z" 项 系数 为 1 的 实 系数 多 项 式 P.(x) 成 立 ， 

关于 切 比 雪夫 多 项 式 的 应 用 , 见 议 下 的 例子 ， 

0) 9.5. 13 节约 者 级 数 的 项 数 ”我 们 知道 可 以 用 泰勒 公式 
近似 计算 一 个 充分 光滑 函数 的 函 值 , 这 种 方法 有 很 多 优点 ,如 容易 
计算 等 . 但 是 也 有 一 些 缺 点 ,如 误差 分 布 不 均 习 ,只 在 泰勒 展开 点 
= 附近 较 适 用 . 车 要 较 大 范围 适用 , 便 要 增加 泰勒 展开 式 的 项 数 ， 
即 增加 逼近 多 项 式 的 次 数 . 这 是 比较 麻烦 的 . 我 们 可 以 利用 切 比 雪 
Ж жй ЕТ НЕ И КИИ. 例如 ,在 [一 1,1] 上 考虑 70а) е“ 
的 近似 . 若 取 三 次 泰勒 多 项 式 , 有 


Дт) яе р(х) = 1—+ r — T + 1, 


т, | тах IP,(z)| 
игр! 


жае Р] БАЕТУ 

[fer) pala = |R,Ce)| | ФӘ © 0.113 

п и 
(— 1 < == 1). 
WEER /rz)? 的 四 次 泰勒 多 项 式 , 则 有 
Ра) = рш) 1 ва Led та к, 

误差 估计 为 

КӨ (Фе |< E = 0.22 C 1< r<. 
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但 车 利用 式 (9. 90) ,将 TD TT, +T, (ОКА 
P.C ,得 到 


11.018, 
2.02) = то ттл +4 +T. (zy, 
而 | 二 r. |< =o. 0052, 将 此 项 略 去 ,得 到 
zy В = 195 + z + Zi + ашо. 


它 的 误差 限 可 和 估计 为 0. 0227 4-0. 005250. 0279. 这 个 误差 限 比 
Ra(zr)? 的 误差 限 小 得 多 , 近 于 R(x) 的 误差 限 , 而 只 要 计算 三 次 多 
FA. 

如 果 zatx) 中 的 zx? 项 再 用 切 比 雪 夫 多 项 式 表 示 , 即 z: = 
т, Тао) 


191 
192 


+ Setet ET), 


FAES) 


ШР zT, wsi az0,0417, 将 此 项 略 去 ,得 到 


fry B(x) 一 191 + z+ Be, 


它 的 误差 限 可 估计 为 0. 0279 十 0. 041750. 07. 这 个 近似 式 是 二 次 
多 项 式 , 而 在 [一 1,1] 上 的 最 大 误差 比 用 三 次 泰勒 多 项 式 的 误差 还 
s |. 

例 9.5.14 ERDHE 在 [一 1,1] 上 , 若 有 > 个 播 
ШШЩ —1ту<ж,<1+<л,= 1,MW 3 fEC"[ 一 1,1], 有 


£” тб 


а) = L, G) + (т). —1<ё<1. 


Е о, (а) = lerdir Ке ба Ea) rda ба) 8 f(z)ËJ п—1 


ТОРА H EER. 它 满足 L. (r)= f i=l, но. 如 
Ж 
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max | fe (8) | = M., 
ПНЕ ИШЕН УЫ — 
R, = max 1/6) = L,-,Czy| < м. max [ә Cx) |. 
式 中 К, 的 大 小 到 洪 于 max [o Ce) |. 所 以 向 时 适当 她 选择 a, 
rama WIER, 尽量 小 - 面 tx) 是 首 项 系数 为 1 的 4 次 多 项 
起 ,根据 定理 9. ID Ra n 为 切 比 雪夫 多 项 式 的 军 点 ,好 


mimoos 号 二 rt la. 这样 可 使 max ato | 最 小 , 且 有 
估计 
M. 1 
КР pa 


这 种 选取 捅 值 点 的 方法 , 称 为 使 插值 余 项 极 小 化 的 方法 ,是 切 比 雪 
夫 多 项 式 在 近似 计算 方面 的 一 种 应 用. 


9.6 勒 让 德 多 项 式 及 有 关 的 函数 
9.6.1 勒 让 德 多 项 式 的 定义 


雅 可 比 多 项 式 最 简单 的 情形 是 a=6 一 0. 由 定义 9. 5.9, 得 到 
定义 9 а= 0.1.2. 
] 一 工 | 
2 
PASE EEA Legendre polynomial). iH P, (>). 
有 时 定义 9.6 1 不 易 应 用 . 而 令 超 几何 函数 满足 的 微分 方程 


ECL 


d'w dw 


#1 —® ga + (1 — 22) qç + n(n + Dw = 0. 


ЯМИ Н EE =, 则 一 P,(z? 满 足以 下 的 勒 让 德 方程 
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р» ау = FÍ ~nn + 11 


(9. 24} 中 的 w= P. (z),z= 


аа) 8 ое 90 + nG + 1 = 0, (9.104) 


d 
其 中 ma 一 0,1,2,…… 也 可 以 写成 
ifu 一 1° nge] n(n + 1) = 0. 


车 从 方程 (9. 104) 出 发 , 求 它 的 级 数 解 ,将 w = Jar 代入 


方程 ,得 到 系数 之 间 的 递 推 关 系 


а= Сп 一夫) + k + 1) 
к FDHD 


所 以 若 取 m Е a 一 0 或 ao 一 0val 任意 ,得 到 式 (9.104) 的 两 个 
线性 无 关 解 : 


а,. 


ш, [1 n(n D, т 一 е раю, 4 ~} 
аА 

ur mai а -SODO HR аа ра LD...) 
= | 1", DES fort]. 


可 见 , 若 n 为 偶数 时 ,ww 是 一 个 次 多 项 式 ,而 w EERE 
Ж.Ж л ЖЭР ИШ w 是 无 穷 级 数 而 mw: 是 多 项 式 , 因 此 只 要 适当 
选取 m 或 a ,就 可 得 到 式 (9. 104) 的 多 项 式 解 . 它 与 定义 9.6.1 的 
Р.С). 

ЖЕ 9.6.2 FME wS MRO 104) 的 多 项 式 解 就 是 
ws=P, (z). 

也 可 以 将 定理 9. 6, 2 作为 勒 让 德 多 项 式 的 定义 , 它 与 定义 
9. 6. 1 等 价 . 
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由 定义 9. 6.1 或 定理 9.6.2, 可 得 到 
P.C) = 1, 
Р(х) = x, 


P,G) = 10802 1), 


1 


Ps(x) = ST — За), 
P.G) = 0350 — 3022 + 3), (9.105) 


Р, (=) = desar — 702: + 152), 


P,G) = Ees 315z* + 10522 — 5), 


Р(х) = =з 693x + 3152: — 352), 
P.P. Pa PsP, 的 图 形 如 图 5. 6 所 示 . 


1 P, 
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9.62 勒 让 德 多 项 式 的 基本 性 质 


wy t gl Co 
Р(х) = 2) ТЕРУ ， (9.106) 


к= 
Эя)! a , 
Р(х) 一 20а +=. G), (9.107) 
JEF z, C) 8— 4 z BJ n— 2 次 多 项 式 . 
P,(— z) = (— 1YP,(z). (9. 108) 


P,G) = 1,Р(— 1) = (— 1)" 
— 12m)! r (9.169) 
201) 


Pa (0) = 0Р0) = Š 
罗 德里 格 斯 公式 
Р(х) = + Lre] (9.110) 


2°} da" 


z ÈPO) = n, (r) — Ара), n Z 1. 


á d 
(a + DP, grote) дуР= C), п>]. 
(a — 1) 07 = na P,e) — nP,. (z), н 221. 
лР, О) = (28 — 1)хР„-(х) — (и — DP, Or), nZ 2. 
(9.111) 
生成 函数 
| јар, 
1 рифу" 
УР О, 4 
2 „Ст рч, 当 l> 1. (9.112) 


{ 了 小 还 可 以 有 其 它 形 成 的 生成 函数 ,如 
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PO 


eB ls р}= фу 09.19) 


е“: УТ Ша} = У) 


"=" 


拉 普 拉 斯 第 一 积分 人 Lablace first integral) 
Р,(2) = 去 [fx “ма | совр l'de (9.114) 
拉 普 拉 斯 第 二 积分 (L.apiace second integral) 


іб іф 
Р, = 一 . 
60 zh [г + М i cosp) 
因为 勒 让 德 多 项 式 是 = 一 8=0 时 的 雅 可 比 多 项 式 , 和 根据 定理 
3.5. 10, 有 


正 交 性 


PC 
nl ` 


(9.115) 


0 (н зе m), 
[ „Р.Р, (т)дт = | 2 
22 + 1 
AP EL D EIR e= 1 的 正 交 多 项 式 集 . 
关于 函数 了 在 (一 1,1? 上 按 正 交 多 项 式 集 {P.} 的 属 开 , 即 傅 里 
叶 - 勒 让 德 震 开 , 根 据 式 (9.75) 与 (9. 76) ,者 


(n = т). 


f(x) = Ўр, ‹9. 116) 
=ù 
则 
* 
= 2+1} СОР, Сод, (9.117) 


定理 9.6.3 (D 车/ 在 [一 1,1] 上 连续 , 则 EaP 平均 
KAF f) 
lim f о) 一 Dopery faz = 0, 


Й с. 如 式 (9.117) 所 示 . 而 且 


f (zr = Уа 


k= 


(2) 01а) 1] ER, ЖН rE lab), 
—1<a=<b<1, 7 在 (4,8) 上 是 周 变 的 , 则 EaP a) {Ех На, 
А 各 

аз = ао + fe — 0). 
EPa ш. 117) 所 示 . 

ж 了 在 它 的 略 变 区 间 内 部 任 一 区 间 1 上 是 连续 的 , 则 

Dope 在 了 一 致 收 伍 ,其 和 为 /Cz). 


9.6.3 第 二 关 勒 让 德 另 数 


勒 让 德 方程 (9. 104) 可 以 看 成 由 超 几何 微分 方程 (9. 24) 的 特 
殊 博 形变 换 而 得 到 的 . 它 的 一 个 基本 解 可 以 取 为 多 项 式 P,(x), 另 
一 个 线性 无 关 解 可 由 式 (9. 25) 导 出 .可 取 为 


20) ора 1 я +2 
@я + | 2 ' 2 


©, (2) 


ма + 5 єт) 
(9.118) 
БЛ К} е Ж.Ж ОЕ е 的 多 项 式 . 
定义 9.6.4 由 式 (9.118) 确 定 的 ,方程 (9.104) 与 P.(z) 线 性 
无 关 的 解 Q.《x), 称 第 二 类 勒 让 德 函 数 (legendre function of sec- 
ond kind). 
一 些 Q.(z) 的 表达 式 如 下 ， 
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= Е1 
Q, (z) = ru = 1 
= Жү t 1 
ao = 于 In 研一 一， 
(9.119) 
д) = + (az Din 21 32, 
О; (х) = 1 а? зга Z tH 5y + z. 


9.6.4 База 


9.1 中 举 出 的 数学 物理 问题 的 例子 ,要 求解 该 问题 ,关键 在 方 
程 (9. 8). 不 难看 出 , 若 式 (9. 8) 中 4 一 n(n 十 1),m 一 0, 它 就 是 坦 让 
德 方程 (9. 104). 现在 讨论 m 可 以 不 为 零 的 情形 ,如 伴随 勒 让 往 方 
程 (adjoint Legendre equation). 
diy 
dz? 


2 


dy m 
АС 


(1 — Xx?) 


(9. 120) 
#rh—1<xr<1, m=0,1,2,-, п=0,1,2,. 
关于 式 (9.120) 的 解 , 可 以 从 方程 (9. 8) 的 解 P,(z) 出 发 ,直接 


验证 (1-- 2292-97 Р, COR ERO. 120), Ж фа=њт,н 1,6, 


Ях" 
т= 0,1,2... 男 一 线性 无 关 解 也 容易 导出 , 故 引入 如 下 定义 : 
ЖМ 9.6.5 


раба) = (1 — дот S” p ax), 


dz” 


ar = 0 — z58 А сш) 
分 别称 为 第 一 类 和 第 二 类 伴随 勒 让 德 函 数 (adjoint Legendre 


function). 
定义 9.6.6 TALPO R EEE. 可 以 证 明 ,Py(z)》 
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有 如 下 性 质 . 


dr 由 , 


жыр сарт О" (9, 121) 


Р (т) = 
正 交 性 
0, (я = ID, 


1 
|А P? Co PF хі -! 2 (n + m)1 
` In + (n ту] 


h (т Z k), 


„(а = I. 


d< 
1— = 


{PrP latm 


m ih 一 = Ё). 
(9. 122) 
9 
Cn + 1)тРТ(т) = (a + m)yP% (z) + ia m + DPH, 
(2n + DE — riPpr(r) = Prii le) — РЇ! (т), 
(Фя + DO — PrE) = (n + m) (a +m — DP) 
— (m — m + 2)(n т + DPR Cr), 
{2n + 1061 т?) ЕРТС) = n(n — m + 1)Р?, (x) 
— (+ Dn + m)P%_ (z). 
(9. 123) 


类 似 于 定理 9. 6.3, 者 了 在 [一 1,1] 上 连续 , 则 可 在 平均 收敛 
意义 下 展开 为 


f(x) = DaPr(z). 


其 中 I 
а, = 2 ат zyPrzydr 
这 里 ,mw 是 固定 的 整数 . 


方程 (9. 105》 和 《9. 121) P a.m 均 为 整数 ,对 于 更 普遍 的 情 
*482* 


形 , 可 以 考虑 方程 
d’u du ё — 
Чы 2 ОФ) J) =. 


(1 — 2) 

(9. 124) 

其 中 д.» 为 任意 复数 ,z 为 复 自 变 莉 . 可 以 证 明 RO 124) 的 一 个 
RRA 


， Liz 二 le yy E 
Рг) = рт 27) Е = vret а), 
(9. 125) 

м pg 二 0, 以 P(x) 记 Pr(z), 有 
P.G) Е| wd HF} 

当 产 一 产 ( 由 一 1,2,) 时 , 式 (9.125) 是 不 定 武 ,可 以 变换 为 
В) = (2 一 рте “р, (9.126) 

= 


所 以 当 рео 为 整数 时 , 式 (9.125) 与 定义 9.6. 5 是 相符 合 的 . 

式 (9. 124258 8 отб 0,1,2, --- УВ, Ж изё®п(я=0,1, 
2 ИЕН. НАВЕ З В ж, Ш (9.124) 2 5 # 
《一 1,1) 上 非 零 的 有 界 解 , 者 v=; 则 其 解 Pr Cx) 在 (-1,1) 上 是 有 
RW. 


9.6.5 球面 函数 


在 39.1 的 例子 中 , 球 域 上 的 拉 普 拉 斯 方程 经 过 一 次 分 离 变 量 ， 
BA YO PREBE 4), 它 的 解 定 义 为 : 
定义 9.6.6 在 0<6<x,; 一 x<<g <x 满足 方程 


1 ә. „ур, 1 2Y 
(sing 7) + тр ар i 


АҮ = 0 
ERIE 
УСО, < оо, Yp] < оо, 
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YA p+ 29) = YO, 
BJ РЕЖ Y, 称 为 球面 函数 (spherical function). 

从 定义 9. 6. 6 知 ,球面 函数 就 是 满足 式 C9. 4) 的 有 界 周期 解 . 
将 式 (9. 4) 再 一 次 分 离 蛮 其 ,得 常 徽 分 方程 (9. 5) 和 (9.6). (9. 5) 的 
周期 解 是 cosmo 和 sinmp, m = 0,1,2, 5". 将 式 (9.6) 作 变换 ， 
ft 一 cosg 后 ,化 为 式 (9. 8), 即 

sfa е4) p- 2.) 0, 1.1 
令 4=vGy 十 1), 这 就 是 式 (9. 124), 要 得 到 此 方程 的 有 界 解 , 须 
к=п.  А=л(а--1),я== 0,1,2, +. 所 以 得 到 

O) = Ре (соя), n=m,m 11, 
所 以 ,基本 的 球面 函数 可 取 为 Pr (cosñ)cosme 和 PT (соз0)віпф, 其 
rBa=0,1,2,- т 0,1,0, 记 
Ү = P. (cos0) 
Y; (0,@) = Р1(созд)совЁёф, k = ],2,+е,п,» (9.127) 
Yi = Р! (соѕб)ѕіпёф, А = 1,2 n, 
则 一 般 的 球面 函数 可 以 表示 为 


TO, 网 = уус„Ү(б,ф), 《9. 128) 


由 伴随 勒 让 德 函 数 及 三 角 函 效 的 正 交 性 ,可 以 得 到 球面 函数 
HEXER: 


f Гут oy yytc8.zəsinña94ag = 0 (9. 129) 
=r 0 
Я пз, 5 n=l 而 тэ. 

276. (л + m)! 


Ë i Гл Н — 
IRRE майдае = „тет Em 


(9.130) 
Ep a=, m> B) e=. 
任 一 在 球面 上 连续 的 函数 A TURF AYL [ЕНИКИ Ж Ву 
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级 数 , 即 
Р.ф = 5) У) Yt O, 《9. 131) 


Н осел, ne чт, 
с. = =i ГРО ҮТ O, gsinndodp, (9.139 
Fad- 


Kh м 2 EEDI, e, 同 (9. 139)， 


9.6.6 应 用 举例 


这 里 讨论 9. 1 中 提出 的 边 值 问题 438. 1) 及 (9. 25. ИП 
Аа = 0, Kr Ar 0 << 0 << x=, — z =< g< z, 
uol pA = РСВ, Ф), 

老 求 分 离 变 量 形式 的 解 # 二 ROY (C0,g), 则 YY RESE 
《9.4), 它 的 周期 有 界 解 就 是 球面 函数 Y, (0.6). В А=п(в 1), 
二 0,1,2,"", 民 满足 方程 (9. 3), В 

df ,dR 

61" 4 
ов 1 ЛЕ, АГЕ ЗЕКЕ r ео, 
І 0 时 的 有 界 性 , 舍 去 后 者 ,得 到 分 离 变 量 解 为 У, (0, р), Е 
HYAA Yr (8, ARRERA BRO. 128) ,一 0,1,2，… 所 
有 这 些 分 离 变量 解 都 满足 方程 As=0. 为 了 满足 边界 条 件 ,把 所 有 
这 些 分 离 变量 解 选 加 起 来 , 令 


一 Уну, 
«=й 


= > Sa, YTO, p. 


Hm я 


] aG + DR = 0, 


РИ r=r 代入 ,得 
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/0@,ф = У) Ў атг. 


яая а 


即 可 根据 式 (9. 131) 和 (9. 132) 定 出 


最 后 得 到 
ulr b = > Slon 
其 中 6 如 式 (9,132) 所 示 ， 


9.7 诸 尔 米 特 多 项 式 


本 节 讨论 一 类 在 (一 =,50) 土 以 exp( 一 x?) 为 权 的 正 交 多 项 
RE. 
071 对 于 z= 一 0,1,2，…， 


去 | YOD. 


n n 1 1 | 
2' 2 2 К < | 
称 为 卉 尔 米 特 多 项 式 (Herimite polynomial). 

定义 9.7,1 是 利用 广义 超 几 和 何 函数 来 定义 H,(z) 的 ,从 :Fu 的 
定义 9. 3.12 可 以 看 出 ,不 论 = 是 偶数 还 是 奇数 ,级 数 表达 式 将 中 
断 为 有 限 项 , 即 


Н,(х) = (2z)',F, 


++ LJ. 


Н, (а) = (223537 z 


koi Ы 
ETES 
ay С I nda _ 
Qr) > ¿rm Em, 
故 得 Hz) 的 多 项 式 表达 式 为 
Pro， TA w= nk 
Ho) = Уу 2 (9.133) 


£ lG 2р 
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从 式 (9. 133) 可 看 出 H, (z) Е x ËJ n IK Жї. А 
а" e ИЙ. ЕО RRO 2" Вр 
Н„(т) = 2"z" + Talt), (8.134) 
其 中 m :tz) 为 z 的 一 个 xn 一 2 次 多 项 式 . 以 下 是 开头 的 几 个 
Н.С). 
H,G) = 1, Н, (х) = 2r, Н.(х) = 4 — 2, 
Н, (0) = ёл" — 12r, Hi (ad = 1623 — 482° + А 
Hr) = 324% — 100° + 1202, 
Н, (x) 64z° 一 4802 + 72022 — 120, | 
Н+(г) = 128ж' 一 1344z5 + 336022 一 18802. 


(9.135) 
ecse sesse, 的 图 形 如 图 9.7, 其 中 


Z > SAS 


图 97 
)= "еН, Сә 
“ч (nt уя И 
及 式 49.133) 可 直接 得 到 如 下 人 性质， 
H,(— z) = (— DH, (a), (9.136) 
Hao) = (~ 1229] +| ;Hai {OD 0 — (9.132) 


Но) = (— rej Е Hi, (0) = 0. (9.138) 


3 
\2 
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埃 尔 米 特 多 项 式 的 生成 函数 可 取 为 :生成 函数 
exp(2z#— £) = У) H.) 


"=n 


本 式 可 以 通过 指数 函数 的 级 数 表达 式 及 式 (9.133) 来 验证 .此 
外 ,还 有 


(9. 139) 


nl 


ехр(2лт — Н,е — y = >° He, or (9. 140) 
m= ` 
L угуза › _ (у— 2л) HCOH, (у) ， 
{1 ~ 4) ехр[ > Та? ] > PT P. 
(9.141) 


AAO. 130 ,利用 马克 劳 林 (Maclaurin) 定 理 .得 到 


Нух) = ерон 一 Б 


经 过 化 简 , 得 到 罗 德 里 格 斯 公式 : 
H.x) 一 《一 1)"exp(r’) Eie zy] (9.142) 
MIRO. 139) 还 可 推导 如 下 性 质 ， 
递 推 公式 
2<=H,(z) 一 2пН„.у\х) 一 HKz) (Z= | 


= 


2хНь(х) = H lr}, 

Hicr) = 2H, Cr), 

Н„(х) = 2rH, lr) 一 Н, (z). 
积分 表达 式 


Н„(х) = H expl2zcos0 ~ cos28)cos(2zsin0 — sin26 — n0)d8, 


| (9. 143) 


(9. 144) 
ЖО. 144) ,可 推 得 R,(z) 湛 足 埃 尔 洲 特 微分 方程 


z 
Не) — 2z ÅH) + aH = 0. (9.145) 


dr? 
ЖТ (Н, MEZHER ,可 由 式 (8. 1155301. 
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ЖҮР 9.7.2ОЕЯШ) 对 再 与 Ho, 有 
、 o I f _ | 0. MÉN, 
fee aH, Cr) Hrer dr = loni Кот = n. 
定理 9.7.2 说 明 1H,} 是 在 (一 oso) 上 以 exp( 一 好 ) 为 权 的 
正 交 多 项 式 集 . 所 以 具有 9.5 所 讨论 的 正 交 多 项 式 集 的 性 质 . 
定理 9.7.3 对 于 埃 尔 米 特 多 项 式 H,(z) ,有 


(1) | ехр(— rhat H, adde = 0, k = 0,1,2, 0 — 1); 
(2) Hi,(x) 的 零点 是 实 的 , 且 是 分 离 的 ， 


ч Н,(х)©Н, (у? Нн, (УН, cr) — Н, (rH Су) А 
(3) > Б 2“!н1(у— r) ' 


(4) 3 Г exp(— ddr 存在 , 则 


limo l|" exp(— 2% х)Н, (тәх = 0. 


9.8 hm mk 
本 节 讨论 一 类 在 (0,c=) 上 正 交 的 多 项 式 集 ， 


9.8. 广义 拉 盖 尔 多 项 式 


定义 9.8.1 对 于 nm 一 0,1,2,…， 


(1 + e), 
n] 


LP (r) = 1Fi(— a;l + a;r) 


PA LEARNS (generalized Laguerre polynomial). 
定义 9. 8.1 是 通过 合流 超 几 何 函 数 ,F, 来 定义 的 ,前 面 的 因子 
是 为 了 方便 而 引入 的 . 从 定义 9. 8. 1 可 得 到 
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2 уд D +a) 
LG S A дл D IG T O 


可 见 LOGORE т Ë я RETR, ERE AMES Dnt” 


(9.146 


开头 几 个 Lx) 的 表达 式 如 下 : < 
© =1, pt 
{е — y 26 
Л) =] +a ——, zy 
ы? SEC Ha +ay— (2 +a) HEr’, 
LED SEO Ha HDG +a) 102 Баз tor | 3 
] 1 + 
2 
+ 了 (3 +a) g7 ， 
(5.1477 
ш 09. MOT ДЕ E iLe КН FAA ЕЙ: 
ПОНИ ха Шест 
е F it 4 a; xt) 之 G + ay (9.148 
Т.Е, Ми Ж д ЖШ ЖАНЕ LE 2 9.4.1), 所 以 又 可 写 为 
—4/1 И —; Lf 
EDAT + ает yH) = > x "чог, (9.149 
还 可 以 推导 其 它 的 生成 函数 ,例如 ， = с ESN 
1 xi ` to), Li (ryz 
(1 — y le Яя k= Tu (+a, 
(5. 150 


特别 是 < 一 1+e н. 有 


可 ер) 29 = Ууц, (9.151 


BIK (9, 148) 09.151) > М RKF НЕ НЕ 
490” 


LEG) = (Qa — 1 Ha — DLE (z) (и —1-++1°(л), 


Aea) ңы" Ca + н) (z), 


dr 

ту = ALE ry Ыш), | 

T dr i 
a 1 

Leer) 一 一 4709, 


(9.152) 
Кок 1523284836 ЧЕНЕ" аа 2 ВУНЕ К. 
9.8.1 ЖЕ, бев З Эе СА (9. 30) —— 09. 32)), 可 以 
到 а га п ЛЕ ОВЕ. 
LE Cr) = С + ЫШ Gr), : 
н л (r) = (a + н) С) rs (ry. | 
G +a s mL = (и + DL (х) + zL Р). | 
Í 
| 


due а LPa), 
Lee N Ла). | 


(9.153) 
利用 生成 函数 的 表示 式 . 还 可 以 得 到 如 下 的 有 限 和 公式 ， 


" _ СТРА 
Ше (т) = > аи PLEO, 


LEE e a) = Y LE CGO O), 


ке) 


У) О +), (l — yy ут) 


1, oY 
”这 п + а, 


CLE D Q paseu С гу” 


tag oy Q 
L GG ак, 


与 勒 让 德 多 项 式 及 埃 尔 米 特 多 项 式 类 似 , 广 义 拉 盖 尔 多 项 式 
也 可 用 微分 公式 表示 :只 要 利 出 式 (9. 146) 及 求 导 公式 ,就 得 到 罗 
德里 格 斯 公式 
д°е“ 
n! 

ЖР аз E MA Же. uy ki h ЙИШ Л. BS Е, 
足 的 方程 (9.28) 导 出 ,也 可 以 由 式 (9, 152) АРАБ 
H. 得 到 LO со ЕЕ 


2 


z CY a) ELO) + ninta) = 0, 
dx dr 


LE) = 


Zie е], (9.155) 
+ 


(9.156) 
也 可 写成 


z [= іе" оо] Балте 211004) = 0. (9.157) 


KMAR A 1с) Мт E u ЕД Ы9° (ж). Ж 
《9. 1573Ж L (=). НЫШАТ. 


(m 一 a) | eO naya 
LPC) Ere (z) —149{(т) ELP (z) Т, 
Ж (а bD HOw, PRR E Бев —1 时 ,rte 734 r—=0 fll 
жоо Т Ж. AE mAn BF. Бараа НКЕ ЖЕЙ. 
Щ л=п Н, А609. 15500 ИУ ДЕ. 
定理 9.8.2( 正 交 性 ) 对 于 Lo БЫЗ, Беко 

0, m Z n. 

J ALPE = jra +a+n) 


n! 


[е 
L 


„эй = h. 
定理 0.8. 2 НҢ LI 是 在 (0.7 上 以 re- 为 权 的 正 交 多 项 


式 集 , 所 以 共有 9.5 中 所 讨论 的 正 交 多 项 式 集 的 性 质 ， 
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定理 9 .8.3 若 Ree> 一 1, 则 
[ree Crdr =0,k=0,1,2, n l; 
(2) LI Cr) 的 零点 是 正 的 , 且 是 分 离 的 ， 
(3) > EILE СА O) 


(1 + ay, 
(n + D! ТА ONL Са) LOLS) 
q +=, z — y ' 


a) |. заах 存在 , 则 


-上 ro 
iim[ TE] "f Te (ту (іх = 
н ! ° 


9.8.2 Нло 


ЖЯ 9.84 对 于 及 ==0,1,2,…,g 二 0 时 的 广义 拉 盖 尔 多 项 
式 称 为 拉 盖 尔 多 项 式 (Laguerre polynomial) , 记 作 Lafa). 
由 定义 9.8.4 及 定义 9.8.1; 及 式 (9. 146), 可 得 到 
Lx) = Fii nilir), 


(— ^а? 
І.С) = D ат GG pr 


开头 的 几 个 拉 盖 尔 多 项 式 如 下 ， 
L,(z) = 1, 
L (z) = 1— r, 


L.G) = 1— 3 + 32, 
L, (z) = 1 — 3 + 3а 一 L=, 
L.G) = | — ir + 3 Ey I а". 


Ense: eu зе зэр, ИЛЕШЕ 9. 8; 其 中 
"493* 


e (z) = e r L, (x) 


因为 Ltr) 是 L(x) 的 特殊 情况 ,所 以 关于 I."'tx) 的 性 质 均 
A L.C). HI 


L si 
(бе „Е(—;1;-— др) = S! эг | 
T tO, L, Cry 


2-4 * 
ri n} 


Da- Rlou l= 
(3301 一 n-'exp| =] = PL. 


(4) г Eo Enan. 102; 
т 


d d 
(5) qhe DS gpl 1, 1б). 
d ГЫ 
一 J= VY 
©? А: 
(7) ala l= (ди 1 OL ae 000), 
сву у= еме o, 


пуал" 


"494 ° 


z d 
(9) x Сожа 6000, 
o Ü, m ÉA, 
(10) | eT x) ta dr 一 
а І. т = я, 
КЫЫ 
í 


(12) Ге Hela Собе = (> Dal, 
(13) L(x) 的 零点 是 正 的 , 且 是 分 离 的 . 


aD Eha б а L, OLG] 
х—у ` 


(14) ХМ Се, Су? 
k= 


Ó 


asg | е сод 存在 , 则 


lim КЕТИРЕ == 0), 
Ú 


hon — y)“ yL) 
> k! (л —Ё)! 

КТ LAEB Е Т. Са ЕЕ ЖЛ Р.С) 
尔 米 待 多 项 式 H.(z) 之 间 的 关系 ， 


1 і 


GE) L, (rx) = 


oh, lesk | 
q 2 ` 2 бе 
GQ Hl) = Pa) X) ,F, | | -t Ë Palat 
=) КИЧ ру l 
1% 9—15 ] 
Jj al 成立， 
115 тета» 1 l- kL (25 
(2) рео 2), Ув , | | L malta) 
ka у" 7308—1073 | 


对 a> 成 立 . 


ЕЕЕ 1, но 
2 2 | К 
(3) m= D ,8, 1 |C яни 
s 1 1 aj Fan 
Lath 4+0; 
2 2 J 
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-4 a, punk l 


ia 1 | C—my2'P.,Cz2 
сто Мав , 1 Пт 
ts эту OHA y HD: 
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10 积分 变换 


10.1 引言 


积分 变换 ,粗略 地 说 就 是 把 一 个 函数 “变换 ?成 另 一 个 函数 ,用 
近代 分 析 的 话 来 说 就 是 利用 称 为 “ 算 子 ?这 种 对 应 规律 把 函数 / 
经 过 算 子 工 作用 后 变 成 函数 下， 

Т/=Е 
Hi FK RJ T НАА 24 BE 35 , БИЕ ИИ 
HARTER TERRE 3; 18 А EJ R| ИРЕ ЕЕЗ А 54 ТИН 


题 . 

积分 变换 有 着 极为 广泛 的 应 用 , 除 用 于 求解 数学 物理 方程 以 
外 ,在 近代 系统 理论 中 研究 线性 平移 不 变 系 统 时 ,积分 变换 是 极其 
重要 的 手段 ;在 电信 系统 中 ,积分 变换 中 的 传 里 时 变换 与 频谱 概念 
关系 密切 , 它 基 求解 时 间 序 列 问 题 的 时 域 与 频 域 间 的 桥梁 ;在 光学 
研究 中 已 形成 一 门 傅 里 叶 光 学 ,此 外 ,在 计算 机 模式 识别 中 都 有 所 
应 


未 章 先 从 积分 变换 的 一 服 定义 出 发 ,然后 介绍 若干 重要 的 积 
分 变换 ,最 后 介绍 较为 近代 的 各 种 积分 变换 ,力求 给 出 较 多 的 * 变 
换 " 公 式 供 读者 使 用 . 

10.2 积分 变换 

10.2.1 定义 


定义 10.2.1 设 已 给 ( 实 或 复 值 ) 淫 数 /(+) 与 KC ,，) 
“ 497， 


使 得 

V z*CR,V уЄ[а.51: KC’ OFO Æla БТЕ, 8k H 
函数 空间 二 {ff(y)ER,yE [et В 8] С {glg(x)E 
R.r€lc.2] ЖТТ. 


T, F — G 
详 言 之 
Ti fO к= аба) = [Kie уду 
ЖЕЙ (Кегпе})К( * , * ) НЧЕ Cintegral transform), С, 
作 : 
ТР = к. 
当 算 子 工 EMY bijective tt. Pk T =S ERRA E 
反 演 公式 (reciprocal formula). 
10.22 若干 重要 的 积分 变换 


在 各 种 应 用 中 经 常 出 现 的 若干 重要 积分 变换 列 入 表 10.1. 
表 10.1 重要 积分 变换 表 
Ë Kiry) к 


е 2] BETER 
cosry (0.02) те 
sinry (0,ce) ШШ ПЕ ЕЛЕН 
ест (0,е) | 拉 普 拉 斯 变换 

муу]? _ | (0) | 汉 开 尔 变换 
Е (— 5,02) | ЯА 
ЕЕ (0) | 梅林 变换 
(+s) (0,со) | 斯 蒂 尔 切 斯 变换 
w т (осоо) | 高斯 变换 

498 。 


在 上 表 的 汉 开 尔 变 换 中 ,本 (“。“ OENE RER {ЕЗТНЕ 
换 中 ,积分 存在 是 在 柯 西 主 汗 意义 下 的 存在 性 ;在 斯 蒂 尔 切 斯 变换 
中 ,p>>0. 


10.3 {ҥш Әй 


首先 给 出 很 里 叶 变 换 的 定义 及 其 反 演 公式 ,然后 给 出 传 里 叶 
变换 的 存在 条 件 及 其 性 质 ,最 后 给 出 若干 重要 函数 的 傅 里 时 变 狼 


0.3.1 傅 里 叶 变 换 及 其 反 演 公式 


傅 里 叶 蛮 换 通 常 有 对 称 形 式 与 非 对 称 形 式 ,我 们 首先 给 出 对 
称 形式 ,然后 再 给 出 非 对 称 形 式 . 

定义 103.1 VC + CL (R), Cii nF 3 1⁄ 
FLAO + KARAFO DWF: 


уа] i foede, 
Эк! = 


REMER FPO ORRERA [FO ): JOARE 
TOAT: 
E [Fa] +f FOzye-izdx, 


ER OORO ORA НЕО ИЕ 
fG)< Fir) 
在 不 会 混淆 的 博 况 下 , 常 将 O ОЕ ШЕ ЛЕ ЫН ЕЛ" O), 
其 中 六 ，) 称 为 原 象 , 广 (，) 称 为 象 ( 变 象 )， 
对 称 形式 的 情 里 叶 变 换 还 有 另 一 种 定义 . 
定义 10.3.2 ÜV (0. 06 h (R), Z É 08 р 
"459 。 


SU ТОЕ FO DWF: 


FUO] = f oera, 


ваа Fí + ORZA F [FO ° JOEA 
FAF: 
FOER] = H|" Рова, 


м?т! - 

现在 给 出 非 对 称 形式 的 情 里 叶 变 换 . 

定义 1033 PV fO. €L (R). Z É) 8 E nf TF 8 
FEC ); е СЕНО РСТ. ` 

Ж“ [fy z] = [лоса 

аа РС ОАБК F [F( J; JANEE 

ГЕО Тт, 
S J[F(z) t] = 去 | Кое". 


从 上 面 的 定义 可 知 ,同一 个 函数 的 对 称 形 式 的 传 里 叶 变 换 与 
非 对 称 形式 的 傅 里 叶 变换 是 不 同 的 ! 由 对 称 形式 的 伟 里 叶 变换 的 
ERREAK п ,就 可 以 得 到 非 对 称 形 式 的 变 象 .因此 ,对 使 
用 者 来 说 ,应 当 认 清 所 使 用 的 是 哪 一 种 形式 的 情 时 叶 变 换 表 . 本 手 
册 给 出 的 是 第 一 种 对 称 形 式 的 傅 里 叶 变换 麦 . 


10.3.2 傅 里 叶 变 换 的 性 质 


为 了 灵活 地 运用 傅 里 叶 变 换 处 理 多 种 多 样 的 问题 ,应 当 了 解 
傅 里 叶 变换 的 一 些 基本 性 质 ;我 们 先 集中 陈述 这 些 性 质 , 鸭 后 给 出 
有 关 定 义 及 定理 , 

(1) 傅 里 叶 变换 是 线性 变换 : 对 于 Y a,bE R， 


"500。 


Таға) + bgr] =a TAO z] +З (ЧЭ т], ` 
SaF Cx) + GC) =a (Е) | 
+&#—'([С(х)н]. 


《10. 1) 
(2) 翻转 
FL =F UFO; — z]. 
= Diz] Os х) | (10,2) 
ТЕС жи] = [FG ~ 8]. 
(3) ж 
UG z] Т C z), | 
? í (10, 3) 
Еб) = Еа); +]. | 
(4) 位 移 
К = 10) а] е 1702), l (10.4) 
Ет za t] =e Р) ш). J 
(5) 微分 性 质 
Ff ODE] = GFL). (0.5) 
(6) 积分 性 质 
=] ойг] ГО]. 《10. 6› 


(7) 乘积 定理 
(8) 帕 塞 瓦尔 等 式 
Е" = F. зах. (10. 8) 


D 卷 积 定理 
LG) жайт! SF Oa] Тала] 
FLF) e G(z) 9 FOF [G], 
10.9) 
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Жн Ло) д0) = (f *#)(0) = f бова - odr Bi 2 90 
LEDa OOW ET 

H FE- а Е E EE a fi Pr S|] ,它们 的 卷 积 定 义 
亦 有 所 不 同 ,读者 在 使 用 时 应 特别 注意 . 


10.3.3 全 里 叶 变 换 及 其 反 演 公式 存在 的 条 件 


关于 健 里 叶 变 换 上 友 其 反 演 公式 ,我 们 有 各 种 不 同 的 条 件 , 陈 述 
企 下列 诸 定 理 中 . 
定理 10.3.4099 8-8) 7 А C Riemann-Lebesgue) E) Ж 
FOER Д) е R ВЕ ЕТЕ: 
[Газ] = l Радета, 


元 
EER LER ,连续 日 
Hm Sr] = 0, 

出 此 定理 可 以 看 出 ,并 不 是 每 个 在 无 限 远 处 总 于 零 的 连续 
ОШЕН АЙ С +), ГИ УС ) 存 在 ,FC，) 在 无 穷 远 处 必 
ЯП ЛУН ЕЕ}. 

必须 指出 ,上 述 定理 中 的 СОЄ F (R) E S fE R ЕБ 
зунан. REA RTA MESH ЗЕН |” I/C lde 
E ARS L: (R DC L (R). 

定理 10. 3.$( 健 里 叶 变换 的 反 演 》 ЖУС+›Є r СК) Н 
TROE OO Ей ы, F. 


ары | 
Га) = žl „Че dx ( 柯 西 主 值 )， 
EIO OMARE: р. 


"502, 


fa+o+ra-D)_ 1 
2 м?т 
定义 10.3.6 9 H (Fourier convolution) 8 E 
е дее ОРЕВ С < (+) 


| 7 | K 
JU 一 一 二 т à 
(f у) = (к\т — Юй 


| 02) de, 


| 
=— Ст) Ск = Tdr, 
Эт „8 


定理 10.3.7( 卷 积 定 理 ) AIOC ШЕ 
的 卷 积存 在 , 且 /x gE LR) 满 是: 
LU gD = Pe] [gtr) sd 
应 当 留 意志 (R) 中 有 许多 巩 数 ,它们 的 卷 积 ( 了 < gg) 仍 在 
工 (R) 中 :例如 当 /( ，) 5。) 为 有 界 的 情形 ,就 是 如 此 . 
定理 10.3.8( 普 兰 切 瑞 尔 定理 ) ФС yC J2(R).HN EA: 
PFC， ET2CR7 满 足 : 


. : 1 f 

Fiz) =lim -f Tedi, 
Е 

А ` 1 P 

J (zy =lim ==) Fryen dr, 
AR a 


更 一 般 的 情形 ,有 下 面 的 定理 . 
定理 10.3.9 SC ETAR) (рео) ТТЕ КС € 
L (RORE: 


， 1, 
Е) =l, i. m -一 一 йе", 
x т z] "i ед 


- lyp 
Jir) =l, i, m —-/ моет, 
a San 


其 中 p =ру(р—1),(1<р&2), 
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10.3.4 ” 傅 里 叶 余弦 变 柳 与 傅 里 叶 正 弦 变 换 


定义 10.3.10 f(，) 的 情 里 叶 余 弦 变换 FCO O 5 ЈО 
HE DUT: 


=“ азу] = 4 2 [осо trådt, 


ЖШ EAR FTE s OREA 
JO DMF: 


ТТЕ (ry; t] =} ifr, (z)cos redr, 


定义 10.3.11 С ОАО ШЕЕ [УСО 108 
та F.C DAE: 


AE r= 2 raysin di 
q 


ШШ п PZ ОК SZ VF. +), + JOB ES 
fO yy E: 


З [F (ry; t] = JEI esin tady. 
性 质 10.3. 12 {фр йн р и EAE ДАН 
弦 变 换 之 问 的 关系 : 
RIO ORTER Tr 
Лау = [AO РС 72 ARARO; 
Ачау = По) = 000772 RRO, 


则 有 
Ур Л = + Fl) sr 
= ri). (10.10) 


10.3.5 ШЕЯ 


9102 Бен 
ЕС = 1 Г foed (RERO 


s 
ғ = =) F(x)e -dr Ой АЙ) 
жо“ 
fu) Fiz) 
р" _ ы Ге 
0 x 2 Jap 
21 Go |4 (560) 
四 : 四 z 
3| 一- (0) 1 (0) 
КАТ КАРІ 
4 sgnt i sgnr 
“|+ xal 
Н I 
z singt i 1 + 1 | 
5 + 
Уа] 下 了 7 Sal 
ç cosat 1 | 1 + 1 | 
ul 2| Irta! V ral! 
2 
7 TF (0<CRes<1) тө гала 
ТЕ 
220 
А 2 ыт | Le 
8 sgn (0<Rev<2,21) i sgnz Af 608 gT Viz 
l х0 
1 airl 
9 | >0 As 
а? 4 эа 
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fO Fia) 
i заат. Ега 
sent 2 [e ilal |) 
19 Fama; a>0 М?ка 
—e ТЕ —а!г|)] 
n 一 [e Еа [а> 
11 25. (a>0) мк 
+е ЕЦ еї] 
13 (627. (Rao, LF 
ги ва<0, РЄ R) 一 地 ee 1-9 
I — —- 
аут" y + 
13 а) — |z К,а) 
1 гъ) 2 
(Ве > т) 2 


14 1 J£ 
еа! T Kalala) 


== i 
15 | 4 ver < A= Јба і) 
и|>а 27947 
o 
1 < I 
баб у U fidas 
16) lo >а | 2#_ £ alp 
ма iaj T 
(Rev<1/2) 
MEG а<и<8 1 ешт доз 
o at> | a ra 
е wi >Q l 
i 1 
18 | lo 1<0 Jont teie 


(а2>0) 
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_ Fi) 
19e l .-£ 
5 е (a>>-0) е9 
И м 2а 
201 ta>0) N Matta +а 
| маа 
sgn іе" 一 一 
21 че (>O lisen Ули 
; ВЕ” V y T 
| aHa 
+ 
-A 
22 е 
(a>0) шеш v 2a|z| —sin V 2a |=| 
p 
isgnze" r 
23 sgn ie $ tao) | ST tes м 2a|zi 
Шз “ iz 
十 sin /2a[z;) 
. 1 
СЕ чачыл Z ab 
= ——K ía vatti) 
ба 52-0) т 
7 — 
23 кыш Куут 
-一 |- (qb>0) 
n at = 
(== ‹а2>0) үг (æ! <a 
i| >a 


"307 = 


PE 


JUD Еск) 
—. 
р isgn yz fr 12 
27 TU (а>) | 2 V 2 т< 
Е А ua 
in ИЕЛ ИШЕ! 212 
28 эшш (429) > {a 2 | | а 
t " [а [22а 
Е neroyeos E|. L, 
29 и лса 
(Re vE (—1,1) 1 
ь&0,д7>0) “тыт! 
1 j т 
T z 一 -十 一 
39 | зіп at (a>0) | la T 4 | 
1 л n 
81 | cos агі (a>0) КШ за =] 
sin af? i'_ | 
32 (a>0) -Vi -cl ] 
t 2 М. 2na | \ Y ARa | 
= бо r À 
in ze af [5| | € |] 
33 == ќа») 2 | v 2na | эла} 
pr 
+ v 2asin| 245 
da 4 
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10.4 拉 普 拉 斯 变换 
10.41 引言 


利用 传 里 叶 变换 可 以 求解 不 少 方程 ,但 是 能 够 进行 傅 里 叶 变 
换 的 函数 在 R 内 要 游 足 绝对 可 积 等 较 强 的 条 件 , 这 样 有 些 经 常 遇 
到 的 如 常数 函数 以 及 多 项 式 等 均 不 满足 这 样 的 条 件 . 这 时 就 可 以 
采用 拉 普 拉 斯 变换 . 


104.2 拉 普 拉 斯 变换 及 其 反 演 公式 


定义 10.4.1 设 /(，)EZL(R), 它 的 拉 普 拉 斯 变换 
[fC );，],( 简 记 为 L(。)) 如 下 : 


ир: = [ro “d G= codi (10.11) 


Е ЛОЖА se LO; J, CE S 
FDAT: 


ЧЧ] = Бе, (10.19) 


(z буо Z= 0). 
上 式 积分 应 理解 为 在 柯 西 主 值 意义 之 下 的 . 积分 是 沿 着 任意 
直线 Reda 取 定 的 ,a 是 函数 /(，) 的 增长 指数 . 


10.4.3 ” 拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 


下 述 拉 普 拉 斯 变换 的 各 种 性 质 , 部 是 在 原 象 商 数 满足 性 质 
(P) 的 条 件 之 下 获得 的 . 所 谓 条 件 4P) 是 指 下 列 条 伞 ， 
素 件 10.4.2 ЖЇР). 
(在 :8 时 ,AD 一 0; 
D 在 30 时 ,六 "及 三 (，) 除 去 有 限 多 个 第 一 类 不 连续 
+. 509 • 


点 外 ,处 处 连续 : 
(3) 当 fc 时 ,7 ，) 的 增长 速度 不 超过 某 一 个 指数 型 琢 数 ， 
换言之 ,存在 常数 M20220. V C R ,满足 
IEO | < Ме", 
其 中 a К OO ) 的 增长 指数 . 
BERR FER OCO ORE RPO , 则 对 于 Y cyd 
ECERS )+de( Ü {ИЕ STOP), E Н 
Llef + dgs] = себ as] + a Lgtt);s], 
(10.13) 
ESO ng +) ТЕРУ, REER EK yp S s Жон. 
WRR РС 0а REATO), E. 
ово) = эш] косо dr, (15.14) 


тке), ССО РОС ОЙО, П асе, Re s> 
sta. 

定理 10. 4. 3( 卷 积 定 理 ) E/O ei MRE АСР. 
ЛОС 的 着 各 


СГ ау) == [лова — соаг, 


CHER. H 
[Cf gdes! = AS] + igs] (10.15) 
BOOTS OORE ео АЕРУ. 
ALE 0); у] ГО) У] ft 0), (10.16) 
更 一 般 地 有 
[Р а] = ALs] — De = (+ 0), 


< 一 
roo 


(19.17) 
其 中 
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JOG о) = lim fO, 
Ж SORE RIEP) ДЇ 


FOE IOR (о. 18) 
一 般 址 有 
EI ofe] 0019 
车 A(。) 满 足 条 件 (P), 则 
se | ear s |= уо), (10. 20) 
车 A， ) 满 足 条 件 (P), 且 积分 
Г LUFO ldr 
绝对 收 就 , 则 
[trener = Лалы], (10. 21) 


定理 10.4-4ОШ ЙЕЛ 设 /(，) 满 足 条 件 (P) ,ao0, 则 
[fat) ss] = EATA s/a], 


定理 10. 4. 5( 延 迟 定理 ) БЕЛО.) ДЖ 0.00 
“Уа —t)is] = ese fl) у]. 
定理 10. 4. 6( 位 移 定理 ) 设 A(，) 满 足 条 件 (P), 则 
LAE — sJ = lew fe) ре], 
极限 关系 : LO. J A，) 的 拉 普 拉 斯 变换 , 芳 3 Нас) 
( 当 上 "0 或 一 co) ІЗ BmsLG)( 当 3>0 或 ;xoo) 并 且 
р) lim FG) =lims LCs), KA PEE: 


(2) lim fG) = lims к), PARAE. 
定理 14. 4.7( 展 开 定理 ) RAEO ) 的 变 象 是 真有 理 函 数 
"511" 


LO °); 
L(s) = Al) / BCs), 
Не Н sorsi s, 均 为 单 根 , 则 原 象 


_ <a AGO н 
/@) = 之 вар . (10.22) 


定理 10.4. 8( 赫 维 赛 德 (Heaviside) 公 式 ) БИЮ FÇ + Om 
+. 
К) = GWH (5), 
#rh He; )=s€[AC(- ); + J,hC*) 是 增长 指数 为 a 的 分 段 连续 
函数 ,GC* ) 是 准 有 理 函 数 ( 即 G(s) 一 A(s)/B{s) ,degA(s)Sdeg 
BG), Ё degA(s) „дер B(s) 分 别 表示 AOS BORRO, Д] 
(1) TECO; + -存在 且 基 分 段 连续 的 指数 型 请 数 ; 
(D го, ССВ НР, НАС) 
数 , 则 TERO; e Je B 8. 
设 函 数 FL，) 如 下 : 
F (s) = Gis) H (s), (10.23) 
其 中 GC. ) fB Ba kk. EA [H 0, JA n— 1 阶 连续 导数 ， 
且 在 :二 0 时 为 零 . 它 的 上 阶 导数 是 分 段 连续 的 指数 再 函数 , 则 
S NFC); +], 


存在 且 分 段 连续 . 
10.44 拉 普 拉 斯 变换 及 其 反 演 公式 存在 的 条 件 


定理 10.4.9 ЖАЙ ЛС, ДЕ ЖЇР СР), WERKER 
LUNO + J: 


S[fGeyis] = [лає “de 


在 半 平 面 Res>s 上 有 意义 , 且 是 解析 函数 . 
+512 


— a 


定理 10. 4. 10 车 ./，) 满 足 条 件 (P),IC，) 是 它 的 变 象 , 则 
当 t>0 时 在 At，) 的 每 一 个 连续 点 上 成 立 


r= Z| Loea ( 柯 西 主 值 


其 中 积分 基 沿 着 任 一 直线 a=Res>w 进行 . 当 t<<0 时 上 式 为 堆 . 

定理 10. 4, 11 ЖЕ Т.С - ) 在 诺 半 平面 Кезо 上 解析 ,在 
任意 半 平 面 Resza>>s 上 , 当 |*| 一 co 时 ,对 于 args 而 言 均 匀 地 趋 
T, Н 


[rod 
AHA LO. ORR УС +). 
І резе 
ғо = [ое 45 

HER. 

10.4.5 拉 普 拉 斯 变 摘 的 主要 公式 表 

表 10.3 拉 普 拉 斯 变换 的 生 要 公式 圾 
LO Тв) = [rasa G= z+ in 


FO =s [LG] = =Ë Юе 


тау Ыз) 


1 {ар (a> 0) +} 


2 | ft с пу 02690 
ds" 


fe ПЕЕ (s) ав)" 
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fu) Li) 


— 
| 


tj efa) Lis — a) 
i 


соз th) 


л 


| Like- b) + LG +ib] 


1 рау КТЕ 
зе №) 一 工人 十 №) 


ОТЕ) 


1 А 
[LlG + a— ib) 
т |e tfesto 27 


+ L(s + a + i5)] 


300 +а—%) 


8 [е (узіп (реу 
= L(s + a+ 15) ] 
7 
p ту по 1,2,6 | Улас 0) 
10 | те у (т 22 п) [ - А.) teno] 
> ДЕ) Lera 
ай”. ШЕ 
по) ЕСЕЈЕ 
а, ЕС 
12 { t) fa, а) LO) 
de , 
13 СРО] тһ |0 100) 
[сово (a= 1.2, | LO 
м7 == 
15 [ mD [оё 
бок s Ja 


ПУЖ 


914 * 


c 
Li) 


FOD 
/@—а) ta 
| s< < ЕЛ 
= а 
= 
17 | re +a aco [шо = f: "Жаза | 
1 [° оа) 
18 | fan) =Í те “чиш 
19 | = Ze Re >— 1 和 | Sz) Linde 
| _ 
= путу 
20 [ Ti dr Lidas) 
T = т 
е 
=H, =l] yd 
21 [ =H Ez сет 好 лут Z) 
н = 0,1,2, 
z [мг Мат = ту] таг + + + 
аз уш РЯ SETE hd | / рү) 


-一 一 
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10-46 拉 普 拉 斯 变换 表 


表 10.4 拉 普 拉 斯 变换 表 I〈 本 胡可 供 从 原 象 查找 变 象 ) 
ка) = Тон] = [aysa (Res = a> 0) 


леу = s '[L(sy it] = | Lod G 20.20 


| fe) Е) 
о 10 
1 [8072 | 1 
°= 1=0 
2 |ёа—а) arů шс“ 
3 |а (m=0,1,2,+) al Ar 
ре (т=з) Vr HA т 
5 |: (Reu>—1) Toit 
Ил B 
[б >a а 
7 1 (a>0) 
loe о<е<а s 
4 
0 Оа 
8 ү a< (О<а<ь) | (Кез = 
0 КЕБ 
[607 (>а g 
9 |1 perca TEED eu 
(Re 1) 
б} 1 
| 1 as 
ШЕКА (a>0) Lent 
E — s 2  __ 


ннн ас ARE ae 


ғи? Lís) 
t 1 i as 
12) |2] (a>0) | ола Z 
十 
t t 1 1 
13 |4 | ‹а7>0) 2 ey 
t i Н N 
-lilli sme 
N А t 1 la, 
Lij- iroli sag aha 
(a>0) 
_| 
1 
>а 
v /= С 
1 А Otta n erfc[ as) 
十 
16 | к DEEL за к ilas) 
„+1. (as 
(a>0,Rer> —1) мк : 
|> >а го+1) кыз 
+ 2а |+ 
17 | 10 0<г<а EL 2) Kotlas) 
v i 
l (Rey>—1) 
К O< <a V xu муна 
18| lo брда er [zl L.rtasy 
(Rev> —- 1) (Res=o> -- оо) 
а—! 
-天 = 一 б<г<?а 
19 Y даг — 2 жае “L (as) 
G 
1 _ 
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Еж 


Fa) _ LO) 
20 | 1 ахо [| lÀ] 
alay (a>0) |е 一 三 
(a50) 
z|- (a2>0) 
Утта. 


24 


27 


a>0) 


temRea) 


(n= 0,1,2,8) 


nlo 
(= аут! 


(Rea) 


(Бе»—1) 


Tü+1 


> 
(s—ay 


‹{тс®Кеа) 


р РНИ 


КО) (s) 
32 en/a A\/ 一 (sRea) 
33 | (>O) ажал 
34 а (а2>0) v naet erfe( а р) {a> —оо) 
35 тез (аг>0) Фа[1— V mase“ erfe( а 501 
ге а 
(а> — 2) 
36е a g 
37 | oes зт 
38 |e 
39 | sina afg Lat) (cZ: |Ime 
-—-. m +. 
40 ; созаг silta) (922 |Ime; ) 
7 I J sin (29— ух ln- 1н 1 
1 рии _ 
lo (?я—1)т<г<22як Бе") 

12 | [ааг (a>0) zeth 2 

2а 
#3 | eosar! la>) 2—6 (е аскећ 2, 

Ба 2a 
j .. 
А HOSP HSin 
44 | сов аг) _— j 
~ -| 

45 | snila t g) mapes 


* 919 + 


续 表 


fü) L (s) 
(s— B)cosQ— asing 
46 | e#cos(ez-- 0) G— 8): 
(т> | Ima | +Reñ) 
人 一 Psing 十 acosg 
47 | ейзіп(аг 1-0) (=—8)2— 0? 
(s> Поа | Вей) 
КЕП 
А 1"sinat | ыы 
4 vim. | " 
(а = 0,1,2) > счет 2) 
0.25 ` 
(e = 'Ima|) 
gt 
iG Бау 
49 сова | , 
S з; а m 
(я = 0,1,2,+=) У cec 
etma] 
(s > |а!) 
zef 1 1 1 
F einat 2 LG +i) (s ia] 
50 Гоу. z 
Rer- D | F ysintvarctg D 
{e > Imaj} 
rof 1 1 
‚1 2 kz to >] 
51 £ coset гоз 
(Rer >— 1) = T + ауто: (yarctg D 
(e Z= llme|) 
s | = arctg $ ба 22 Imaj) 


520 * 


JG) Lis) 
-一 2 
Е тоза ьа +5 (е 2 |Ime|} 
А # фа s 
54 | sinat; V t sS + a 
= |Ime 
Í x Уз ke s 
55 сова м t 2 а 
(a = |Ima 
$1 4а В а 
一 21 Я —- ад 
56 созо? = cosp? zin + р + Barctg P warctg Ç 
a 52. тах { [Тае | ,|Im8 
ñ 1 фа 
2 21 = 
57 sis at 1 la 十 2) 
(о Z= ?|1та 
58 | sina w г 
59  ? cosa V t 
бо | sina г де —® | 
і тё! 
61 | cosaY . 


“е 


521 * 


іс) 
(a> 0) КЕ Z= sin М Зах 
5 
coska й) 
63 | — ба > 0) 
КА 
64 | sing? 
65 | sinar ta > 0) 
1 
86 | созш? (а > 0) 
67 | shat 
— at) 
68 | char ° | 
(s > :Real} 
— 
2e fs — Да?) 
69 | sh'az 
(e 22 2|Real) 
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ѓа» 


рэ 
Ж 


| LG) 


(х2 — 2e fsi — da) 


BO 


70 | char М 
(а Z= 2|]Кео|) 
t'shar ro) 1 - 1 
71 R 2 [6 — ay (5 + а) 
e> J, 0) _ (а 52 |Кеа|) 
ro) 1 1 
t lchar | 天 一 一 
72 ° 2 25+ G iy] 
(Res > 0) (г> |Reai) 
shat 1, gte 
5 тг ќа => Reef) 
зоғ 
= {022 21Кео |2 
_ - 
75 | easha G — 8 а 
<= > |Rea| + Кей} 
s — В 
76 | echar G — PY -- a 
(а > |Rea| + Ref} 
77| shavi Ty 
2 3% 
78 | cha £ *Verí(a/2 V š) 
4 - 
sha V £ | Лк» 
79 Ме x s) 
cha м £ 


{кы 


r 


fO 16) 
— Тав) 7 是 欧 拉 常数 
81 | ln $ 
Z == 0. 57721 
„|н Го) Ë 0) ] 
К Reso | # Т!" 
83и + 1) [CiG)eoss — si(s)sins] 
1 о 
па sarctg — 
ntsi 
84 | 1певіпаг — т + а) .- ar] 
(a Z |Ime) 
1 " 
85 шешш — arctg | ht + а) + ‚| 
| (a 2 |Ime!) 
86 | erfCar) (a > 0) Тее за) 
87 | erf(e vV ry (a0 Ja/Gs ма? + ғ) 
1 ; 
38 | erfta/ о) @>0 | 67877) 
89 | erfeta/v í) (a > 0) 1-67 
L L 
S | 1 一 | Ë | G Мы 
LIPE (а > 0) е IN s 


— — — L. _ _ 


"524 * 


ZE 


Гау L(sy 
op | ente Zar) а 
|. ма м 5 (5 — 4) 
92 -L — eerfela v t) 一 上 -一 
”nu v s +a 
1 А ИЛЧ 
93 | ——- + ве“ еам L) 5 
ма z — 4° 
94 | eserfetay т) ; 
“ мз См з +a 
95 | Jacat) 一 -一 
° м4 2 
T 
J.C) — n 
9% | Vs q nG + ë + у 
(Rev 2>-- 1) 
(а Z= jima]) 
ICE 
ag t — (2 > |Ima]) 
Z + ey" 
(Rev > 0) + 3° + а) 
а =) 
вр ФУ 20) av 273| Bs 
(Rer >— 2) га? \ 
(8) ] 
95 ¿(a E) jay l peta 
Resp ptt 
100| Itat) Va 


* 525° 


по 80 (e > |Rea|) 
(Rer >— 1) 
102 607 aY з + 2a + мз) 
(Rer>— 1) V s Vs+ 22 
-十 
а"), ба Сз! + at а) 
103 一 а 
(n> 1) 8 + a: 
ыште G Ушу 
(a > 1) дї 
"ед aT + 215 
105 i ЕА 2 
n> p [уто уз} 
106] (ш) Ма-ма 
ПЕ a. 
ехр(#(з 一 ws + a2)) 
107] (а Мт — 255) epee Ye La D 
Z + а 
оз — 
108 01| 
| т = 0,12.) [5\0 s ' 
199| Sicar) —arctg — 
二 н. - _ 
г 1 
119| Citar) — о 1 + | 
111| Ей — ш) (>o |<-1{1+-®} 


表 10.5 控 普 拉 斯 变换 表 了 (本 表 可 供 从 变 象 查找 原 蒙 ) 


кө = н] = [оета (Кез = a 0) 


тиз = хон] =Í 


Lesyeds G 020,0 22 0) 


15а) ДО] 
x 1,9,5. l „1 
11 (= 1,2,2 G D 
1 1 7 
(s+a)' lem 
2 tir ° 
(m=1,2,.) 
4 
— l 
3 { (s—a)(s—ë) 1 (е'--е") 
a—b 


(asb) 


s 


Слу 


1 
(s—a)(s—b)y(s—c)> 


aa 天 je 


5 
(5—0) fs 一 下) 一 下) 


aa 天 6 天 c 


Hoet eae" 4- ба--Ьђе" 
(а—б)(ф—с)‹а—с) 


alb—eje" +ble ~aj --с(а—б)е" 
(a—by(b—¿)la—cy 


5? 


GaG- HG A 
atie 


a’ (hee ёс а)е tei labe" 
(a—5)(0—crc)(u—c) 


1 
(з—а)(5—#ё)* 


ее [14-а 52е" 
{а—Ь)' 
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Sk k 
Lú) ға? 
s T 
Ta hy ae”—[a thla — Pt Je“ 
日 | G—a)(s—b5)2 
ате 
2 
5 
py 2—[2ab— bth abt] 
10 | GC aG h 1-[ше кыла юш 
ай 
— $ 1 . 
111 азс +o) атра 08а: 
a= 
12 | насе Е 
азб 
s? 7 
13 аас 0) asinat—BDsinbr 


а? — b° 


а*сова! —b'cosbt 


a 
ан 
ah 
15 | 020 | 
Ea 
chat — chét 
16 абр 
аер? 
ashat - Берг 
17 Sae 
аё 
Е 
1в | sy gchar ыен 
| д6? 
* 528 • 


ИИ 


L) Je 
19 1 singt — btcosbt 
(e es)? >: 
m- 
st Sinbt— bricosbs 
20 tr oy | *”_ 
ë 1 
акру созд — безіп 
22 bichbz—shëàz 
(52—62) 2h 


btchbt + shbt 


_| 28 


3 1 
24 py chét вре 
1 ee „м За 
1 За? eos — 
25 a | 
— їзїш * 2a) ] 
1 “рыш V 
А =[— е2 cos žu 
26 PHa 
-二 + V 3 sin 3а “| ] 
sz 1 
27 | aTa Fetzer 34| 


续 表 


КО 


28 


Sa’ 


1 ete? Зза 
За [e е 2 
3 sin 2а | 
1 
到 [ea cos за] 
L] sin eh -给 - 
1 за? м2 м 
31 Ppa a А А at | 
一 8. 
4 | 2 V2! 
l. і аі 
— 二 sin аЬ 
МЕ i 2 V. 
1 | cn at 
5° м 2а 2 м2 
3 | sa 
， di аі 
-eos sh | 
上 Wa ма 
s at at 
— cos ch —— 
"t a: Уз Ут 
- 1 ， 
35 заз (Shat—sinat> 
1 
36 = \єһаё—СОва/) 


2a° 


Lis) FOD 
4 
: 1 
37 = РШ 
F | 
1 
38 y (chaz--cosat) 
2 
. | Ао» аёаа. 
э i tps tusto Osal p sinat 
i СБа)? РА р-а? 
+ за Xtsinat— Btcosat 
V 1 1 
40 $ tae"'erfta м 
== Ja ае“ "erf fa t) 
41 Ваз: А 
теа) (1-9) зіпаг —atcosat 


于 


бад" 


n! dz 


(me 


| 
ү Ka 
0 (>а 
br 
u| 一 EU H2) 
G— 6272 V mn 
P 
45| а wis E 
+ 2t М п 
-| 
46 1 а 
5 一 4 十 Vs 一 6 ka Мм 
1 
47 | 1" Fani port 
{n=0,1,2,.) z Cn) 
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£ d 


; LO) AD) 
|. . 
|} 
| оз? 
Е ЕЕ - -- 
ад le Е bt) 
i А Í. | va 
„| © eh(2 V be ) 
5 оц 
Ss Мят 
| sint? v Dr) 
3l; B - 
sv s v xb 
om | = 
52 | - е" ish Мы) 
“í. Vm 
р l аул үз ° i i 
E ЕЧ! 上 -一 一 
53 e 2af =° terte] 2 三 | 


п = ко 
etetera V + 一 
ыл с» вае огіс МИ | 
5 — —— 
хатм s) +е& f=] 
CEAI Ки 
ee i k 1 
e ak a?r V! + | 
є“є“ егіс 2 
S| V s at s) | ха! 
i a> сое 


一 十 一 一 


57 


B-a? 


ЕТИ ОУ 
Ga фм š) 


1 


(+a) жх 
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е5 аетЇс(а “з у] 
Xeric V í) 
1 e “erf( b—a Y t) 


Jia 


Ід? ѓо? 
Ibe erielo у f) 
58 |- — 
人 十 apeeserfeta М yate] 
H 
1 b д, at 
ora) ее бам ё ) -e 
1 Bala 
E ——= —— 
V 一 af s + P 
s {sat s +o) ТИ 
| 
1 / 
во (Tay XE L] мш; 
Div) V 2а! 7 
{Rer>0} 
Ls мк ү ЕТА 
1 | pan 
(Rev>0) ” ga 
те‘ бр рет 
62) 5 (асмо 
(Кер2>0) 
Ег DO) ы 
P sr ol 
н ' (а> Го) | 
(Rey >0) 
64 E (a>0) ler [na—Eit—ar) 
65 T5 (20 |eosamiCanj 1 па па —Citat)] 
5lny ‚оос - 
66 ТЕТ —SintSi(z) сока) 


-一 -一 
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Lis) Н fOe) 
一 | 
67 11 = 1 ey 
кф А 
68 |1 ste 2 PB (g) 
Da А 
6901 кта (ыў—соз(а!)]/ 
лр 2[соѕ (62) —cos (аР) ]/4 
sa 
70 | nm 2[ch(b) —ch ae) ]/ 
Linita) | 
пр? 2lna —2Сі (ағ) 
(ua>0) 
1 А 
абаз 
72 | * " — [aaa +sinar— аар] 
(а2>0) 
78 ет (b>0) 
l .- = 1 er 
74 Ë (p>0) | 一 一 e 
V: vi 
75 | — sin 2] sh 2br sin 28 
o ү 
в|—= оо 2.) ch v 25 cos Y 3 
5 I" 
77 1 [cos 0 ып =) ch V 2t sin w 26 
ЕСИН Vw 


AR 


Lis) 


sh м 25t co 


0 


78 | — | cos 2а 2) z 
у i И ЖЛ 
一 _. | ~. 
79 Е shi +) chig v àt )—cos(? y bt) 
Y + 2 w£ 
len{ E) ch(2 i) teost y ie) 
80 ch| ~ chey hr teoste y М) 
' ° 2 £ 
1 M +) sh(2v bt )—sin(2 ы) 
81 s ЗОМ н) sin(2 м) 
Уо 2Y ab 
ga | ch +) sh(2 v bt ) +sin(2w b) 
shv б ?十 sin(2w e) 
зма S wes 
Кмара) ) 
1 wple) — _ — 
аз е к.| £) XKt /а+ф— мав) T) 
: Р 
(aa) Eb atb- Маву 
KK Vatbt Vach) у T ) 
G+ MEY Yel) >] 
84 | KiCs) тпр 
1 
0 
„| K.G) азуга угу p>] 
85 | 一 一 2v 
х <1 


OC 
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10.5 梅林 变换 


梅 袜 垂 换 是 -~ 种 积分 变换 ,这 种 变换 把 指数 函数 。“ 变 成 超 
RA TO) ,向 时 把 一 大 批 函 数 变 成 由 了 A EEN НЕ} — 26 8 
数 , 切 看 起 来 它 杷 简单 的 函数 变 成 了 复杂 的 函数 ,然而 .由 于 人 们 | 
对 于 了 函数 的 特性 已 有 深刻 的 了 解 并 且 这 种 变换 的 理论 在 郑 数 
空间 2 中 与 情 里 叶 灾 换 理论 很 次 似 . 国 此 ,梅林 变换 在 理论 和 应 
用 中 有 很 大 的 价值 , 它 在 数理 方程 .特殊 丽 数 分析 数 论 以 及 模式 
识别 中 均 有 多 种 应 用 . 本 手册 在 给 出 梅林 变换 的 重要 性 质 之 后 ,将 
给 出 包含 有 170 多 个 公式 的 梅林 变换 表 供 读音 使 用 . 


10.5.1 ”梅林 变换 及 其 反 演 公式 


ЖУ10.51 RASO RER AOO - ]( 简 记 
YE MC ШТ: 


[f Cay s] = | Уют, fe) € L: (0,56) 


у= Y+ i 
梅林 变换 M4(，} 的 反 演 公 式 [M +), *]( 简 记 为 
КТ: 
да 1 рч И 
Мот) = z Ма, 


ARR С, МС ORA HERR Оа Е Сг) 一 > 
Мз). 
有 了 时 在 不 会 混淆 的 情况 下 , 常 将 函数 ГО, ОПЕ НЛ ЫСЫ 
f'(+ ;其 中 ) 称 为 原 象 ,/'(，) 称 为 象 ( 变 象 ). 
1 于 梅林 变 挤 可 由 傅 里 叶 变 换 通 过 摸 元 的 方法 获得 ,关于 梅 
林 空 换 的 存在 性 在 理论 研究 中 往往 不 单独 论述 . 近年 来 .在 不 同 条 
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ETF И ЕЕЕ ЗЕН ИЕШЕ E EAR E Н Tas t. patu F. 
定理 I0. 5.3( 梅 林 变 换 的 存在 定理 ) ЛС CL Е.К). 
Gled he ERIO J TE oE ti L 
O Y Є (0.8), F; 
(2) V тЄ(Ё,ез): ПР 
Ko А.а, EER ach ШЕК ау (Re s= 7) р. 
С + ЖЛЕ МС } 存 在 .并且 ,村 于 ¥Y 0220,а Ке з= 
一 ,积分 


М) = | гт ldr 


E S A A ER a < Resco h Me. :是 解析 的 . 
定理 10. 5.3( 和 梅林 变 换 的 反 演 公式 ) УСО !Є 
І 00.99), л гЗ Н о.е) te 六 0) 内 逐 段 可 微 , 则 梅 
林 变 换 的 反 演 公 式 成 立 ，: 
Јо) = ЫЕ], Mos 195,7 = Кез,т > 0 


Ж z ДЫ /(，) 的 第 一 类 间断 点 , 则 上 式 左 端 变 为 : 
[rir + 0) fr — o 
上 述 两 定理 中 的 (RY 订 参 看 (10. 3.14). 
定理 10. 5. 45 梅 林 变 换 的 存在 定理 》 设 (* EL (一 20， 
co 一 Yi 且 在 点 a 的 某 个 领域 内 是 有 和 界 变 差 函 数 , 若 
гоо = ESUE Ords, 
РС РУКЕ ТЕТЕ: 
Ца 0) + /7 © H ita 00070 = | fords 


定理 10. 5. 50910 Б) WON yT ELO, 
吕 ) 在 点 z йй ЖЗ Р 8 8 REE БЕГ, Н В z ИД 
«537 + 


ato + fu — 0)J/2 = 去 | 7 булй 


2т1 


(s = 7 + 10). 


10.5.2 ”梅林 变换 的 性 质 
梅林 变换 有 下 面 的 重要 性 质 
定理 10. 5. 6( 微 分 定理 ) jS ATA i JSS (+ 0 (a< 


Ims< 8) HEFE 
Шта) = 0 (= 0l n — 1), 
一 站 


则 
A rs р 976 n) (а= 1,8,0. 


定理 10.5.7 (R AFE) jk. [fe y; ЈЕ) (e< 
Глаз), ШУ € R 有 
[Га (zy s] = f" (5 + г) 
定理 10. 5. ВОКЕА) A CDC) TELO, оо), 
n=1, 2 WERU * SOE, НУ s€ C. (Кес) +) (fi x 
FO COELO) 
(|F = ДТ Л б). 
EPFO ODY G f.) CODAE ACDA OD, 
(< SaD 0 的 梅林 变换 ,而 
о = (лол) 
称 为 六 (，)、f,(，) 的 梅林 卷 积 . 
必须 注意 上 述 定理 中 对 СеО Се ОЯТА АН ЕЗ ЗЕ 


的 . 事实 上 上 , 当 积分 fr C y. fi Z —®#{ К s n y ya 
538, 


解 为 柯 西 瑟 值 时 ,定理 中 的 等 式 仍然 成 立 , | 
关于 梅林 变换 的 其 它 性 质 , 将 在 梅林 变换 的 重要 公式 表 ( 表 
10.6) 中 列 出 . 

例 10.5.9 Те”. (lz) “的 梅林 变换 就 是 了 函数 与 B 
KK: 


Го) = [чт Без > 0 
0 
В = s) = Fa + гута, 
° 


10.5.3 ”梅林 变换 与 传 里 叶 变 换 的 关系 

一 个 函数 的 梅林 变换 与 它 的 传 里 叶 变 换 可 以 互相 转化 ,只 要 
通过 适当 的 变量 置换 就 可 以 完成 . 

设 函 数 gx。) 的 梅林 变换 记 为 p*(。), 即 

p (s) = lpr] = [жог 'dr; 
(т) =. Tg (sy; r] = я (s)r-'ds 
0 < r< co,Res = Y 
РО) = тре) „етуд —is, 09) ОЕ 


(іку FUG; — is] Г g(et)e"t-i5ds 


= [ког idr = g" (8) (10. 25) 
( 变 象 之 间 的 互 换 ) 
. жоот 
со =] «(тё E)E Гов 


= (f * 6) Пах) (10. 26) 
《梅林 卷 积 与 傅 里 叶 卷 积 间 的 互 换 ) 


人 
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10. 5.4 ”梅林 变换 的 重要 公式 表 


表 10.6 ”梅林 变换 的 重要 公式 表 
м) 一 |, бе Чг 


m 
fx) MC) 
4 Кин Кари 
Ір 
1 [== М) ліх Mis) 
2m_J i 
fanart M.G) MC) СЕВ 
3 Се) Cm) э] MOM ов 
Pmj- 
4 | ах) а> 0 ја MG) 
3 [а Су Mis + а) (HEFER) 
6 нә РЕ MG/D 
7 Jerar p> TaT HM + Dp) 
3 |27 (ах?) ба. р 20) |p la Ме (st rp) 
9 [хае Mt) (s) 
r ju 
=G) (一 也 C] с-н = 
10 | ад) = 0 ntis 
е г Jre — n) 
(k= 0,1,2,.n — 1) lš . 
《微分 定理 ) 


540° 


Fir) МУ 
боа ‚ 
|| > ar! Ge) (— s'M(G) 
ба 
12 ae] Ж) а MG) 
г 
Ку f а 
13 |а) fa) баж) (а) [ ai, ‚| (s — ла) 
м || raya: — Ms + 13 
| 
H . 
15 Fade s lM + 1) 
aaa 
16 |.) r Jue +a 
Ds 
Ts 
17 | Жл) r Jis +a 
= +a 
18 [елш POMO — Res 0 
° 


Жо G) 表 中 第 10 栏 中 的 记号 


п+1—з5 
"| Jeres E= ГО — 52,909), 


1-5 


D 表 中 第 15,17 栏 中 的 记号 С P. а ШЕКЕР WK СЭ 27， 


28). 


10.5.5 ”梅林 变换 表 
下 面 我 们 给 出 - 张 较为 详尽 的 梅林 变换 表 . 


541, 


梅林 变换 


М) = [| aoaaa, 


1 те эф. 
fe) 一 去 | Moz $. 


38 10.7 常见 函数 表 


КЕЗ] Mis) 
о& к< а Я 
1 ла) = | yma = Res > 0 
IKa i 
2 |ftz) = |, тъш £ Res <0 
=i 
一 ra д 
3 ro- f(a > т: Res >— Rev 
А r>a 
ü 
х<а E 
t |fG) = - Res < R 
1а) ља TF; ез < ен 
mas b, ; 
т r<a F] + (25 
5 bo = a< r< (s Q Res >— 1) 
0 > а — b + bln s=0 
6 1 sl 
ПЕТ а> 0 jna lescas (0 < Res < 1) 
an RG — DG- 2) G — n +1) ae 
人 өс! ° 


X cscxs 


+542 < 


(0 < Res < n) 


HE 


f(r) М(х) 
1 ma’ Ictgns (0 < Res < 1) 
8 а > 0 А ч 
а— 2 ЧЕЧЕ" 意义 下 存在 
1 ; =. Be” "свел: + b letgms) 
g |а+ r)(b r) ‹0 < Res < 2) 
«агра | < rb > 9) ИШИ | 
RIE ЕЕ” 意义 下 存在 
— — 
1 кте"! = ctgns 
10 [0700—00 (0< Res < 2) 
(a> д> 0) а наа 
积分 在 “ 主 值 ” 意义 下 存在 
1 b \ Вз,» — s) 
п ору e> |Z] BG @<Res< Rer) 
[а — жу Ta 
12 | lo r>a |e Bot) (Кез > 0) 
(Res >- 1) 
0 aKa 
| a B(— и sw +l) 
13 | æ — ay ха R. Е 
Red- D (Res <— кч) 
一 个 
14 |e (a> 0) [Tise (Res > 0) 
15 [т т< f£in- 15 (Re > 0) 
0 r>a * + 
o ra 
z 
16 М z т>а эг (Res < 0) 


543" 


fr) Me) 
17 ағ ба 0) Га" lesers {Ina 一 metgms) 
a` 
=+ (0 < Res < 1) 
18 та + 2) тие (0 Res < D 
| 一 一 -一 
19 l Í 1+ ©) T pesons (0 = Res < 1) 
20 [[п(1 + az) своте C 1< Res < 0) 
21 jin|1 一 az стз (一 1< Res < 0) 
x 2 2 
22 in |° + -p esensia 一 соату) 
фт 
(о < Res < 15 
23 |sinax (a> 0) Us а (— 1 < Res < 1) 
24 |созат (а> 0) Гоз > (0 <Res< 1) 
sina. L 7 sin| saretg а | 
25 |02 (Веро |а) баб Му Б: 
1 (Res >- 1) 
tosar TO) а | 
26 Pi (Reb > |ima|) тасил sarctg 全 | 
зіл (аах) r<1 а 
27 о 251 Шыр (Кез > Пе) 
— - 


EE 


Sir) MCs) 
sin(aln.r) Tés + ia) |sin[argr s + ia)] 
£ < (Res > |Imai) 
- - 上 
coslalnz) +< 1 s 
Res > Нте|у 
29 | z>] ки (Res IDma| 
cos(alnz) ITG + 1а)!со5[ягдГ{+ + ia)] 
30 | 一 一 
e" (Res > |Ime |) 
| А _ - 
| Б 
í 工 ла" 1 2 
arc sin 一 т< а ç 1— r 
ah 2 5 ГАЗ l: _ Í 
1 жа 2 
I (Кез >— 1) 
i+s 5 
— | ? 
arc cos Ž тоа лег 
32 а 25 3 
А r>a 1+ x= 
_| (Кез >— 1) 
- 
T ху 
13 јагсірах 一 ec > (— 1 < Res < 0) 
34 |arcctgax gge > (0 < Res < 1) 
1 、 
35 | 二 Гб) о) (к>) 
ес — 1 
a 1 L 5) = lX l 1_ 
36 === MOLO (LG) U т 5° › 
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表 10.8 代数 函数 


,546 ， 


fia) Мб) 
7 sls 
1 a| ] 
1-5 s+1/2,}/2—5 
(0<Res=<1) 
1 ШЕН 
Gr) 2 
уф» 
BKO —z)z° г[ ] (Ве (5-4-2) 220) 
3 十 2 十 1 
Ёз 
， reyes | 
(1— V z ys! ksta 
Res>0, Кеа>0, й=].2.,3,+® 
А 1- 
A Mls p—hs] 
Q+ жу" 1 
0<Кез<--Кер, A&=1.,2,3, 9. 
1 [D ИР | 
1 Ут 3-+Е1/1,5-+_+3/4,1/4—+,3/4—+ 
一 + 
O< Res<172 
35.1—3 
1 an| ] 
二 :二 3s+1/2,1/2—3s 
一 г 
0<Ке+< 1/3 
т r 
ТЕЕ Гердсоз(пр/2) алак] 


0<КеВер<1 


аж 


Fir) MG) 
жд” . 
Ғ(р)соз (пр/2) 
sutt, га _— et 
2 2 2 
п a хг 


1-р 8—0 1+p 3+e_ 
St t ерт 


Вер<1. 0<Res<-l-Rep 


2 
Msta] в,а) 
2°--1 
了 一 IRez| <1 
тах(0. – Кеа) <Ееғ<тіп(1,1— Вей) 
TL 1/2 es tet 2, 
z"—1 1/2Z—s,1—s,1/2—a—s,1—a—s] 
Yıl [Reel <1/2, 0<Res<1/2, 


Кесе + Кее 


n s, —u/2—s,(1—u)/2—s 
я> zl | 
(+ 1+)" 2 V = 


1—#—5 


0-<Кек<`—(Ке)/2 


1 3,(1—ь)/@--5,]—ь/2—з 
Q+ vitr i ] 
— т 0—7 
v 1+ 


O< Res<(1-—Rer)/2 


* 547 ° 


аж 


J (xz) Мз) 
(1—а)/2 
2" rÍ /2 | 
а, 
(+V z)“ 
14 [т | 
+= У" 5 十 (1 一 a)72,172 一 5 
0<Кез< (Rea)/2<1/2 
x гр 
15 | {z+ 2лсовкӣ +1) ` віл аавд) 
о< Вен, fll 
3910.9 指数 函数 与 三 全 函数 
fT) Мох) 
| УЕ (y -OAN [ks] 
с" Res > 0, = 1.2, 
ks 1/72 R 167: 
А товго) мет] si 1; ] Resy < 17025) 
1— ks k= 2d 
ks 0 < Res < 1/124) 
3 Е Мата ] 
cos (24 V =) Чањ k= 1,208. 
Ут s + 1⁄2 ] 
л 
4 sin(2 V z + Bm) s+B1—B—s 
O< Res < 1⁄2 


" 548. 


F) M) 
БЕ (2л = 1)! 
А те руні © 1/1 _ 
т! рз DV Hn k Dr 
|. м A s+ 1⁄2 
Wasa X (08 — 2k - Dr ] 
-=s 
[Res| < 1/2, п = 1.2... 
= 
~ Z pa и 
4 TD Fen k 
Suyu 1 1⁄2— х 
z х (n — R о ] 
3 十 1 
[Res| < 1/2, n= 12.3... 
рун Неру = 
С Fe уте 
7 [sin™ ¥ x Ц 
х г J 
1/2 一 > 
—1<Res< 0, S 1,2. 
B| < 1⁄2 
8 јео (теіал ә a[i ] Ш 
Bs,1 — Bs Res >—1 
s < 1⁄2 
9 |e сов irsini) | ] 181 
1/2 — 85.172 + Bs Res > 0 
10 e cos [ sina] „|, + ) 18 < 1/2 
z 1/2 + Bs.1/2 — Bs 2° Res< 0 
а TLIA 1 —s 1⁄4 —s,3⁄4 — š 
е t г | 
11 Мат L12245 
X cos(2 м 2 271) 


Res < 0 
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表 10. 10 对 数 函 数 及 条 项 -对 数 函 教 


fer) Мо) 
一 人 
1 =н) г| ] Res>0 
了 十 5 一 5 
n T ks. —ks] 
2 š 
maty r) _| —<Re<0, 451,23 
Ст, ks]. 
А 1 
` ажа оез 1, 1,2,3, 
a TL, 1—s] 
[БЕЯ х л xlna 
4 т-а гыт» ristl 17) 
ртт 
a>0, 0<Веѕ<1 
- 5—1 
«сг —э1{ке+г[ | 
S 
5 ln а 
Саў ар 4 5 J} 
Ls+1/2.1/2—s 
a>0, 0<Вез<2 
int 2Г[з»з.5,1—#,1—,1—3- 
т р 
6 тЇ 一 reT[s,1 一 ?] 
J Í O< Res<1 
3.8 - 
== 
7 (14-22 2совл-- x° 172+ 8:172 — As | 
—1<Res<0,[891<1 
1 И 
8 Ime r+ VIF ¿Vx Llits 


-550° 


—1⁄/z2<Res<0 


ж 


ее A E-+-<— 


fe) MQ) 
3 |^{(—) сеу TE — s] —1<Res<0 
—i(—2) "Í T[s+-1/2,1/2—=s] 
10 æi Z 
riva) —1/2<Res <0 
(m1r e aO TEs HI As H3414 
пі) —1.3/4-3] 
—174<<Кез+<0 
5.78 
-ar | 
12 |Їїп|1—г! 5-_Е1/?,]1/2—: 
-_1<<Кех<0 
5 十 172 一 9 172 一 5 
-r| | 
13 nil—v х} 3 十 ] 1 和 ,5 十 374,174 一 8,3/4 一 5 
—1/2<Res<o 
表 10.11 АИБА 
fr) М(х) 
лу 
г 2 2 2 
1 jshtysh y т) 2 V x 1, 
—1⁄/2<Re р — |Re ví /2 
++ Ti; 1 一 " 
2 | 吓人 sh r) Ст» | 
l+ 


—1#2@<ЖКек<5(1— IRevl|)/2 


"551。 


AR 


МЕЗ) Mz) 
=s 
3 chosh! v у) 
+= 
OL Ве (1 — |Res|2⁄2 
v, к U] 
3 ЫЬ ! YL -х)+] 2 s 十 1 二 172 J 


Re s> !Re v /2 


5 -2% |i rh 
аа БЕШ zl 


—v 


_ ШУНАН ee s 
1tasi J 


è feh з= Jn- . 
ШЕ ту 117 


—1⁄/2<Re з<11/2—КЮк„ 
Rer>— 1/2 
1/27 Fs = 
varf" / |) “+ | 
一 :> l/2+e+s,122—s 


O< Res< Res, Кек — 1/2 


—_ —_  — IL — 


%10.12 =й 


169) MG) 
= $ 
Er 
2 а] 
1 [Resin lz L /= AGRA 1/2), я 
раза 
2 V k Lack,skt1)l—s 
Res>— (24) 1, 1,203.55 


* 952 * 


Ей 


ғ) 


мб) 


Нб = віва 


1 fa [ee 人] 
1 (一直 
Жел (2071, h=81,2,3," 


一 
Hil—gr)cos (2 


r [20206-7 
2 


ACR, 1 +s), 1—5 
Res>0, #=].2,3,+з 


HU — reos 0 tb 


Yr re | 
амь 


Ak lks), ТА 
Reh, 点 一 1，2，3 


sin(vig ' V r К) 


PaT 
5 二 _1 [9262 es с» 
1—5 
—(2Ю714ЧКер<0, £=1,2,3,- 
1 
-z 
tga ea Aasi 
1-5 
О< Вен (PU, #=1,2,3,+® 
puna 
TCD 


р 人 


I~s 


—1/2<Res< – Кер/2 


-553-4 


Hk 


Гк) мо) 
T 2-1 ИШ БИ 
8 losing! z yG ГС Lis 
0<Res< — (Кер)? 
910.15 全 椭圆 积 分 
fir) MG) 
T Fol/2—s 1 
FE | 
LIRE 7 ) 2 1591/7815 
0<Res<1⁄/2 
[#,1/2-—,1/2—+ 
Er ] 
2 Кама) 2 Uros J 
0<Res< 172 
rp ] 
3 KEVI =H z) 2 Lsrl/2,s+1/2 
Re 0 
[s| s T1/2—s3 
4 к т Jeto 7” лн 1 
х+1 u 
L Resi? 
wi 
SI E =p ] 
5 [e = ниса 2 4 |: 十 12.s 二 172 
1+ мг JF Ressa 
[二 1 ] 
Š КЕСУ УН 2 [з+-1/2,4+3/2 
Res>0 
sast+1.1/2—s 
T rf = | 1 1 +12 | 
| ltr: /l1+= 
0O<Re;<1⁄/2 


Е ПЕНИ  — _ _ АЕА 


Wio 指数 积分 , 正 阔 积分 , 佘 落 积 分 ,误差 函数 与 互补 误差 


AR. 


BERD ASE Г ИЗИНЕН 


; ме) 


Fir) 


1 | EEC 一 От) 


Ta 8 
(туза тер ] 


1 一 8 - 


Res>0, k= 


2 |e*Ei(— r) — Essl к. б< Кез} 
pos = 
3 [ev Eitr) 1724s. 1/2 9 
O< Rese] 
Eiez ууз Ул гр = 
4 i 2 1,1729] 


U Res] 


an 
tn 
5 
ра 


Мк реА) 7 
2 k GELARI k 


— 24) "< Веѕ<<0, R12 


is DG Osin(sz/2) 


Vr ГАСИ 7 
2 V k BELAR Io А 


О Кен, E= ],2,3( 


— ра i 
а lA kd 


OKRET e, LA 1.02,3,. 


siITLsYeos Can/2) 


10 Тев с Мт) 


ЗАЛ Resen 


* 555 * 


Fia) 


续 表 
мб) 


П [еттер V z) 


| [1/2ts:1/2- 5 
ir[ ] [Res| <1⁄2 


1 一 5 


erfG w 2 # г) 
хейс( ү 2 V у 


i Пиала 
1+s,1—s 


"z 


—1⁄/4<Res<1/2 


13 SQ V z) 


тран ] 
2 ТАСА ЗИ) 
3/04) < Кес 0, #=1,2,3,-- 


14 feiz Yr) 


гортати ] 
2 а.а 5) 
1/46) Бе. F=1,2,3, 


15 удава) 


(п) 02 рне 


1—5 


~Rea/k<Res<0, 大 一 1,2,3，… 


lš [Dlask Z z) 


кет реон) 


бата л 


Res>max(—Rea/k, 0), 天 一 1,2， 3 


-十 
1 s.a— s 
17 |ГЧа,—› -rf ] Ке min (0, Rea) 
3 上 3 十 ] 
T(1—a)] TLs,stal—ea—s 
18 ебад) [T01—a)] Ts stalas] 
Res2>0,0<Re(s+a)<1 


19 ez2p,( 2r) 


Ган Zx Ге]! 
ХЇГЇ[зє++1/2,—ь/2—]} 
0<Кез< —Кеь/2 


20 |D, vV 2r) 


* 558 + 


зэр 


Гх»8+1/2 1 R 
пәм] 20 


表 10.15 贝 塞 尔 函 数 及 其 相关 函数 


fO) | мо 
| ` 
T Aleks) 
вогог| ] 
ут АСА) 
[Ез SE 0<Res<1/(8+Rec/(28) 
£=1.2.3..= 
АФ ,Аз+>/2) 1 
! LAC, р / 1 Ат) - 
2 Ут анта 
F. енурез 374) 
| R= L23 
[eCa "Гаал а] 
3 [K Y ry Res> IRevl/ (28) 
k=11213, 
[ез | 
4 уо Vr) s— (к-+-1)/2,(3+»)/24 
[Revi /2<Res<3/4 
[T ИШИ 
1+v/2—s.1—u/2—s 


5 IH2 V xz) 
i Res<3/4, —l/2<Re(s+v/2)<1/2 


Зра» 1072, 010/27 


Ге 06-1242, 072] 
5 V x xr 
|ы у z) [1—»/3—з.1++»/2 =s 


| |Re(-ra/2)|<1/2, Res<3/4 


|2 LEO — 5 /2,(1— rt) 272 

: хг (14) 22,8072. 
(1--м4)/2—з], 

Res> |Rev|/2, |Кез-_д/2)|<21/2 


T |52 r) 


* 557. 


аж 


| мо) 
T 

г #2 l s, 170-5 了 

8 JE т} [| 
0<Res<1/2 
прэ етра 
s+-1- 72,140 (6-0) 2—5, 

9 |02 V z) 


ta as] 
O< Res<min(3/4,(Reg+1)/2) 


1 [ats | 


10 sin Му (ут) з М(1--/2--5.1—ь/2—з,1-„>/2—з 
—(1+Ке>)/2<<Җес< 1/4 
_ 1 
м 5 
11 feos Vahi r) ИИИ 3 
hatos и авва) 
— Кем 2 Ке 1/4 
1 rf ] 
12 D.C V r y | Zx tds 


= Кем Кек 172 


13 (рем E (r) 


1 рет 
3/2- swt 3/2- 52 


11/2 — Rer Ке 


Fia) M) 
а 
1 {нс л 
мм Л ту. л) |w tl 
O< Res<1/2 
1 s (e u)/2.1/2—s,1— s 
a'l 
x ] 一 (P 二 572 一 ?十 1 一 站 72 一 人 + 
15 [Jev r). ху) 1 
(ио) 
= Веб) Вез< 12 
JOT siame КИ 
16 2 Li+e/2—s 
TREN xz) тах – Кеи/2,0)< Кек 172 
s+/2.1/2— 
LVT ансо? `] 
17 [1—»/2—з5,1+»/2—5шШ 
=J- (2% л} IRes|<1⁄/2 
HOVI micosi [s+ (e 10/2, tv/?,s— v2, 
l» Ea 
18 ~ | {1—W/2—s] 
СҮФ z) IRev|/2<Res< (1 — Ҝеру/2 
LOSI) 1 pT ETDs 0012—57 
191° x [1-->/@—х ] 
一 上 .42Y >> 


—Кеь/2<Кех< (l+ Вер) 72 


КС) 


Ж 10-16 EZS is 


P,(2z -1)Н(г—1) 


Res< —и, n=0,1,2, 


PCY < НО l) 


925] 
1—5.1/2—5 
Res<—n/2, п 0,1,2... 


[pe КТО, ТЕ) 


1 [сес 
£ x bstn 1,1—3 


O<Res<1/2, n=0,1,2," 


| 


Т„( zr )(z—1)y!2 


ED атют 


1⁄2—s1—s 
Res<(1—n)/2, n=0,1,2,- 


CE 


U, Qa- DC 1312 2 Ll-—s,3/2—s 
Кер —1/2—а, n=0,1,2,:-"- 
*.s+1/2 
erf ] 
Н.м r je * #+(1—тп)/2 
Кей >0, п 0.1.2.5. 
Ja 
1 [2127 
Lile n! Ll+a—s 


Res2>0, =m=0,.1,2,- 


Ci(2z—1)(z—_ DF 
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G2AYTCOA+1⁄2) 
n! 
[A tt 
1—s 1/2+à4—s | 


Кез<11/2—п—Кел, КеА>—]1/2 


# = 


J (z) MG) 
гевеи J 
9 [Ре 02а (1—0 л! зая, н 
Ке@>—], Re>0, n=0,1,2,- 
表 10.17 ҖАЕ 
fir) Mis) 
opie e? ] 
1 [Per aar strt] p2 2, 
Rez#< 1, Res>|Reg|/2 
ЕИ 
Г(—у»,--#—/д) 
Ee ee ні 5 
| lr А хг А | 
2 в i) ata) 1—02 
Кен<Кез<їпип (Ке(и/2—») 
—Re(##/2+u)) 
T —— 
күлен тасу] 
3 [QHD AH) *®| 2 Letti per2 
IRegl /2< Res<1+Re(v+ pr2) 
|a. 
А /2 一 7 一 一 Ar/2 一 5 一 
„Бао ri ] 
а а E) е 128,120 
Кек» —– 1, 
Res<min(Rele/a— v), —Re(g/2+uy) 
— а 
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10.18 BHE Whittaker Ж. АН Л. ТЕ 


MG) 


L f Gr) 


Т.Е Сафро) 


0< Бе Rea 
eÆ lee 


ИИН 


3 MFin" 


—Кеа< Кез 0. 天 四 ,一 1 一 2 


O< Res<Re(c:-a) 
сй, -1,—2е- 


4 laser) 


1 
Pui Fa c] 


max (0, Rer ~ D <CRes<CRea 


T[s. 1 сла) 


ЕЕЕ 


ЕЕН 
rf j 
Listat e 


Res >max(0, Rec ~ 1) 


6 [Mateje ** 


2+1 s= pel, es 
ef Jef | 
EL 十 产 十 172J Ce 1702 —а 
= 1/2 Кеи Res Rex, 


на — l, — 2. 3... 


~ 


aa 


ТММ, „Сет? 


1 
пуж) 


PTEs 一 173- 二 172 十 ms 一 K 一 中 
142+ |Кен Кез — Rer 


8 Е. баре — xry 


ТИШИ 
a J Less, Y -s 


0< Resmin Regs 1/4-- Весе у — 


i и)! 26), YEDO |, а 
OO 


+ 562" 


fe) МО) 
Ка Е T se rab 1 
геог ] 
9 [ЕС ера 012! е ая 


__ Кес 0.Кеғочтіп(0. Кеба рс) 


£ q s b s s" 
r „Т 
b 
| 


Les - 


=a) 


10 |F læbe: 
сєз&0.—1,- 2," 


O< Resmin (Rea Reh) 


rË кт. +c—a- b, 
bea p 
а-к.0—3) 


11 [F(a,brc i 1—z) А 
< 天 0 一 ] 一 2 


тах (Reta 二 一 rc 07<Res 
j = min(Rea Reġ) 


Pst 07200300785 3 
ЕТУУ 
| [е <l. 

12 HA2 у) —(Ке›+1)/2<2Кег< (1-- Rev) /2; 
н=\. 
[—(Ке›-+1)/2<1Кез<©пип(3А1, 
(1—Rer)/2) 


, ШИ 
Elasa аы bi br {| | 
13 |h r) а, БС 
| PG. Sra -Satt ай„—5 
=a] I p| e e ] 
e Р.Р ob, sbs 1 


7“ ee sb, арек, 


sa, i барое 


` „| 1-4, —s 
1 一 机 一 8 


— min Кер, Кес 1 : max Reu, 


—————— _  ( L. le I .  _ 


"563 • 


10.6 ЭЖЕЙ 
10.6.1 汉 开 尔 变换 及 其 反 演 公 局 


ЖУ 106.61 HH / (= BJ > Et JF iR Hankel) % E 
BELO Ú Ü JORIE H O DWAT: 


HL] = | odr. 
> 阶 汉 开 尔 变 换 的 反 演 公式 AIH); + COREE 
Zes RBT: 
Жа) = [rnaar 
RP J.C ` ) 是 贝 塞 尔 函 数 . 
1062 汉 开 尔 变换 表 
表 10.19 汉 开 尔 变换 表 
нор = (оройн, 

ТЯ 


fir) у нор 
1 Ота а 
1 || y=0 |——],‹аў) 
| 0 л>а K 
2 N O< ra > 1 а! ат) 
9 „>а v ў Ji an 
+ — 
asat gaca da зи? 
3 | =0 о | y 
М >a › 2? Сай Га Jola) 
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fO) v нар 
L | 
Nm > aysa 
| 7 аскет? 
РЕ w>] TA бар 
| ~ . — 
py — 
6 je =0 |у 
Hp 
7 fe = | -天 二 一 
Гарар 
| 
8 [е-е »=0 [уубу у? 
9 јет sl Jip Уз + р?) 
4 
lü |е =l [EPE py 
r 
П аа?) к=0 je” 
АЕ 0 | > 
_| те a- Ü< <a 
13 име ›=1 | I ма?) т> 
` 4 0 - Fa 
А arc віп — 
= »=0 И 71 
x 1 
| a 


10.6.3 汉 开 尔 变换 的 推广 
玉 蛮 换 可 以 看 成 是 汉 开 和 尔 变 换 的 推广 .当然 它 不 仅仅 包含 着 
ШЛА. 
定义 40. 6. 205; 变 换 ) ОАО eÇ Ml F: 
кой = | VF dr у> 


ЕРЕ руу) 
кшз = [5 с 


= 
| д> 
3) тна Ута >O 
Ja G) = бә; Дш) = mar 
е=?А--ь— ] 
‚ alj É 
Ja ЫЕ 


Каю = X ОНТ + v+ дй) 


PET) 

оң 
Arp 1.40 时 ,Jo 变质 就 是 议 开 东 变换 . 
(2) g= A C 172, 


了 La (z) = 10) = еш, 
这 时 此, 变换 号 是 傅 里 叶 余弦 变换 . 
(3) 一 1.4 一 0 一 172， 


1) = Jit) = [ 2ч. 
ЭХЕ ЛЕШЕ ДЕШ АПТЕ Ж. 
(D p= l Ju ЛЕК ЖБК Л Поппе!) fh, 
5) 34-0.) ЕНЕ Maitland 变换. 
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如 变换 的 反 演 公式 是 ， 


Ит) = [ БАГУУ (16.27) 
其 中 
人 4 yigi] 
Жа) = | |. 
X (z) 一 一 кайп (тАз PT G A -D 
у-у 


— kaz Akl + (ma) NEGI = DO = 1⁄0) 


к 
= (y + #)/д) X sin((À + v k + mip) 
(= u zk, 
其 中 =1-Е4--„— и(А-+-ь/2). 


10.7 斯 蒂 尔 切 斯 变换 及 其 反 演 公式 
定 10.7.1 (ЛО С абе ЕТА (исе) 

TE Табо эе СЕНЕ СНОО, 

| Че!) 


S aUud = 一 一 -< >» ‹10. 28) 


s GEDY 
RARER ERO R S Т но ТОВ Уан) 
如 下 : 
eG Oe 0)! e [etH M al - 0)]1 22 
= lim є 0 — a — п) РС еа ip йс, tN 
(15.29) 
特别 , 当 


ati) = | gindu 


. 567. 


H фот, (10.29) 8 Fš 


Epu + 0) teuo] 
2 


= lim LEs t— ip — /(— + ip] (10.30) 


yia 271 


10.8 魏 尔 斯 特 拉 斯 变换 
10-31 魏 尔 斯 特 拉 斯 变换 及 其 反 演 公式 
定义 10.8.1 BRA УНИКАТНА Weierstrass) 
[fe O + KRES pC DMF: 
WUO] | kG — DE dy 


其 中 Ао) тг) е (eico, ooroo), 
靳 尔 斯 特 拉 斯 变换 的 反 演 公式 o [eto + ]‹ ш % 
ПОО 
[Ce +0) yr% —0)]_ | «= тууду 
此 式 中 要 求 x， OEA z. УЧ лра R.B SSE; 
Гео {дт < оо 


10.8.2 魏 尔 斯 特 拉 斯 变换 表 
表 10.20 ЙЛАР ЬЕ 


FOD ed) 

3 |x: c? 
4 

4 ly H,(>/2) 

5 је" e 

6 [е ls. е 

7 je” ВЕЕ 

L 
R экее зесин 
1—у° 


10.9 勒 让 德 变换 及 其 反 演 公式 
ЕХ 191 Д /( + ) B SH ¿E Ё (Legendre) 变换 
STK: е ARACO )) 如 下 : 
LAU] = [ AOP, rde, Улем 


ИЛЕ ЭЖЕ Е SATIGO y: e СПЕ fO бд 
F: 
AD = + S) On + ОСОР, Се) 


u= 


AF PORRES TR. 


10.10 项 尔 伯 特 变换 及 其 反 演 公式 


定义 10.10.1 OOCL), p >l, Ei АИЙ 
-569° 


村 (Hiiberi) 变 换 2 ГОС. ); + IORA AO DAT: 
WU] = [Ше + = fG ~ Dd 


ИФ АСЕ Соо оо) ДЕ N. 

着 尔 伯 特 变换 的 反 滨 公式 ГАС +); MEAS OD 
如 下 : 

В [h (z); z] 一 一 Hf [Ат + t) hle = t)]/t)dz. 


上 式 也 几乎 处 处 成 立 ， 


10.11 一般 积分 变换 及 其 反 演 公式 


在 实际 应 用 中 的 各 种 不 同 的 积分 变换 ,基本 上 都 是 傅 里 叶 变 
换 的 推广 ,其 中 均 有 相应 的 卷 积 定理 ,因此 统称 为 卷 积 型 变换 
(convolution type :iransformations). 比如 ; 拉 普 拉 斯 变换 ,梅林 恋 
换 , 汉 开 尔 变换 , 迈 耶 尔 (Meijer) 变 换 , 斯 蒂 尔 切 斯 讼 换 , 希 尔 伯 特 
变换 ,加 曼 - 刘 维尔 (Riemann-Liouville) 变 换 , 外 办 (Weyl) 变 换 , 高 
斯 变换 , 纳 尔 仑 (Narainy 变 换 皆 是 . 

现代 除 卷 积 型 变换 以 外 ,还 有 指标 型 变换 (transformaticns 
with respect то an index) ,其 中 没有 相应 的 着 积 定理 , 艾 如 ; 康 托 
海 维 奇 - 列 别 捷 夫 (Kantorovich-Lebegev) 变换 , 梅 滥 尔 - 福 点 斯 
© Mehler-Fox ) ЯХ H. FI 31 38 A (Lebegev) 4 Ba, 88 #| = 斯 基 
(Olevskii EH , 外 姆 普 CWimp) 变 换 等 

下 面 我 们 简要 的 介绍 指标 型 变换 及 其 反 演 公式 . 


10.111 康 托 洛 维 奇 - 列 别 捷 夫 变换 


定义 10. 11. 1 康 托 党 维 奇 - 列 别 捷 夫 变换 及 其 反 演 公式 为 
gir) = 2х7 зїї | K.G Gy idi, 


fu) = [косово 
n 


10.1.2 梅 涅 尔 - 福 克 斯 变换 


定义 10.112 梅 涅 尔 - 福 充 斯 CMeBier-Fox) 变 换 久 其 反 演 
公式 为 
(т) =xm`'!shz=z=zP[1/2 — k + iz.1/2— Ë — iz] 


x | Ран) (Ой 


Fia) =[ P gd 
, 


10.11.3 ЖЇЗ ЛЕЙ 
ЖУ 1011.3 列 别 捷 夫 (Lebegev)? 变 换 及 其 反 演 公式 为 
g(z) = | "Пы H I KOFO dt, 


d 广 a 
fiw) 一 一 £ £. tsh(rn К (суд adt. 


10.1.4 5 Ий 


定义 10.11.4 А Соро 8 НЫ 
上 1 一 zir 一 "一 iran) Fadi 


Гг) ія 下 те "Це" A re" |> + vi) 
— e “AGre"|u — и,» + м) (#)dz 
其 中 
Alla p) = Сүр"! 
x Иш в, уваат — а„,а,-—а|,ө+, — G, Ë 
,| 一 бызаа 7 Biasa... = Bp = Bis = Riot B, 
571° 


上 式 右 端 称 为 迈 耶 尔 (Meijer7G 函数 . 常 记 作 


G(z) =С у) = б! " = бт z 
І e И |в, “ч 18... ñ 
21 | 
27i 


Пг, +9 {r0 а о 
s=) i=l 
- ЇЇ G-A) | Pla, + s) 
j= ml реж 1 


其 中 LSL nila slic. 
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Te 


u 摄 动 方法 


1.1 基本 概念 
1.1.1 引言 


在 实际 问 题 中 ,有 时 会 出 现 含 有 摄 动量 一 一 无 量 纲 的 小 参数 
є 的 情况 ,通常 称 这 类 问题 为 摄 动 问题 (perturbation problems). 
最 常 匈 的 是 小 参数 含 于 方程 或 条 件 中 的 微分 方程 定 解 问题 . 一 
个 报 动 问题 疡 ,实际 上 是 依赖 < 的 -一族 问题 ,其 中 s=0 时 的 问题 
P, PA P. 的 退化 问题 . 

疡 的 解 etzvs) 通 常 可 以 按 小 参数 = 的 时 展开 为 


urag? = ualr) + Sea Gn 十 Еу, ё). (11.1) 
或 者 更 一 般 地 展开 为 
М-1 
ukre) = mir) + Ў бене, ба) + Rala). (11.2) 
其 中 , 首 项 wn) 是 退化 问题 Р, 的 解 , 这 种 展开 式 当 ясен} ж. 
ЖОЕ. {Н 124 e0 РУЙ 
Куб.) = О“) 或 者 Olpte)), (11.3) 
ЖЕНЕН TAE- B ik 9 Н #h 34 lz 22 КЕ ЕКЕ ЫН Ш. 
通常 称 之 为 渐 近 展开 式 , 记 作 
ибт,є) ~ Уе 或 者 Slatou C, (11.4) 
ЗЕЛЕ ТТЕ z 的 整个 区 域 9 内 一 致 有 效 时 , 称 问 题 


Р. 为 正则 摄 动 疝 题 (regular perturbation problem) ;否则 , 称 P. 
"573。 


是 奇异 摄 动 问题 (singular perturbation problem). # ЕЕ 
并 非 气动 问题 的 特殊 情形 ,前 是 插 动 向 题 让 常见 的 情形 . ИЕА а 
异 报 动 间 题 形式 地 构造 出 - -个 一 致 育 效 的 展开 式 , 是 摄 动 三 论 在 
实战 中 要 解决 的 间 题 之 --: 棋 动 理论 要 解决 的 另 一 个 问 丁 是 要 进 
一 步 论 证 КС) 二 OCe*) 在 区 域 呈 内 一 至 成 立 , 并 尽 可 能 得 到 
BAR æD 1 的 估计 式 ， 

处 理 摄 动 问题 前 这 种 渐 近 展开 的 方法 称 为 摄 动 方法 (bettur- 
bation methods)* 它 是 近似 方法 中 的 一 种 重要 方法 . 利用 这 种 近 
似 的 解析 解 , 不 但 能 对 问题 作出 定性 分 析 , 而 生还 能 作出 近似 的 定 
若 分 析 ,这 是 数值 解 无 法 做 列 的 . 

从 19 КИН ИНАЛ 
造成 的 小 扰动 问题 开始 , 摄 动 方法 在 实际 应 用 和 理论 研究 上 都 得 
到 了 迅速 发 展 , 特 别 是 20 世纪 50 第 代 以 来 发 展 香 为 迅速 现在 ， 
摄 动 方法 在 天 文 、 力 学 .物理 ,甚至 化 党 . 平 物 以 及 控制 伦 中 都 企 普 
遍 而 有 效 地 使 用 车 ,但 人 至今 找 动 方法 仍 处 于 应 用 发 展 阶 段 ,不 少 基 
本 理论 问题 还 不 完善 , 有待 侯 究 . 

以 下 是 摄 动 理论 中 此 四 到 的 儿 个 基本 概念 ， 


11.1.2 Ж 


HRTAN S e0 时 的 太 小 和 变速 , 常 把 它 印 所 谓 标 
ЖЕЎ gauge funetions)efsy 相 比较 . ЖЕЕ Е. 


EE с], ЕЗ, б g. 


1 
- 


loge ,logklogs 1) ге‘ ',e 
eloge. eloge sine cose, іре; 
she che, tges:. 
ЖУ 11.1.1 阶 符 (order symbols) 
(1) fGey)=O(g(e)).s—0 Зл ТЕ є ЛАУ МО 
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¿,>0. fE 
[fe Mr) 0 < |є| < E 
(2) Ре) о Св) 06-90 表示 : 对 于 任意 与 s 无 关 的 >0, 在 
在 =,>>- 0, fi 
JAD < dle |. q 0 < lel < s. 
按 定 义 , 当 gle) 关 0 时 ,f(a 一 O(g(e)),e-*0 Ёк leple) 
ТЕ 0< lel <=, 有 界 ; 


J (8) = alele) ),e — 0 луй fe 0. 


о ge) 
FHE SOSO e0 表示 SOE 0 elce ШЇ; f (a) = 
了 (JE 下 іту (е =0. 


Flim 9 соо f(e)=O(@(e)),e—=0; 
若 f(ey=o(g(eyy,e=0, J /(ey=O(e(e)) eet. 
ШЕ eg AE e RART B Жу НЕ. Се Ку рб, 
OF FAHER. 
ZX 111.2 阶 符 
(1) ЛС) Ое e)).e—0,z€ (2 ER: 在 任何 点 了 E GQ, 
GEH е 无 美的 M0 D) E a>, fi 
Or, S Mipro], 0 < je] < z. 
ЖОМ, BIE z AA MPE DSO) 关于 
z€ (O —S&(unilormly) R: ОАЕ — 57. 
(2) f(zie)=o(@(r,e)),c—+0,>€ 1 ж: ЕТЕЙ z€ Q, 
对 于 任意 与 无 关 的 六 >0, 存 在 a>0, 使 
JTD 1 < #le(z,s)|,34 0 < |е, < е, 
E б,в, Ы r ERME irole) ,8 一 0 美和 十 
€ —S лу; ВРЕ — 30 xz. 
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性 质 1113 阶 符 的 运算 

(1 OCOLO, обобф))==о0ф), 
OPM =O olp); 

(2) OAAS, о0р) Бобр) = оС), 
Ос Holp Оф) з 

(3) Оа? Olp = Осаф). 
alp) оба) =n Ap), 
Olp) оф) ос): 

(4) 对 于 阶 的 关系 式 可 以 积分 : 

若 /ce 一 OBE) )e 0, 刚 


[лоас = o| field), ео 
Ж fa, =O) De z€ lek] BOR, 
575 = ol [юг idr] ， 上 一 0， 


但 应 注意 ,一 般 对 阶 的 关系 式 不 可 求 导 . 
11.1.3 ЖЛЕ 


定义 11.1.4 RUFI С NEE 
@ (6) = о(ба(Е)), е O, n=l, 2ye 

ШК a (e) US PF25||KCasympiotic sequence) (24 e—0). 

EERI н —B Pk 3r ШК (асе X F 一 致 的 渐 近 序 
列 . 

车 函数 序列 为 {8(z,a)), 且 上 式 关 于 之 一 致 成 立 , 则 称 
ipro ARF х 一 臻 的 渐 近 序列 . 

性 质 11.1.5 新 近 序列 的 性 质 

(1) FeO ЕВНА ЛЕЗ Сц е0), Д, Се? 1 Сес0) 
渐 近 序列 ( 当 е0). 
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(2) # (e Ce) Jë 8 j Pr P| СЩ є 0), MM (办 人) = 
Сасе ае) 也 是 渐 近 序列 ( 当 e 0)， 

(3) # дс, ЖЕР z€ a,8] 一 致 的 新近 序列 ( 当 e >0)， 
Ше} = (иселе de) ФЕ еса 0). 


{4) 设 {pCe)} 与 {yg,(e)} 是 两 个 等 价 序 列 , 就 是 说 它们 满足 
BE = OF ED (e) = Olpe), є->0 
车 {8ts)} 是 渐 近 序列 ( 当 er0), 则 {WV(5)} 也 是 浙 近 序列 ( 当 e 一 
0). 
定义 111.6 RARR Се) ЕЙТЕ НЕ gle) (е0), # 


N-I 
FO = У\а бв) Hopa (8005 #—0, (11.5) 
即 
AN 一- 
Fe — Daple) 
Pr E) 
N- | 
则 称 Dan DORF д Ce) Ву N 阶 渐 近 展开 (asymptotic 
expansion)( 当 er0) 或 者 NN 次 近似 , 记 作 


—0, Äe), 411.6) 


f (8) ~ Yago, = 0. (11.7) 
若 对 所有 正 整 数 N 上 式 都 成 立 , 则 称 De (e) 为 /(e) 关 于 

名 (5) 的 完全 的 渐 近 展 开 或 者 渐 近 级 数 ( 当 s 一 0) , 记 作 
fO) ~ Eagt, є-* 0, (11.8) 


特别 是, 当 (е) е7 时 , 称 Sae 为 /се› Ж ЖЖ. 


车 给 定 渐 近 序列 He, ПИА 
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一 确定 的 ,其 系数 为 


FG 
a, = lim ==; A 0а)" | 
- (11.9) 
HOR У a,@%(e) | 
а, = lim КТО т = 1.2. 


注意 1 定义 中 的 式 (11. 5? 可 以 等 价 地 改 为 


Nl 


Хе) = аб) + Ole, eo. (11.10) 
注意 2 “ 渐 近 ”( 当 e>0) 与 “收敛 当 NN->o0) 是 彼此 无 关 的 
两 个 概念 . 一 个 函数 的 渐 近 级 数 有 可 能 收 但 ; Се) 一 Lanle 


— 0 ( 当 Моо) ЕГ ЖЕЙ. ORSA È re), 


KAST Di / (e BJWCOR ЖЕК 3k 0). 

注意 3 |]— 4% НЕ) ЕЛГЕ] BS Bu PF34554] 80 8 i 
RF: ПТУ ВА Зр ВЕЗЕ H BR O. 具有 相 回 的 渐 近 展 
Je 0 TRR ATAS. fs) 和 gte) 渐 近 相 等 的 充分 必要 
茶 件 是 对 … 切 wn 有 (se) 一 g(a 一 OC%(e)),e>0. 由 此 ,一 个 渐 近 
级 数 所 表示 的 不 内 是 一 个 函数 而 是 一 类 函数 . 

定义 11.1.7 BAAR С.Е), НЕ, (Е) (em0), 若 


Sl 


Гбх.) 一 Da, (ya, (e) А Кух.) = Olate), Еж 0 


不 论 


(11.11) 
关于 z€ G 一致 成 立 , 风 称 Sa, (Cx)g (5) H РОЗЕ РЕТИ >€ 


О 一 致 (有 效 ) 的 N 阶 渐 近 展 开 式 ， 否则 称 为 非 一 致 (有 效 ) 的 渐 近 
RFR- 
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ЖЕБЕНИ Уа сда) р СЕР 
Со 一致 K 有 效 ) 的 渐 近 级 数 ; 否 由 称 为 非 一 至 (有 效 ) 的 渐 
近 级 数 . 


11.14 无 量 纲 化 


实际 问题 的 数学 模型 ,即使 已 经 过 简化 也 常 含有 多 个 参数 ,使 
人 抓 不 住 费 领 , 这 时 需 通 过 基 网 分 析 , 把 多 个 有 量 岗 的 参数 组 合成 
少数 几 个 无 翰 纲 参数 .把 变量 也 化 为 无 量 岗 变量 ,从 而 把 方程 化 为 
无 量 纲 方程 ,使 方程 进一步 简化 . 在 无 量 纲 化 过 程 中 ,必须 弄 清 哪 
个 是 小 参数 以 及 何 时 可 以 忽略 含 小 人 参数 的 项 . 为 此 ,无 量 纲 化 过 程 
必须 符合 尺度 化 要 求 . 所 请 尺度 化 ,是 指 一 种 特定 的 无 壤 岗 化 , 它 
是 选用 -- 组 特定 的 参考 其- 一 尺度, 使 无 量 岗 方程 中 出 现 小 参数 
的 项 确实 是 小 项 , 一般, 尺度 的 选择 没有 规律 可 循 , 往 往 取决 于 对 
物理 问题 的 理解 程度 .下面 , 以 上 抛 问题 为 例 吉 以 说 明 . 

{11118 上 抛 问 题 


dr o _ g __ 个 
| de а L RY = 
| 20) = 0. о) = vo, @ 

其 中 , 民 为 地 球 半 径 ,zx 为 质点 离 地 面 的 径 向 距离 ,: 为 时 间 ,g 为 


重力 加 速度 ,mw ЕЕ ОА, AERE. 


首先 , 列 出 所 有 参量 . 变 景 的 基 纲 : 


GEE RGR ОКИ eM KRE с ВӘ) гә 


然后 ,选择 参考 量 , 组 成 薪 的 无 量 纲 量 : 若 取 长 度 参考 量 为 
RSR A Ror, G r's К 一 tRor 由 上 抛 问题 无 
量 网 化 为 

аёл” 1 


а 2а 


zoso Wos, 
фа ELER ik. 原 问题 中 的 三 个 参数 R,g， 
wm 减少 为 一 个 参数 e 但 不 可 以 认为 e 所 在 项 e 中 ;是 小 项 而 略 去 
不 计 . 实际 上 , 略 去 该 项 ,微分 方程 变 为 代数 方程 1/(1 十 7 一 0 
问题 无 解 .该 无 基 纲 化 不 符合 尺度 化 要 求 
着 取 长 度 参 考量 为 R, 时 间 参 考量 为 VRE-T, 令 z =т/к, 
ЕИ ЕЕ Я 


dz 1 ë 
dur aro? Ë 
200) 二 0， 900 = е, D 
其 中 ,se 一 wi/Rg<1 ARRAS. 由 方程 国 降 阶 得 
Ірад’ 1 、 
下 
车 咯 去 e 所 在 项 ( 即 令 6 一 0) ,以 条 件 92 (0) 0 代入 ,得 一 -1， 
了 | dz |° х" > ' 
209) = 一 [由 此 ,一 1<zr' со, ШИН. ОНЫН 
化 也 不 符合 尺度 化 要 求 


若 考虑 最 大 上 升 高 度 为 加 /28, 上 升 到 最 大 高 度 了 需 时 间 为 
vie RER d/g ® 
27 = ze" r =a, 
ШЕШЕНЕ 34k. H 
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Te a S пасаду тда am, ш 


其 中 se 一 /Rg<1 为 元 量 岗 小 参数 . 由 于 x' =О(1)(є-=0),ех` Ж 
小 项 取 e=0, 问 题 Р, 化 为 Po, 其 解 为 零 级 近似 解 


А ` 1. 
# = Ё t П 


ШЕ 


Оки" <2 时 ,< < 

БОПЕМ. HP КОЖ kiy ES EET ЕЕ ИИИ hik Е. 
尺度 的 选择 与 所 研究 的 问题 中 参数 的 变化 范围 有 关 , 例 如 当 w 很 
K.z2>R В}. / Rz 不 再 是 小 量 ,应 选择 其 它 尺 度 . 另外 ,对 于 无 量 
纲 参 数 , 应 尽量 给 出 物理 解释 ,例如 es 一 地/Rg 是 最 大 高 度 的 两 倍 
与 地 球 半 径 之 比 . 


11.2 正则 摄 动 法 


正则 摄 动 法 ,就 是 对 于 正则 抽动 问题 ,求解 的 关于 小 参数 8 的 
直接 展开 式 (11. 18236 (11. 2} 的 方法 , 一 般 是 用 待定 系数 法 ,而 对 
于 (11.1) 这 种 渐 近 短 级 数 展 和 开 式 ,利用 泰勒 级 数 有 时 是 方便 的 . 

例 11,2.1 考虑 黎 卡 提 {Riccati) 方 程 的 初 值 间 题 

y = а(х,є)у? + blr,e)y + elr,e) 
x0) = dle) 
其 中 arc 以 及 4 都 有 渐 近 每 级 数 展开 式 ,例如 


alre) ~ Dale, 


Ф 


dir, ~ Sie, 
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并 且 系 数 la) EC. 
设 解 为 
yere) ~ yla) H Eey O + Еу (ay + "= 
代入 原 方程 ,得 
ж + eyi H eys ++, 
= (ao + ва, + Ear + Эбу + £ yy 
+ Ely + yl) +) 


— (ñ, + sb, + 0, + бу, T буу + Ey + +“ 


— (с; + ee) + Ee ++) 
= (ау + уо F со) 
+ &(2аһуьу Бау + Bayi + буу, + с) 
+ #'(2a4y s: E ау! + дауу 
+ aayi + boys + by, + byo + G) 
+. 
代入 初始 和 茶 件 得 
suf0) + ey (0) + еу: (0) + 
= 4, + ed, + èd, + =, 
ЖААН е НКЛ 680,86 
©. W = ауу + bays + Cos 


{退化 问题 ) 
ya (0) = а, ма 


yi = (2аауо + boyi + (aya + by, — с). 


g! d 
y(0)= 4,; 
р = {2aoys + bo)ys + loyi + 2aryoy; 
e, + ayh + буу, + b;y, +e), 
(коз = dz; 


设 退 化 问题 加! 仍然 是 黎 HESE ЕЛЕНЕ M yle), BERR 
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解 关 于 у, у; PRETRD D. 
жм К, + һб) | 
ç 


+ [аб + + 0] 


. ехр[ |газ, со + 56004 | a 


убх) =Фехр| | ао) + ооз; 


+ ІК Pa OYE) + Ра, ууу (O + айуу) 
+b (ty G) H b,G)y, (tO + c, G) 
ер (Фаз) + бё: Jhar, 
至 此 ,已 形式 地 得 到 解 的 三 阶 展开 式 
YCEE) ~ уок) + Ey (r) 十 ez)》 @ 
但 我 们 并 不 知道 这 是 否 确实 是 yiz,e) 的 渐 近 展开 式 . 为 确认 它 是 
渐 近 展开 式 , 还 需 证 明 уб.) = у. еу еу, 4-06?) 
可 以 证 明 ( 见 文献 [1]) 如 下 定理 . 


定理 41.2.2 考虑 ~- 阶 非 线性 方程 的 初 值 问题 
р" = /ye), 


Pa lycra) = ae). 
R od ЖОНЕ 
fr ye) 一 Eye, 


a=0 


аск) 一 Уа. 


т 


并 且 系 数 /,(z,y) 无 限 次 可 微 . 若 退 化 问题 
p fy" = f(x,y) 
`” (yrd =d, 


+ 583 + 


E z, WERD erl SR EEEE- HAE y (z) ШАР 
个 充分 小 的 e, ЇЙЇР. Ж 1 ко 上 存在 唯一 的 有 界 解 y(z， 
к). 


хубе) = У) у(х) + OE 


HFEA NDO з, А Ж у, олт F| L13838 Mb fF A ВРЕ ЗЛ 
值 问题 的 解 而 唯一 地 求 得 ， 

应 该 注意 : у 是 向 地 时 ,定理 仍然 成 立 ;车 不 再 增加 假设 , 定 
理 对 无 界 区 间 不 成 立 ; 若 /的 可 微 次 数 有 限 , 则 ycx,e) 只 能 展开 
有 限 项 . 

根据 该 定理 , 例 11. 2. 1 中 式 名 确实 是 原 问 题 宪 的 解 的 三 阶 近 


t. 
例 11.2.3 上 抛 问题 经 尺度 化 ( 见 例 11. 1.8) ,得 
E (1 + er), T 


z0) = 0, 40 = 1, 
сЕ 8. 


解法 1 利用 待定 系数 法 直接 展开 . S EC 8 ak e 
展开 ,得 


@ 


2 


q = l+ 3 


> 


设 
CLE) — z (2) + єтї) + л) + e 
代入 式 中 ,加 ,得 
qt. t 
=— 1 + £ * 2er + ezi + +) — Z + ЗС + sz, + 2 + += 
=— 1 T e. 2r + ŽC 322 + 2=z,) 十- 一、 @ 
“584 


+ ee 


z (0) + en (0) + 8? z, C0) + + = 0, 


dx, аху ГЕЯ = 
de (O) += de (0) + є dz 0 + 
KRG а), ORA Ü 同 次 里 的 系数 ,得 
ать 
= 一 1， 
г. аг 
` d 
200) = 0, 0800) = 1, 
d: 
TF = 2= 
El; 
7 d 
010) = 0, 200) = 0; 
d: 
qp = 2r — 322, 


dr, 
2.40) = 0, а; 2 = 0; 
逐次 求解 加 ВЧЕРА 8 
zo (t) 一 上 一 + 


dex, 


dz 


= 0 — Ë, 


а 
2100) = 0, 260) = 0, 


= Ла ln 
ту) 3! 150+ 
ЕЯ 1,1, 
FP з + pr — уон, 


2.00) = 0, J © = 0, 
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слу la ЦЕ ll, 
= =— ле! + Go 360 ' 
жшн Ж НЫК У ЕЕЕ F sÀ 
‚ i lel lal 
(FE) it z! | 6 š: 15“. 


ai l. lls ll sl 

ат зв] 

解法 2 利用 泰勒 级 数 吉 塘 展 开 , 对 于 较 复 杂 的 非 线 性 问题 
有 时 较为 方便 . 设 


A EY ttt O) J е 0.0) + 


E дг | 
21 3.0) F 


Алб) 一 ET) + F 人) e, 


ШВ ТО e KR EEA = 0 代入 .显然 ,rr 人 是 退化 问题 


т 
jd 一 一 上 
| = 0, 200) = 1 
的 解 
жу) = £ — r 
PRC БОЛА « RFH = 0 代入 ,得 
dr j ВЕ 
чп = 205 er) "| z+ єє) „=? 
. СРИИ 
r0) = 0, q” = 0, 
解 之 ,得 
一 1 3 __ 1 + 
rit) 3 ір’ ñ 
ERE SHER «КОЕ Н є—0 代入 ,得 
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[ d rF aaj., arj’ 
| че | 50 + e \х +5] 

a ar y čz] 
| 2a ten 25 tele |, 
| 二 一 баў + 4r, 

ас 
| 200) =0, 400) = 0, 
解 之 ,得 
iao = le a He t, 


至 此 也 已 形式 地 求 得 解 的 直接 展开 式 
11.3 变形 坐标 法 


如 果 直 接 展 开 式 (例如 第 项) 中 出 现 因 子 =. ДЧ АЛЕ е 
大 到 1=Ole 站) 时 ,et 一 01) .这 时 该 项 就 不 再 是 前 项 的 小 此 修正 
了 , 常 称 这 种 项 为 长 期 项 (secular term). 长 期 项 的 出 现 使 展开 式 
只 在 上 的 有 限 域 中 有 效 , 而 在 # 的 无 限 域 由 是 非 一 致 月 效 的 ， 
为 了 消除 长 期 项 ,可 拒 产 生长 期 项 的 那个 自 变量 作 微 小 变形 ， 
即 对 该 自 变量 也 接 e ТҮРЕ ЛЕ ТЕ. ЖН ТЕШ ТЕ, 
线性 变形 
1 = т = (] + Еш + E, Hor (11.12) 
К.с АМА ЖШ, о 为 参数 . 待定 的 变形 参数 w ,ws，… 为 消 
除 长 期 项 提供 了 选择 的 余 也 , 因为 这 里 是 把 参数 wl 常 为 频率 .能 
级 等 ) 按 < 的 朝 展 开 , 败 称 之 为 变形 参数 法 (method of strained pa- 
rameter). JER LP 法 5Lindstedt-Poimcare merhed). 
非 线 性 变形 
r= r+ sr (r) + ertr) 十 … (11.13) 
ВЕ AAE IB. z (r). (ry 是 待定 的 变形 坐标 函数 ， 
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к ҖЕ J; ЧЕ $a Б (method of strained coordinates), ҮК PL 法 
¿Poincaré-Lighthill method). 1952 年 郭 永 怀 在 和 研究 边界 层 流 动 问 
题 的 高 阶 近似 时 ,把 PL 法 与 解决 边界 层 问 题 的 放大 尺度 的 方法 
相 结合 ,得 到 了 很 好 的 结果 ,被 钱学森 命名 为 PLK 法 . 

上 述 各 种 变形 法 是 求 - 致 月 歼 渐 近 解 的 简单 而 有 效 的 方法 ， 
在 适用 的 场合 通常 内 要 求解 一 阶 成 二 阶 近似 就 能 得 到 满意 的 结 
Ж. 介 这 种 方法 屋 有 局 限 性 的 . Lighthill 曾 指出 他 的 方法 只 适用 于 
MAAE. Levey 曾 指出 对 于 小 参数 乘 以 最 高 阶 导数 之 类 奇异 
摄 动 问题 变形 坐标 法 失效 . 虽然 变形 从 标 法 的 适用 性 问题 还 研究 
得 很 不 够 ,但 并 椒 妨 得 这 种 方法 的 广泛 使 用 . 


1.3.1 变形 参数 法 
例 11.3.1 考虑 弱 非 线性 方程 的 初 值 问题 


süütute = 0 (0205 00), D 
o (0) = 1, u0) = 0. 5) 
其 中 “， RRI RE 
设 
t= т(1 + so, + еа, + +), ® 
и == м\т) + Eu (T) + Eul) — +. D 


RARO D е #+КЖЕЕ ЖЖ ЭУ 0.83 ulr) (r), eh 
方程 和 条 忻 : 
ий H ua = 0, ult0) = 1, 0500) = 0; ® 
ui t u, = ші — wta, и (0) = 0, 5 (9 = 0; @ 


其 中 ”表示 对 + 求 导 , 从 式 @ 解 得 
t = созт, @) 
代入 式 @ 得 
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— a... Q. 


, БИ 1 
и 4 му | 2w, + 1 [eost 4 со&3г. 


З Ц ИЯЛИ, РУШ созт 的 系数 为 0, 即 应 取 
3 


a, = — 5 


8 


Ml, TARDOR 
ш 一 bo- соѕг + cos3r). 
т ЭКЕА О). 18 
и = cosr + £ а cosr 十 cos3r) + O (e°) 
= |1 — $e +O 
rs . 
由 此 


и{Ф,&) <соз 


3 
1+ 354 


£= 
32 
+ Осе). 


+ 


Б cos| I+ 3+), + coss] 1+ 4%] 


使 用 变形 参数 法 的 其 它 例子 ,可 参阅 本 书 参考 文献 L35]， 


11.3.2 ”变形 坐标 法 
例 11.3.2 考虑 初 值 问题 
| (z+ so) + (2 + х)ы = 0, 
= 


а(1) = е7, 
设 
х= r+ ex (r) + ez (z) j+ =, 
м = s (z) + eu (r) + еби, (т) + o, 


Da H aan че ra ` anku se 
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Ша ОЧЕН ЕН. 为 方便 计 .让 + 一 1 时 r= l. 


5 


х„(1) = 0 (m = 1,2,9. @ 
а DARAD D Е т КИИ 0 О. НТ uo, 
ai 的 含有 待定 函数 ri,zrs,… 的 方程 和 条 件 : 


nr 十 (2 十 za 一 0，aotly 一 ee @ 
ru) + (2 + ru, =— (2 + ruti — Gu + ил 一 al， 
шр) = 0; D 
KORE 
ua = e/t, @ 
Кла 
| 2 2 J2, 11 _ 
2) == |$ tijat Te |z t äh (9; 
不 难看 出 , 当 xz, 三 0 时 (z=z 即 直接 展开 时 )， 
[Ë] ото. 2-00), 
и] му 


u = Or), и = O), 
Bi e 比 前 项 有 更 高 的 有 性 .为 使 展开 式 一 致 有 效 ,可 通过 适 
当选 取 a fE o 的 奇 性 不 超过 mo 的 奇 性 . 而 实际 上 ,只 要 选取 x 
消去 右边 各 项 中 奇 性 最 坏 的 项 ,就 能 得 到 -- 致 有 效 展开 式 . 在 此 ， 
FR а (Eria =o, Int 


Й 1 1 
тїз r = —<- 
т т? 


解 得 


an 
© 
= 


КАЖ 


其 中 


, 当 0 时, 奇 性 最 坏 的 项 一 各 十 e 2-60, НЕЕ 


_ e [2 1 _[ {2,1 z] 
и; т? [уз t se [е | £ 519 


类 似 可 得 


3 Be 
E 
+9| 5), 
2 36. ei 
ЕТ а) 


11.3.3 重 正 化 方法 


以 便 


Прптуло(1962 年 ) 和 Usher(1968 年 ) 发 现 , 为 了 消除 长 期 项 


得 到 一 致 有 效 的 摄 动 展开 式 , 可 以 不 在 微分 方程 中 引进 自 变 


量 的 变换 ,而 是 先 求 出 非 一 致 有 效 的 直接 展开 式 ,然后 再 在 这 个 直 


接 展 
伺 阶 
从 而 


т АЛРАН (11. 12) 或 (11. 13) РЕЛЕ 
数 增加 的 条 件 来 确定 (11.12) 中 的 ww 或 (1.13) 中 的 z (z), 
消除 长 期 项 这 种 方法 称 为 重 正 化 方法 (method of renorma- 


lization). 用 此 法 在 确定 系数 z (7) 时 ,不 必 求 解 微分 方程 而 只 需 
求解 代数 方程 ,从 而 简化 了 计算 . 


法 . 


为 了 便于 比较 , 先 用 例 11.3.1 ff] 11.3. 2 来 说 明 重 正 化 方 


例 11. 3.1 的 重 正 化 方法 ， 


EIB Q НЛ. 


и 一 fos + oi tsint + =, (сон, сов) | 


+ ОЕ!) 
ОЛНО), НЮ cost,sintycos3t,… 按 < 展开 ， 


cost = cosr — suirsinz + ө, 


sint = sint 十 etrcosr + +, 
cos3t = cos3r 一 E3uirsin3r + +, 


JF e RK ЖЕК) RE u 便 化 为 


и 一 COST 一 [| w 十 | rsin? 


— 4 — 2 
39660881 совг) | + О). 


а ВАНН k И — ВЕСИ ЕЕЗ, 
例 11.3.2 的 重 正 化 方法 : 
ний, © ИЗЕЛ. 


и = aef] + efe E + 2: |+ Oe). 
SERRO ЭЧЕ ЕКПЕ ТЕ є 展开 ,得 


x7? = r? re 二， 
е "=e — eine t H, 


Геза + 22-1)аё 
= [е 6731 十 Еде + er >C + г), 
从 而 
и =en] — [ос +102 
_ [еа +270946) + OC, 
.592 。 


取 гу Ë r—0 时 最 坏 的 奇 性 消失 , 即 可 由 227743 Tr i= 0(E Ë 
панава усе Ти гое) л = 
-Ar Ат 
umre i+ | Жс е7 
+ | сте за + 26nd |} + OG. 
这 与 前 面 所 得 结果 相 问 . 


H.4 匹配 法 


当 因 变量 在 自 变 量 的 某 处 发 生 急 剧变 化 时 ,利用 变形 党 标 法 
不 能 得 到 一 致 有 效 的 渐 近 解 . 例如 当 小 参数 与 最 高 阶 导 数 相 乘 时 ， 
就 会 在 某 部 分 边界 附近 出 现 这 种 现 每 ,通常 借用 流体 力学 中 的 称 
呼 把 这 种 区 域 叫 作 边 界 层 (boundary-layer). 
注意 到 放大 自 变 攻 欧 尺度 可 以 减缓 因 变 量 的 变化 速度 这 一 事 
实 , 通 常用 如 下 两 种 方法 求 一 臻 有效 展 开 式 . 一 是 匹配 法 (method 
of match) ,二 是 合成 法 . 
11.4.1 匹配 法 
匹配 法 是 在 边界 层 外 用 原 尺度 的 变量 直接 展开 得 外 部 展开 式 
у(х) ~ аю Ощє—з 0), (11.14) 
ЗЛУЕ С—С ОЧЕ НИНЕ 
FED ~ УЬ Qal (ще 0), (11,15) 


其 中 me) 与 (ен «+0 ВТО F P|, 38 ER ВЕУ е. 
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Жз BEL рч, ЭЛЕ ЯНЕ ЕТЕ BË I ЖЕНЕ Ж. 外 部 展开 式 在 
ARER ЖК. TE S БЫ) БЕ (k A ШЕЕ al ЖЫК. ЇН 


可 以 把 它们 复合 起 来 构成 -一 致 有 效 的 统一 的 表达 式 . 
以 下 以 常 微分 方程 的 边 值 问 题 为 例 说 明之 ， 
1. 一 阶 近 亿 与 普 朗 特 (Prandtl) 匹 配 法 则 
例 11.4.1 


Bp E Ж. 
不 难 求 得 该 常 系数 线性 问题 的 精确 解 
y = [laen — Bev + (2 — aen ]/(e% — e") 
其 中 n= Ee VITHE pak, 


2E 
r, =— 1 + Об) 
ње L 41406) 
А Вет", к 0, 
lim у = 
m. +£ = 0 


©&® Ə 


© 


如 图 11.1, 当 6 很 小 时 ,y 在 x=0 点 附近 变化 急剧 ;而 当 s==0 时 ， 


x f ==0 点 不 连续 . 
《1) 求 外 部 展开 式 
设 у = Wey 十 
代入 式 中 一 二 ,并 令 各 次 客 的 系数 为 0, 得 
эск 0 yO = а, 1) = 8, 


XL y, =— ya. 5.00) = 0, yx(1) = 0 = 1,0,6). 


Не уН, Эрт y, 的 方程 都 降 为 一 阶 方程 .它们 
的 解 无 法 同时 满足 是 个 边界 条 件 ,必须 放弃 > 一 0 点 的 边界 条 件 


. 594. 


图 11-1] 


Өх ATA EDI ЖН, 5 4535088 08 ИЕ] 31880 ОВС А2 Я R 
件 的 方法 留待 本 段 后 面 说 明 ), 由 


y +» = 0, 
10 =й, 
得 
x = Ве!" @ 
J” +y = Ве! 
WD = 0, 
得 
x = (1 — rje 
外 部 展开 式 为 


D 
> = Вет + O) 
(2) 求 内 部 展开 式 
Bh RER 


£ = r/e 

与 xz EE RREH. = 的 方 次 如 何 选取 ,在 后 面 说 明 . RO Die 
为 

y+ y+ sy = 0, 


| y(0) = a. @ 
其 中 *， ”表示 对 了 求 导 . 设 
у=) — sy + Ey (E) 十 ，… 

JA 12.48 
у Бу 0. yO) = z, @ 
X H Yn = 0 =0 (n= 1,2,5). @ 

HRO 
y =a — A, + Ae, @ 


式 如 (n=1) 解 得 
x= AG — et) — [a 461 4 е]. 02 
Ж A,A, 为 待定 常数 . 内 部 展开 式 为 
y = a— Á, + 4,67 + Oe), 

它 在 # 有 限 即 z==O(s) НН Ж. 

(3) 内 、 外 展开 式 的 匹配 

设 内 、 外 展开 式 存 在 一 个 公共 有 效 区 域 , 普 朗 特 匹 配 法 则 是 
说 ,在 公共 有 效 区 域内 ,外 部 解 的 内 部 极限 (y") 等 于 内 部 解 的 外 
ИЖЕ су”, 


ту" = im y. (11.16) 
由 此 匹配 法 则 得 а — А, = Be, 从 而 得 内 部 展开 式 为 
у = Ве + (а — peje 4 О). 
《4) 办 、 外 展开 式 的 合成 
为 构成 一 致 有 有 效 的 统一 展开 式 , 常 用 以 下 两 种 精确 度 相同 的 
合成 方法 : 
"596， 


加 法 合成 
у= у + у— yyy (11.17) 
FEER 


у = УУУ) = yy (y). (11.18) 
此 例 核 式 (11. 17) 可 得 
y = Be!” + (а — Beje + Осе), 
按 式 (11, 18) 训 得 
y =e "Ге + te — feje >] + Ole). 

最 后 ,究竟 如 何 判 断 哪个 边界 有 边界 层 , 即 在 求 外 部 解 时 必须 
放 谭 硅 个 边界 的 边界 条 件 , 在 有 些 物理 问题 中 ,边界 层 是 明显 的 ， 
例如 粘性 这 体 的 化 流 问 题 中 ,边界 层 就 是 粘性 起 主要 作用 的 紧 舍 
物体 表面 的 区 域 . 但 在 有 些 问题 中 边界 层 不 明 昵 ,只 好 用 匹配 条 件 
进行 试验 了 . 用例 11.4. 1 说 明之 . 

假设 =1 附近 是 边界 层 , 放 弃 条 件 y(1) 一 8, 由 了 十 y 一 0， 
y(0)=a ЗРЯ у= ае" 十 OCe); 取 伸展 变换 

{= (1—ж)/ё (А> 0), 
把 例 11. 4. 1 中 的 式 中 化 为 
oy—e y+y=0 

当 є-*0 时 ,该 式 依 4 的 取 值 化 为 : 

当 А1 时 ,y=0, 考 虑 y',-, 一 , 解 得 y= 十 A 十 OCe). 由 
匹配 条 件 (11.16) 要 求 对 任何 上 成立 

In PAD = lina, 

由 此 , 除 А=0 外 还 须 8=oe- ,一 般 是 无 法 成 立 的 ; 

4 A<1 Bf, y=0, yi 二 8 十 OCe) , 苞 配 条 件 仍 无 法 满足 ; 

当 A=1 时 ,3 一 3 一 0, y= 二 8 一 A 十 Ae 十 Ote), 由 匹配 条 件 ， 
除 A=0 外 仍 要 8 一 ae '. 从 而 得 知 ,z 一 1 附近 不 是 边界 层 . 

假设 z=0 附近 是 边界 层 ,前 已 求 得 外 部 解 , 取 伟 黑 变换 
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фе х/д (AD> 0) 
把 鲍 11.4.1 ОМК 
еу фе y + y = 0. 
320 EGAR АДНА ТЕУ. 
A>1,y= 0; 
A< 1, у= 0; 
А=1,у+у=0. 
| 匹配 条 件 判定 必须 放弃 ASL ALI 的 情形 ,而 取 14 一 1 ,这 正 是 前 
面 所 讨论 的 情形 . 
2， 高 阶 近 似 与 范 戴 克 (Van Dyke) 匹 配 法 则 
由 例 11.4.1 中 的 式 昌 .过 ,外 部 展开 式 为 
丸 一 有 [1 十 sl 一 z)]e + Ote’). B 
各 ,可 ,内 部 展开 式 为 
y = [а — A.G — et) + s(A,(1— e) 
— [a = 461 4+ e 1 6) + Осе) @ф 
其 中 常数 А„,А, 要 在 内 .外 展开 式 的 匹配 中 确定 . 
Ж С +c B у Я, Е A=, F E lim y = A+ 
Ole). Wilimy = Be (1 +=) tO). HI Ж{Л A ЖЕН y e TE WI 


ТЕСИ A, = gef + 91 eso nf, Arce, 9А 00) 


FR. 由 此 可 见 , 普 朗 特 匹配 法 则 在 求 高 阶 近 似 时 失效. 
一 个 被 广泛 采用 的 简便 而 有 效 的 匹配 法 则 是 范 戴 克 匹 配 法 


则 ， 

万 项 外 部 展开 的 m 项 内 部 展开 = m 项 内 部 展开 的 项 外 部 
展开 . (11.19) 
其 中 ,mwn 可 取 相 等 或 不 等 的 任何 正 整数 . 


为 确定 项 外 部 展 


. 5I8» 


yaad = Veyl) + ОЭ) 
ЖҮГҮ Е 
Уә = Sero +O), 
ВАРНЕ л 项 外 部 展开 为 
(єє) = ЭКУ + Оц"), 
=: 


RISE ЧЕРЛЕ М ç fkha e 展开 ; 
У.) = lim усб уе), 


ШЕ] 


4-1 
уйе) 一 ууєҮ,() 
Y,(£) = lim А0 
е0 


є! 
йш) 
为 确定 m 项 内 部 展开 的 a Лар F B 28 yh ЗЕ Ў ap ЯТ 
写 m 项 内 部 展开 为 


yes ey = Уау г/в) + Обе"), 
£=" 
ЖАЗЫК ЛУШ z. Re] h e EH: 
yalar) = lim у'бу/є;Е). 
лк 
F i 
у беге) 一 N eyka) 
x, (zy = lim асани 


(тй) 
例如 , 取 т=п 2, Ж (11. 192 EBE. Е Фф 09, B ri 
外 部 展开 
¥ BEL 4 601 — zyJei z 
=B8' l+ ell —sË)le 9 (BIR 2023818032) 
. 599. 


=p е eted. Ote E ИЮ 


的 两 项 内 部 展开 为 
(yy ~ Beil + £ — 60), 19 
两 项 内 部 展开 


уа = А01 = ct) 4 4А(1 еб) —[e— А(1+е 1] 
=e — /„(1--є © 


+= A (1 — 6779) — [а A + se 于 | 
| 


用 外 部 变量 改写 ) 
(а — 4,001 — z) + A + += (对 < 展开 》 
的 两 项 外 部 展开 为 
i ба A ж) + eA. 19 


据 式 (11. 19) ,使 式 信 与 侈 对 任何 x 相等 ,得 Ama Be. А = йе. 
从 而 确定 内 部 展开 
y = Ве + (a — Bebe š 
Б elfetl — e t) — [Be — (a — feje t 4) 
+ 07е) @ 


合成 展开 式 
ysy + y — (yy 
=P[1 + Ee — ж) Је!" + [Са — Be)(1 + 2) — epe Je z 
+ Осе!) 08 
HROV 由 式 鸭 给 出 . 
另外 ,还 有 卡 普 伦 (Kaplun) 匹 配 法 则 , 它 昌 比 范 戴 克 法 则 更 
为 一 般 ,但 因 过 于 复杂 ,应 用 较 少 . 


1.42 合成 法 


合成 展开 式 (11. 17) 为 
+ 600 - 


лаада анддаа а ао о sQ ва 


уб) = y lre) — у (Є) — Gy, 
ярд SEM GB FB: 
ytre) = F(r;ig2 + СО ре) (11.20) 
EP Кох) <= у. ССр) = у — (O), X B Bn С HDE Ba Е 
求 内 ,外 展开 式 , 然 后 再 合成 一 致 有 效 展 开 式 ,而 是 直接 求 这 种 具 
有 两 个 部 分 的 合成 展开 式 , 称 合成 法 . 在 边界 县 外 ,y(zrie) 的 外 部 
极限 F+" 满足 原 微 分 方程 和 相应 的 边界 条 件 ;在 边界 层 内 ， 
убт) НИЕ F +G 满足 变量 8 的 微分 方程 和 相应 的 边界 条 
件 . (11. 20) 是 满足 全 部 边界 条 件 的 处 处 有 效 的 解 . 下 面 仍 用 例 
11. 4.1 说 明之 ， 
1. 拉 塔 (Lattay 的 做 法 
首先 像 11. 4.1 市 那样 判定 z— 0 附近 是 边界 层 , 且 取 “ 一 
х/є, 考察 了 内 部 展开 式 中 包含 e ' 之 后 , 设 
y =F(z;g) Te Ы (хе) 


= Eef + et Уле ба) D 
=D a= 


《这 里 局 也 表示 为 外 部 变量 x 的 函数 ) 把 该 式 代入 例 11, 4. 1 中 的 
ROMO AIG eyere 六 的 系数 为 0, 得 关于 Aoh 的 方程 和 条 
#: 

Jat А = 0, Аа) = 8; 

h = h = 0, h (02 = a — /,(0); 

л+л == Аа) = 0; 

hih = h, AO) 一 一 f,(0); @ 

fit f=- ft, Аа) = 0; 

hi hy = h, №00) 一 一 /Ь(0й). 
其 中 用 到 e “对 < 的 展开 式 的 所 有 系数 都 为 0. 由 式 回 逐 次 解 得 

' 60l- 


fa = Ве". h, = (а — fejet; 1 
Ў, == BG -— хе! s, А = [> Pe + ба — peale 


A= BL 5 — 2 9 
he = [— бае + Ga — 3002 + а Воо јео, 
由 此 ,得 


y = 中 1 + + $O — DG — о 
| г 5 
+ [а — Be + є[— pe + (a — Be)z ] + е yae 
+ (а — збеўт + T (a — воз |е “OG D 


注意 到 右边 第 二 部 分 中 ==1 十 x 十 … 与 x 二 就 , 则 前 两 项 与 例 
11.4.1 PARE “ 致 的 . 
立 塔 招 外 部 变量 推广 为 
£ = (х)/ё(є), (11.2]) 
其 中 ,glx} 在 求解 这 程 中 确定 . 
2. RA (Bromberg) $] ипиик-1юстериик 的 做 法 
首先 像 11. 4.1 节 那 样 判定 .x=0 附近 是 边界 层 , 且 取 内 部 变 
Ш р/с. WEDT ASh G A A E G НЈУ В G" — 0. TE 
у (236) =F + G° 


= Кж) + EF (>) + e F,(z) + + 5) 
КАЙ 11. 4 1 HERD OHA ВОАС OEF F, 
CORI H EA ЖЇР: 
Fi + F, = 0, F) = ñ; 


E, +E, 5 Fi Р) == 0 (n = 1,2,6) 
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Уба) =F +G 
=F.) + 0 + ГЕО + КОО) + 6.00] 


+ 04 + FOY Е.) + сф] 


+e © 
代入 关于 内 部 变 证 4 的 方程 与 条 件 例 11. 4. 1 PAURO, E = 83 
RRRA О RF GORA EN ЖЇР. 
Gi + ©, =0, G0) = а — F0); 
G! +G; =— G, — FLO) — Е,00).6 00) =— F0); 
G} + G, =— G, + [E0 + Fo] 
— FIO — Р\(0) — F0) 
G0) = —F,(0); 
此 ,逐次 解 得 


Б, = йе“, 


a == (а — fede "t, 
F =U- re”, 
©, = [Ха — feg — деје f; 


F= тва — r)(5 — yel", 


Y 1 „ 5 А 
G [ра ot + ө — zeot оде], 


ДИДЕ ЖЕ НВГ, 与 用 匹配 法 求 得 的 结果 例 11.4.1 中 
(Ы. 

拉 塔 的 合成 解法 用 于 线性 问题 较 简 便 ,用 于 非 线性 问题 时 ,或 
用 于 需要 较 多 的 特殊 丽 数 表达 内 部 解 的 情况 时 ,以 及 用 于 需要 结 
合 较 多 的 物理 概念 的 问题 时 ,就 比较 困难 了 .而 布朗 伯 格 与 
Biure- Люетерник 的 合成 法 避免 了 这 些 困 难 . 

里 配 法 虽然 较为 党 琐 , 但 仍 为 普遍 有 效 的 方法 之 .一 . 

+ 603 ° 


11.5 多 重 尺度 法 


在 变形 法 和 匹配 法 中 对 自 变 量 的 变换 ,实际 上 部 是 改 变 自 变 
EHRE. 在 许多 问题 里 ,采用 多 个 不 同 尺 度 自 变量 的 多 量 尺 度 法 
(method of multiple scales) 常 是 有 效 的 . Ñ 50 年 代 后 期 以 来 ,多 
重 尺度 法 已 经 在 许多 领域 中 得 到 了 广泛 的 应 用 ,取得 了 很 多 成 果 . 

有 三 种 形式 的 多 重 尺度 法 ， 

1. 多 变量 展开 法 (导数 展开 法 ) 


取 线 性 变换 

Т. = Е От = 0.1,2,+,М), 11.22) 
则 

d а а а 

а 1; } © эт, Б 4 s" Fo (11. 23) 
求 形式 解 


иге) =u T T T E) 
м-1 


= Уеа (ТТ. Ты) + OT). (11.24) 


这 里 变量 T. Т, Обет) ЖЕНЕ Оен) E Н 
Ж. 


2. 双 变 量 展开 法 
取 线 性 变换 
¿= =, = (1 + єбє, + зоо, 十 … 十 «Маш, (11. 25) 
求 形式 解 
ийе) =u(Z,7;e) 
M-I 
= Эуе, СЕ, + ОМ), (11. 26) 
8,6 Ш 748. 
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ee 


3. 推广 的 多 重 尺度 法 
推广 的 导数 展开 法 是 取 
T, = 8,4)» (m = 0,1,: M) 


T, = Ön CE gn ыб!) (т = 0,1,- M), 
推广 的 双 变 量 魔 开 法 是 取 


M 
© = pt, g= D OEE E). 


mo 


11.5.1 多 变量 法 (导数 展开 法 ) 
例 11.5.1 考虑 线性 阻尼 振动 问题 


dr， pdz 
a = 284 


不 难 求 得 精确 解 
r = ae "cost l E r + Фф), 
其 中 ae 是 任意 常数 ， 它 关于 £ 的 展开 式 是 


(11.27) 


111.28) 


(11.29) 


@ 


@ 


т Е — е + Тее 一 “| [соз + @ + Eising +ø + а 


=acos (z + p) — talcostt + p) 
+ = [91090 十 网 十 Sisina + ө |+ „ 
现在 用 导数 展开 法 求 渐 近 解 . 设 
T =, T. ==, T, = ë, 
并 设 形式 解 
х= z (T.T T, + sz CT, T.T, + +. 
把 此 二 式 代入 式 中 ,注意 到 


4 =D, + sD, + 60,, 


@ 
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2 
i =(D, + D, + £ D. 
= + 280,0, + (D: + 2D,D,) 
+ ер, + e'Di, Ө; 


其 中 p, тарс с СЗ ВОНР ВЕТ raras 
的 方程 


(Dš + D = 0, g 
(Dš + Da = — D,(2D, + Dao D 
(DI + Da =— 2D,(D, + Da — (D: + 2D,D, + 20,)х„.@ 
HKG {+ 
z = АСТ. Те» 十 AT Te @ 
其 中 心 是 A, BJ RE SE К. 把 该 式 代入 式 辐 得 
С + De, = 00, + Ae + cc {È 


其 中 ce ЖЕНИ ИДЕ ЮЖ. hTERT 0 31 Da BN Ti HA 
Teeth (+i EPFTE2r EE WSB), ВЕЧНА # 8 T T, 的 
项 ,就 是 说 必 出 现 长 期 项 . 为 俩 长 期 项 不 出 现 ,应 适当 取 A, 使 
etim 的 系数 为 0, 即 应 取 А, СГ, ТА, =0. 由 此 解 得 

A, = а(Те D, 


从 而 
ху == бае! о 十 ауе Tn eh, (p 
RDFA Dn = 0, 2,18 
mz = AC Te + A CU Tp 
再 把 已 求 得 的 z л 代入 方程 名 ,得 
(Dš + De =— ©(Т,,Т,)е ee 12 
其 中 
AUT oTo = (D, 十 14 十 [一 ae) + д CT, eT, 
BR ЛТ ЖЕЛТОК BA Н т 包含 长 期 项 ,为 了 消除 它 , 应 适 
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当 取 д, EQT Ta) =0., УҢ 


а Гао + 0 + аут, a 


z= [а + С a + арт, етет + cc rE 


ЖЛОБИН f e n B Тү-=со(р-=со} В tora 
都 趋向 0, 但 只 要 上 大 到 上 Ole Ё Т, ес ОСІ) Е, ТЕ Н єл, 
二 OCrn), 即 ez. 不 再 是 前 项 z, 的 小 量 修正 ,展开 式 oter 失效 ， 
因此 ,为 了 使 T, Жа ОСЕ тоел 仍 有 效 ,就 不 能 允许 
在 e ”的 系数 中 存在 含有 因子 T AR ARAE aT A 
一 ax 十 2 一 0, 即 应 取 

“Т. = аде т, 
其 中 so 是 常数 , 从 而 

А, =a, (Te na, 
类 似 地 ,利用 三 阶 展开 式 可 确定 

а С) = ane t, 


Яа Н. 至 此 ,得 到 二 阶 展开 式 


1 [i 一 арр u 
х -| Lawe: ТузүТ,) + дет rogna) ] 


+ [але пр) апе) lje T: 

+ OceT,), 
HP Осе) ЖЕЙ, EA ОСЕ) ГО). ВЛЕН 
Ж. ШЖ ЖЧ ®. K WE MEB $ PF x (0) =acose,z(0) 
= —a(scosg+ V 1— esing) Е, n[ #8 

(Ga 十 20) + Elan + an) = acosg, 


(aa 一 üo) + Elan — an) = iasing, 


1 | 
aw 十 бар = ae", 


z 
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从 而 


> =ае "cos 


Т, 一 ir, + 9 + ОТ 


| t Le + el H Осе). 
利用 精确 解 还 可 进而 求 得 祭 项 Os) 实际 上 是 
R =ае-“!совб VI = 十 Ф 一 соз! 一 += + P) ] 


2ae sin 5 | «е +1 Le] + ?| 


、 1 ...| 
. sin| — 16° + je] 
=Q (et). 


另外 还 应 注意 ,对 于 线性 方程 ,在 使 用 导数 展开 法 时 不 必 把 因 
ERF MEH ERDO ORAR H е КЕК 


0, 得 

(Di + lr=0, 

DD + i)z= = 0, 

《Di + 20,0, + 2D,)> = 0, 
ERD 


r= AT TD + ACT Te, 
代入 式 仿 并 注意 对 所 有 7", 成立 ,得 关于 А 的 方程 
(D. + A= 0, 


解 得 
A= are mn， 
ОКА (8, XART 4 的 方程 
(Di + 2D, + 2iD,)A = 0. 
把 式 多 代入 式 四 并 注意 对 所 有 Т. 成 立 , 得 关于 a CT) Br E 
(2iD, — 1а = 0, 


P 


解 得 
a(T,) = ае T, 
ЖР а; 是 常数 . 从 而 
А = ae Те, 
z= ае пе 2-2) 4 се. 
车 记 a| = ela 是 实 常数 ), 则 得 


7 一旦 + 


х =ае сов 


=ae "сове 一 +=“ + g). 


例 11.5.2 用 导数 展开 法 求 范 得 波 (Van der Pol) 方 程 
ТЕ а= u 49 @ 
的 渐 近 解 ， 
设 
T = t, T, = =, T, = є, 
и = lT oT, T + s CT T Tp + =, 


则 
d 
д D + ED + e D,, 
Ё 
dš z А 
ар = Dš + D,D, + eDi + 2D,D,) + ». 
RARO, ЖН є ЇН] ҮК ЖЕ. 936 zz sr: 的 方程 
(Di 十 1н, 一 0， 9) 
(Di + Du, =— 2D,Dv + (1 — и Руш, @ 
(Di + Dus =— 2D;Du, — (Di + 2D,D,)u, + Q — и Руш, 


+ (1 — а) Dw — нон Dou. D 
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AROR 
и, = АСГ,.Тое" + АСТ,.ТГ,„)е 
ЖАЯ 
(Di + Du, = i2D A — А + AA 
— işte" — сс 
为 消除 长 期 项 , 令 e=" 的 系数 为 0, 即 
А = А – АА, 


ЕЕ 
и, = BT, Тоде + нле» + ес 
为 求 4, 记 
A= Таб, Товт, 
ОАВ M GTI 


Dp=0, Da= $1 AE 


分 别 解 得 
4 


= Ф©(Г,), = ———. 
ф= (Т), a LEET, je 


@ 


如 果 只 要 求 a 的 一 阶 近 似 , 则 07) ,eT,) 可 看 作 常 数 , 洪 足 


初始 条 件 x(0)=ao, 生 (0) 一 0 的 解 是 
и = асов! + Ole), 
其 中 
2 4 
1+ Е 一 1je-* 


а 


Ada 


(p= 0, с = 


Do ú 


如 果 要 求 x 的 二 阶 近似 , 则 需 确定 函数 B рс. 为 此 ,把 ии, 


КАО 


(D: + Da = QT Tape +AT e + NST 
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其 中 
Q= ADB +iG — 2АА)В — iAB- ADA 
— Dia + а — ADDA — ADA + тая 
NST 表示 不 产生 长 期 项 的 项 . ЖН КЕ ВИ, Ж ФЪО=0. 为 求 8， 
假设 B= pien EP AAT TIAR AROR AE А, 


互 的 表达 式 代 入 上 式 中 ,并 令 @= 0 ,分离 实 、 虚 部 ,得 
Da = 0, а=а(СГ) 


与 
2Db 一 |1 一 26 =- 2aD,g + Dia 
Íj- 2g м 
[1-3 有 Pe ~ рр ® 
把 由 式 翁 所 得 的 
1 2р, 1 3 
一 T = ==, Da = Ра se Da, 


а? = 1ба— 32а — 8a Dia 


RARD HUE Жз, TE 


Ё \ ГТ 1 | 1 
у= |же gal Da (04 |. 
关于 T 积分 之 ,得 
b 7 


£ = Zat = ш 一 {pig + bl T, L BCT). 
为 使 wtfus 对 所 有 的 了 了, ЭЛ, АЙЧ T, 的 条 数 必 须 为 0, 即 e w 


满足 О.р ~i ‚БТУ 
\ 
p=- Ва 


广 意 到 式 合 .gp 是 常数 ,于 是 得 w 的 一 阶 渐 近 展开 式 
"611: 


— el | д 一 Faina + а, |а (1 一 1691“ + a] 
T gesing [1 — =] + а ]| +069 @ 


在 Ote) 的 误差 范围 内 ,a ARDRE b 看 作 常数 ,并 且 以 


Iz=- 1 \ а віле Lat — 1 | 
д slna + bJ sine| 69 па + ® . 


7, 1 \ 
1 = cose[ ые 一 зіва + | 


代入 ,并 记 
le T, + Lana — a — 
p= 16° t a + z elna — fı — Ebs 
WEFO E н, 
и = acostt — 0) L ga°sin3(z — 0) + Ole). 


32 
例 11.5.3 ARAN g ERTER ЖЕ КЕТПЕЙ 
= — н. — t = н, 
lu(z,0) = ecoskr, uGr,0) = 0, 
在 11.3.3 h в Ж ЖЕ ЭКН ЕКЕ 1 或 远 小 于 
ВРЕ) — БОЕВОЕ Е. iq Ве 1 十 O(e) 时 ,该 展开 式 失效 ， 
HERA д1 时 驻 波 的 渐 近 展开 式 . 为 方便 计 , 先 引进 新 变 
E £= kx, [B| ER 1.28 


ta — Ё'не— и = и? 
_ © 
ul, 0) = ecas, wlé,0) = 0. 
E 
k = 1 + =k, @ 
T, = t, T, = =, T, = t. @ 
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求 如 下 形式 的 渐 近 解 : 
WEE) =н, To T Tis 
= Et + Eu, 一 Sa, 十 … 
КО - ФКА, жЕ e ЕНА 


у 


Pu, дш і 


ep: o TA =o, 
> 
ди, i 
u |+ -3 = совЁ = 0. : 
ilr 9 . aT, T,= i 
Fu Fu 
e Et: э ав 0 
ам, ди, 
йт |T,= 0, = . 
elr, ЭТ, r JT. T= 
Yu Fu 
3 CH з 
еў, ат? JE tta 
Fu Pu Fu Fu 
3 І 1 2 1 
и + 2б E ar атат, “STA, 
9и; |да, ди, 
sine = 0 т ,aT КӘТ, m 


式 岛 求 得 一 阶 近 似 解 
и = а(Т,,Т,)совё, а(О,О) = 1 
把 此 式 代入 式 @, 得 


эт эё "= 
ди да 
из |r =0 = 0, T. aa TAT, тү-ебовё 
ñ z= 
解 之 ,得 
u= [BTT To +AT Ta) Jeosé, 
= =— 24 
#0,0) = 0, 860,0) = ЭТ 
2-0 
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为 消除 长 期 项 ,必须 令 BT T.)=0,H И 


da 
aT, n = 0. 9 
于 是 
и, = bT Tacos, 600,0) = 0 
把 оке 代入 式 回 ,得 


дїн, 


т 3 a 
3 


>a’ — 2ф а 一 Za | сов + Lacosa 
为 消除 长 期 项 ,a 必须 满足 方程 
关于 a 的 初始 条 件 , 如 前 面 式 @, 鲜 得 到 


a 


да 
T=0 = l, s= 
TIo ат! 


T=0 一 0, 
T,=5 


E OCT )—O (ey ER ТЕЗЕЛЕШЕ, a UER T 的 函数 , 满 
是 


“+ L: 一 el 一 0， 
а0) = 1. 2' (0) = 0, 
其 初 积分 为 


(一 DC， а= 1#һ, 1, 
a [АҢ ИГН КЛИН. 


ia (T ЗБ, ЛТ Же ЯҢ ЖЭЙ SN E a 必 在 以 1,8 为 端点 的 
区 间 之 外 .由 于 ak0) 一 1, 当 8<1 时 ,e 无 限 增加 ;而 当 221 时 ， 


4 在 0 与 1 之 间 振 动 . 折 以 B=1 sË А, = 378 是 稳定 和 不 稳定 的 临 
TE 由 此 ,中 性 稳定 性 的 条件 是 
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£= 1+ Že, 
这 与 按 定 义 得 出 的 结果 相符 ,而 用 变形 参数 法 会 导致 错误 的 结果 . 
11.5.2 双 变 量 展开 法 
为 便于 比较 , 仍 先 用 例 11.5.1 来 说 明 方法 . 


例 11.5.4 
2 
ва 002, © 
设 £ = =, 
== (1 十 ew + ga, +. 
则 
d 2 
а = ED; + (1 + еә, + с}, 


2 


p = PD} + 2E + e + DD, + (1 еә, + +), 
(其 中 розв. Бу ур, н ОЛЕШЕ 
[ЇР -+Е2е(1 + е + DD, + (1 + Вебе, + 0008 + 1] 
== 2eLeDe + O + E, + 00а. D 
У 
z = (8,9) + sz Ep er + += 
代入 式 四 并 比较 6。 同 次 器 的 系数 ,得 关于 oror: 的 方程 


(Di + Da, =0, @ 
(Di 10а =— 20,00, + Dx,, а) 
D; t Da = — 2D, + 1)х, 
= (Di + оГ + 2D;)zo. @ 
AROR 


жу == AE 十 AE)e 3, 


其 中 A E А, Жї ЕУ ЖГ. ЗАЙКА К АКЕ 

(DE + Dz =— 2А + Ae" + сс. @ 
为 使 该 式 的 解 不 含 长 期 项 ,应 取 A i et 的 系数 为 0, 即 应 取 
ACE 


А + А = 0, 


此 解 得 


A = ае t 


P as 是 常数 . 从 而 
xo = бае" 十 ae "ўе ° 
而 式 力 化 为 (Di 十 1)zi 一 0, 解 得 
= = A (6)е* + Ae, 
再 把 已 求 得 的 rzoyz КАЛГ), EG 
С + Dae: 一 [一 КАТ + A) + (е, + lace е" 


+ ce. 
为 消除 :rs 中 的 长 期 项 ,应 取 A E 
AL A = іа L Dae *, 


z 


又 为 了 使 4 中 不 含 长 期 项 ,应 到 = ERR H е “的 系数 
жо тн AA. =0 解 得 


À, == a,e 


-+ 
а Ей 
x, = (аце 十 ауе "ye. 
由 此 得 
= =r + ёх + Осе) 
= (a; + аде e" + cc — Ole) 


车 记 ww 十 eu 一 去 aer, 骨 
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aa 


х =at ‘соѕ( + p + OQ (e°) 
= ав cos| 一 + 十 … 十 e) + -- 


一 ae -rcos| t — Ler + 加 +0) 
此 结果 与 导数 展开 法 的 结果 一 致 . 
例 11.5.5 用 双 变 量 法 求 范 得 波 {Van der Pol) 方 程 
и а= 0 и) 4 
设 
E= g, T = (1 + Ete, 十 En + 61, 
u = u (Š з) + su (2,79) 十 Sa) +, 
RASTED HER е ШКЕ ЖЖ. 
(D; + 1), =@, 
(D: + Du = 200и, + (1 5) 
(D; 十 Du 一 一 2D Dht 一 Dus 一 2ш и, 
+ (1 — wi) (0ш + Deto) 


一 2мин Diz 
HAOR 
на = A (Ẹ)cos} + B,(#)sing, 
代入 式 回 ,得 
(Di + Da =|— 2B, + Е A + БЇ в.о 


+ [2а – [1- ALEE A, fring 


+ +C) — 3AB8)sin3y 
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ә e 


@ 


+ 108 — ЗАВ союз. g 


为 消除 长 期 项 , 令 cosg.sin 的 系数 为 0, 即 
-am + [i Ti 


\ 


|В, = о, @ 


„== 0, 


i 


Н 2 2 
зА [1 — Ait В + 8А 


а 


以 A СНЕ Ы Во RRO HA р б и. 的 振幅 a 的 
Т, В psa = А-В, ДИН 


do i 1 1 P 
dl L 

解 之 ,得 
4 = 


“= — 5 ® 
1+ | í 一 | sef 

EA n=O Н. 青 以 А, ERROME B RRT A 
除 以 虎 , 便 得 

A. A ш ii 

z =0 Ж ре Gi 
记 A, = acose, В, == — asing (HH p k n HH z). Д A/B = 
一 ctg 多 HRH ф=ф СЕ TE u, 可 表示 为 

но = acos (T -十 的) 
В 0 [i Җ® 
s, = AOS + д) + В. siny д) 


al 


32 
把 Host 代入 方程 电 , 得 


sin3 十 p). 


DR + Dus Р 28 + |1 La B; - a" 2 даа 


- 618 - 


{ Зз} 
+ |1— T| + Iz 


Јово +) 
+ Е 一 [= Žaja inata + NST., 
其 中 NST 表示 不 产生 长 期 项 的 项 . 为 了 消除 长 期 项 , 令 
2Ai 一 [一 Ža} A, =0, 


r Í lel л ' 3 zl a 
25i 1 je |5 ?аља — а +1 1° |а + izg’ 


HARS. TIE E Иса pa 
Аз 


a 
Аза T 
В. 117 11, 
[到 [% aT [se EE 
解 之 ,得 
A = aae, 
B, af w + 5E ha- Jalna a 


其 中 wa 是 常数 , КЩ г-#со[,#—®ое,а—*®2,Вү—с=о,ну/и, 无 
界 , 所 以 必须 取 w= — 1/16. 
于 是 得 zx 的 二 阶 近似 

u = (q + saa e “ees[|1 一 el + al 


— е — апа + majsin|| 1 一 е), +a] 


а? азі le : 
+ galfi 16° Jeta] +O), 


其 中 ea HRONE 只 要 把 这 里 的 а, Реа 看 作 例 11. 5.2 中 的 
an* 这 个 结果 就 与 用 导数 展开 法 得 到 的 结果 完全 … 致 了 ， 


11.5.3 ”推广 的 多 重 尺度 法 


为 使 于 比较 , 仍 先 由 例 11. 5- 1 来 说 明 推 广 的 双 变 量 法 . 
例 11.5.6 考虑 线性 阻尼 振动 问题 
dz: . __ іх 


E= =, 
FE lp (Ë) + gli) + sg (Ë) + =, 
HP g 0 g.(0)=0.,WJ 


d 日 i ‚ a а 
geggt EE's бв + а q) gy 
d. 一 本 3: 2 РЧ ! f _ 
ар ° зв Т? (€ ig + g + ЕТ. 
2 一 t > ® 
+ ебе + gy + sg, +)” F 


二 ete 'д” + agi H egi +) =. 
X iZ 
== akip + er Ep + eE + +=, 


© 


ы 
К 


D 


ЗОО INA О AHER є EKREN ЖЖ. EB OSC оодо 的 


方程 

2 aT, 

Кр + 0. 

СИЧ , ль ‚ Pr 
E-i 771 +a 2810 эт 28 ШЕ 
, дї 
= (g, + 26.) Ti 
HASHI 
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ж, = А (е + А, BeTa, 


RARE. U 
Px 
gł ар +=, 
=. Í 2н, _ gia .| a 
= | gi i 十 下 4 + sie 5) 


+ 2 Ела en 7] + cc, 


ра" 


为 使 x, h ASS RRT exp са W 8) О M S у 


HAE УЗ IE 4 天 0, 必 须 同 时 有 


g", = 0. @ 
= 2 iE qaa + ш, | 2 | @ 
HRERS. 
g. = ё 
满足 8-1(0) 一 0. RARO. fF 
A, + (1 + igi)A, = 0. 
解 得 
А, = ае #—'%'® 
(aos 是 常数 ). 由 此 
ло = ае “а! ce 
ERA уду dap ten хт, 与 pg; 无关 ,不 妨 取 
6-06) = 0, 
十 是 
А, = ас t, т, = (ag? + ауе "ye їй 
由 于 式 之 右边 得 为 0, 解 得 
эу А (er A Oe" @ 


А ОКА О, ER e MARAH z =S. ==0,. fF 


Fr | Es dr 
эт T z, = Z23899 201 
Jm, КСЕ ғу 


3 
HARO- DIEA 149 


т Бл А + А) — Ogi + аце е" + сс. 
为 消去 xz 中 的 长 期 项 而 让 si" 的 系数 为 0, 得 


А) + А, = 10а + Daes 


又 为 А, 中 不 出 现 长 期 项 而 IF е “的 系数 为 0, 即 2g 十 1 一 0, 为 此 
取 


满足 z,C0)=0. 由 此 
А, = ae: 


д = (ae + ауе ye" 
BE ateam Tae, M 
z ==ае соз + p) + Q (e) 
=ae “cosl — Те + + ç) +O) 
ае “соз, 一 了 十 由 十 De 


这 个 结果 与 导数 展开 法 和 双 变 量 法 的 结果 一 致 . 


{1.5.7 
d: dy , ~ 
[923 r+ 132 ay = o, T 
 у(0% = z, уб) = В. 2 


me вао 5 


由 于 小 参数 є Я pt ЧЖК. IER AA НГ ДЕШЕ E WN 
个 边界 条 件 ,z 一 0 附近 是 边界 层 . 可 以 利用 匹配 法 先 求 出 内 、 外 展 
开 式 ,然后 再 合成 统一 的 一 致 有 效 展 开 式 ,这 里 利用 多 重 尺度 法 ， 
直接 给 出 一 致 有 效 的 展开 式 . 


设 
ё =<, 8) 
= E= с Ф добо) + egil) H @ 
其 中 ,要 求 g оаа =0, H4 rD BÍ g (y 
一 zx, 接近 r/e. 这 时 ， 
S =p: + [zl /et Z + sel + Dy 5 
z 
S, =Dt + арале + g), + sg, + = JD,D, 
+ [Lg /et m, + egi + D: 
+ [gE + дй + sgt + D,, @ 
a а А И 
С ре) 现在 要 求 如 下 形式 的 展开 式 : 
у = yli) Ey) D 


PUERRO ~ DRAKO ЗЕ = PARRA REA 0 
于 yoviy: 的 方程 
glg Diy, + OE + 00у] = 0. @ 
giLg Diy, + (28 + Dw] 
+ 26,0, + да ge Diya 
+ (28 + 1)D,y, + [g + (26 + Dei ]Б„у„ 
+ 2у,= 0, g 
Еу + OE + DD] 
+ 22 D D,y, + 28 ку, 
+ (22 + DD 十 [eg + (28 + Dgs Мру, + 2y, 
- 623 + 


+ 20,00, + (m + 2g g Diya + Diss 


+ (1 + 0 + Dg Dya = 0. @ 
Eg 1 关 0( 因 当 w 一 0 Б], - Су) ROH E 
у. = AE 十 В.С ет", @ 
КЕР 
уу — (Q + 1)/2 CD. р 
F Ki ТУЕ A k (3 


g? D + YD) y, 
=—"(2ё + DA, + 2A,] 
- {g YY Bi + [— 28 (BY + OE + DB, 
+ (2 Ув". + gi шу B]e ™, 
为 使 wywm 对 所 有 ?有 界 , 右 边 第 一 项 和 e "的 系数 必须 对 于 ? 恒 
WF o ERTE- 030060), ПД 


(2E + DA, + 2А, = 0, 79 
УВ, = 0, T 
2g BIY — OE + B, — (2 — Yg, + gag B = 0. 
于 是 解 得 
y = 4,05) + B, e”, 
шт е 
A.G) = зк 


其 中 а, 是 积分 常数 . 为 使 m 能 满足 两 个 边界 条 件 , 应 有 B.C e= 
GARD, УҢ У 0, ОШ 


ү) = 1, И 

BAG, A 
g (= E +Š ИШ 

= 624 = 


(满足 g 10070). ERO DRAB, 8 
B, 一 B, = 0 
解 之 ,得 
BB = bea, 
BoP b 是 另 一 个 积分 常数 , 于 是 得 -- 阶 近似 
у =y, + О) 


da 


ШЕ 
由 于 展开 式 中 不 出 现 gG), PR 
ЯСЕ) = 0. 
为 求 二 阶 近似 ,把 yny FARD, 
QE + DED 十 D.) y, 


+ be Cp Осе). 


一 一 ‚ _— 90 1] 
[Oe + Da 十 324 + о | 


+ (2 + DB — bagi ye" T 
Ў уу 对 所 有 ?有 界 , 必 须 


(Q£ + DAL + 2А, + ZZ SŠ 


2E + 1)' 
В\ — Роду = 0 9 


= 0 09 


н 
=— j, i 
А “зт + GET T: 
EP а, 是 积分 常数 . ДЕ 2019. АЧ В\=0,а\=0, ЖЕНШ 


B (Š> = b, 
д0) = 0 
其 中 性 为 积分 常数 ,si 满足 81(0) 二 0. 于 是 ,y 的 二 阶 近 似 为 
У =; Ë= + Буе тайл 


a, 
ът 

+ Осе), 
Н Е TIE а 38.560 ЗВ.а = —28/3.b = —168/ 


3. 因此 该 式 成 为 


Žas = айкол 
Tay to 


— 38 _ 22: крв 
у= йз t ба — ape У 
28 68 160 о.е 
sa ran пыт з J 
+o). 
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я и 记 5 名 # 
ауан кааз) ГОХ Ut y SE 
АР Са) Фау АЕ" | | 
А буун bs (generalized 
其 中 (ka 一 ajar. as hypergeometric 
Ch) = hdg "r bz function) 
Fela sa, B. pz) 
í 
(a;), 
гаре py зо n 
=n лу ТУУ ш 
е, = T] : 
(Bh 
He, 
БЕДЕГЕ: 4 
2 |F(úa,b;cíz) = ,F (a ,bycsz) (hypergeometric 
fumetiony》 
PN 
3 |F laien) = Placez?) рар tion) 
ummer function 
п, «зө ЛУ ТГ 
4 [ню |, со 《Heaviside 
， 
function) 
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а 数 ш p 名 Е 
а-о F> RETAS 
10. r= Ü 
5 ко (truncated power 
D, = Ü 
at- | ) + function) 
(ст). TZU 
6 [Bta b) = fa = rie dr DURE 
° 
Rea > 0, Reb>0 (Beta function) 
_ 欧 拉 ций 
7 JEC) = | e=" d>, Rer>0 |(Euler Gamma 
function) 
Panare raan 
j i= Pia) o] 
Lotat J 10609007 
Га 2а): Ган? ра 
= ТУГ = Г) M Apt It 


[е + ИИ E ғ.а E spa Бк 
(b) +5 bi E sba E s.s .ba — s 
ПН са) = hsg yaa 
КОКА 


] 


(ration of products 


of Gamma-lunction) 


_аа+{1а-—7 ГЕ 
ñ 406) = =. www р 


k= 12.3," 


ЖОЖ АЕ ЫЫ 
(special 
k-dimentional 


vector) 


LINN ө аэ] 
ДАХА) Akaba) С 


(а) 
ala] 
(b) 


ç + 35 
шту] T |+ 
E Le — 3s 


pis — 5.08 + D/3— s + 2)/3 — 
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нана. 
зз ачна asa. 


г +з, (а + 1043 sla + 25/3 + 5 


®# 
K 数 ш 号 名 Ж 


п фХаасатУ = тые сеа өс". 特 里 科 米 函数 


(Tricomi function) 


Rea > 0, Вес > 0 


а/е = бс, но) = Z 
12 а+ыс+а=а+# +d 


atore Ф) а —°— 


| “+4 
1 [= cos s 
соз = ——[ wu ИША 
13 А 1 {Fresnel cosine 
= cost 
+ — Co) = = 5944, integral) 
к= 
міс Г соз, 余 强 积分 
z Ł (cosine integral) 
QA, 1-2, | йд 
С (ш) Ве нан + 2AA + 1/2 ) 
15 пі к ' (Gegenbauer 
n= 0,1,2,=- polynornial > 
ЕН: 


(parabolie cylinder 


15 |D,(z) = prezeg] 一 то) function) 
91429 
_| (Weber function) 
ЕФ) = Ë М1 — B'sintp de Е E BEL y 
17 | (complete elliptic 
= zF 1⁄2,1/2i1; 85) integral of the 
Ар < 1 second kind) 


—— — _ _ l _ 
-629° 


| а кю 地 # Е 
Еш = [пот zaing}dg | 
i т 
| 一 20m) (яі Си Fl 一 ww2， ИЕ 
1 I - s2 — аА) — еа 323] | {Weber function) 
ж соа'{лты/2) Fll; (3 + Wi2, (3 —!) 
| иур o с°/1) 


Eriz) = Lf sngsinte зїп аё 


А | иті 1 
= (yr | 
l+ (a 72.1 T (a. 672] 
el +42, с 43/4 | ranma 
1 
19 172,1 — Сев) 2,1 2 (и-—›)/2;! ‘generalized Weber 
— /2c0s(ny2) junction) 
[人 2 ] 
(3+ z+ )/2.(3 +T # в) 
F |: + leat 3)/2; — z: /4 
309,08 pt 
Í „е шн 数 l 分 
Eits) = | Edr c сф — т), Nl . * 
20 -F (exponential 
eLo integral) 
4 
Fi = f Ëd L [Eite + io 
Ет) 的 实 部 (real 
21 | 


~ А 
А А ` т 
+ Eilr со) ] =Y + Inz d >: IÑ 


—— u... в. sqan eso 


part of Ei(z)) 


A и ш F 
K: ЦИ ЖЖ нф 数 terror 
А А ifuactiony 
5 n t iF (18372 = л) | 
erfe{r} = 1 — erfix}) = J: t ah AM 
23 | 
= ae PPAF Z) error [unction) 
. = 2 Iz) 1 加 
М Н.б = =u; Г т Ир + d 8 
Ë ТТ t4) (Struve function, 
x Felpa 2v + 3/2; 2 
О НИ 
25 |Hz(z) = Јаз. H;(z) = H(z) ГАТ ИЧЕ 
4 - Д - 
М а РА d 
Hz) = (— D'e 4 КЕ T £ JR K 
26 = PA —я)/2,3/24), (Hermie 
A= 0, 1.2. polynomia!) 
wy А ч 
Efir) [ ray — D — 2а, Ree > 0, gu ви 
шш. бл В 
Сау з (ЭС fun, Ва о), М ку 
27 d 1(Riemann- Liouville 
1. fee) = gt "Егу, Rea = ü, | integral) 
Í 
10 = 0 
. 一 mao ! Е 
Ir: t= Гл ra 21 т у d, Кеа 25 0 | o, , 
IPK у у д É 
е. Рагу = EG Rea < 0). ЖАЮ 
28 d Weyl Íractional 
F Gy = ДЕТ?" а), Ream 0, jintegral) 
Ima 


+ 631 


ш & ж 5 я Ж 
ЖЖК 
мез =|$} pgi tl) Везе) function of 


the first kind? 


30 


| [Г [кр ” 
ума Ми = го) „EUI - 
— 20/4) + совлГ(— v) 


x (=) oF +w: -- я1/4) 


PANERA 
СОК 90 


Н) = J) + iY,(z) 


1 Н) = Jl) — 1Y,(z) М 
ЕЕЕ З 
r 1 z ЖОЮ $ (modified 
32 jew = | 三 | = JF| — i+ 1: 
: | 2 J To 1)! "Tl Bessel function of 
the first kind) 
| - — 
y. UER- Ж 
y Os s; Hr ГЕ (Bessel-Maitland) 
үз! _ 
Ја (0) = Фй. ~ а; — =), О<а< 1 “Ж А 
ЖЇР (Wright) Ag 
` (DAETA 
0) = У) . 
ч Gi LAARI ТАТУР АТ | 广义 贝 塞 尔 - ж}& 


HD Oial) = Jile) = {2/2 YJE Ad) 
Jiste) = jte) 
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ШЕЕ 


E 数 记 号 名 称 
16) = „Гоо 一 зв р 
= (zw) tsini) F.,(1:1 + o/2, ежи 
35 Тен р) + [=G кәр СА прет function) 
X sin(mv) F,(1; (3 + /2, (3 — p) 23 
— 2/4) 
к= r —— e 
t Io ksing 35 38 ЖЕ 
36 т {etliiptic integral of 
= —F¿41/2,1/2;1 82), 
2 2.12;1; the first kind) 
НЕЗ 
Ili ra: | ESAME 
эт K.G) = т >! Ге F (Q + 22/48) (Macdonald) i $r 
z 1) nl Жо (Kelvi 
++) PoF A — wz /4) Ло (Kelvin) 
Ес БЕЛ 
к= 变型 斯 特 2 
ag (т) = 2 = R$ eniem 


| v a Г + 3/2) 


(Struve) 国 数 


Lie) BLE) 一 gs d fesa] 


п! 

39 = (a + 1),(n1) 
n=01,2,=., 
Laz) = 1002) 


ПЕ ne + 1ш). 


47 ЛК (Laguerre) 
ERRENTE 
尔 多 项 式 


40 lG) = >, |:1]җ<]1, n=1,2,-- 
k=l 


多 项 对 g 
(polylogarithm) 
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й 数 ш 号 | 名 称 
退化 的 惠 特 克 
Mepla) = ет t F (ascsz}, 
и? =e пн > (Wittakery 起 几何 
=1⁄2-- K+ и, = 2 + 1 z £ 
z e ta 
4 _ — — —— - 
| 
Р,(=) = = 1" 
ГҮҮ 
1 = Fi- nl + nhi (1 — 23/2), Шш ESNA 
n= 0.1.8, | 
бє өз ЕВЕ Е 88 
Р) = рүү а 1} Fe sit yl — 第 f і 
ГИ yl z — 1! A 数 (associated 
3 А 
1 наср z)/2), Legendre function 
larg(z + 1): <x of tbe first kind) 
SO 1 ГЕЗИ Е 
Ро = pr 2) F(= nl H» 
ч 1 
ар <1 
-| 
45 1Р, (=) = Piz) 
Ба = Орон таква 
а g [К £ rH д 
` l 3 2), (Jacobi polynomail) 
n= 0,1.2,... 


续 表 


а & п 号 名 称 
Май) =—-©—— + Dew A > ж a 
9702) = траур К” De x 第 тию 
47 хате (t VPE +++, |E 数 (associated 
Cp 42 + 2)/2,v H 3020879), pegende Басю 
larg(z + 1) | < я, iargz| < x of the second kind) 
Сех) = (1/23е-"“[е-'"®*б бу + io) 
48 + е0) 0а — io)], 
lz| <1 
49 Q.(z) = О) З ЖЕЛЕ 
1 (вім 
500 一 下 Ф. : 湿 耳 正弦 积分 
pe М 非 ЖЫЛ 
50 . (Fresnel sine 
1 зо) = L [sr integraD) 
~ с П 
2 Vorlr Sai ! mtegra 
5l |sicry = [ sint, Е # Ж 分 (sine 
° £ integral) 
32 йш) = si | бш 
十 —{ 
grt! 
g [8860 Goo F pey pp OE R 尔 Ы 数 
+ 3)/2 (e + v+ 33/2; — 2⁄4) (Lommel function) 
T,(z) = соз(псов- 12) иң кла 
54 = Е(—н+л:1/23(1— 2079), жу 项 式 (第 
a= 01.2. " 


Oe. 
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4 а 数 记 号 ® Ж 
sin[ (т + 1)сок 
DF 
55 vi~e? у 
п 42:372301 — в) 2) ,н = 0,1020 | 
— . 
惠 特 克 退 化 超 几 何 
(Wittaker 
W... (z) = eT Vis аас), а N 
56 degenerate 
a=j)/2—<+ p, c= 2<+1 | 
hypergeometric 
function) 
L. 
_ A @ WB a S 
57 riar) = [ете = e gil —а,1 — a;r} |(non-complete 
Gamma function) 
Y(a,z) = Г(а) — Piar) = [тесш 
58 2 i 
l =g Flam tl; л), Rea > 0 
„Га 1 
T= lira [ 1 — е |= yl) 
59 "ч 2) * И 欧 拉 常数 
= — I! (1) = 0.5772156649--- 
xG > а) | 
о кнр FIS] p | 
阶 为 > 的 多 项 - 对 数 
> z са gole _„ 
во | = кезт], Tr“ ki 
А (multilogarithm of 
= La) — 551705), Rey > 0 
N Н order v) 
largG eD Em P= n E 
в [х| = а, agratis, 
n = 0. $l, Eee Жак 
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——aa э. 


ж й ж 5 名 й 
_ - Pochammer ЖЕ 


(ay = аба + 10-00 tk- D. kS hre 
, Е РА Ў (Pochammer 
h = Ё] 
* symbol factorial 


(g). = l, 
Tia + k) = (Gay (a) 


62 


function? 
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中 文 一 外 文 索引 


A 


阿达 马 不 等 式 /Hadamard inequality 定理 8. 5.7 

阿尔 采 拉 - 阿 斯 可 里 定理 /Arzeja-Aseoli theorem ”定理 3.3. 46 
阿 基 米 德 性 质 /Arehimedian property 定理 1.5.6 

ЖЩ ЖИ ЕЛ /Негтане Polynomial ЖУ 9.7.1 

奥 斯 特 洛 夫 斯 基 林 等 式 /Ostrowshi inequality ДЕНЁВ.5.20 


B 


үч, Sr k АНЕ Ж /Вапасһ theorem for fixed point Æ 3. 3. 48 
巴 拿 赫 代数 /Banacb algebra ŒN 410.1 

巴 拿 赫 空间 /Banach space ЖУ 3.4.11 

本 性 点 /essential point TP X 5.3.13 

ERA TK essentially bounded function ЕМ 2.7.12 
本 征 值 /eigenvalue 4.8.1 

本 征 空 间 /eigenspace 4.8.1 

本 征 秆 的 重 数 /muitiplicity of a eigenvalue 48.1 

本 质 边界 条 件 /essential boundary condition #6. 4. 9 

半 范 数 /semi-norm EM 3.4.4 

边界 /boundary ЖУ 3.3.12 

边界 点 /boundary point 定义 3.3.12 

HAE /boundary layer 11.4 

闭 集 /closed set 6351.5. 8.3 3.3. 13, E% 3.6. 10 
B|ËL/closure ЖУ 3.3. 19. F 3. 6.10 
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闭 映射 /elosed mapping 定理 3. 3. 43 

HJ Al closed convex ҺИ ŒN 4.2.7 

六 得 子 /closed operator ЖМ 4. 5. 6 

闭 扩 张 /closed extension ЖМ 4.6.25 

闭 加 得 定理 /closed graph theorem EE 4.5.8 

并 集 /union 定义 1.1.6 

伴随 空间 /adjaint space EM 4.4. 1 

伴随 算 子 /adjoint operator Ф 4. 6. 18 

伴随 /adjoint Ф 4. 10.5 

伴随 蔓 让 德 方程 /adjoint Legendre equation 9. 6. 4 

华 随 勒 让 德国 数 /adjoint Legendre function ŒX 9.6. 5 

贝尔 最 不 等 式 /Bellman inequality PH 6. 8. 2 

贝 塞 尔 不 等 式 /Bessel inequality 定理 3.5.27 

U ERRARE Z tE/orthogonality of Bessel functions 

BL ЖЕР Besse! function Æ 10.15 

ШЕ НД ЗЕ /Bihari inequality Ф 8.6.4 

恋 分 Awariation 6. 2-1 

变 分 方程 /variation equation 定理 6.4.7 

变形 参数 法 /method of strained parameter 11.3.1 

E А ER method of strained coordinates 11. 3. 2 

ЖЕЕ ERAK modified Bessel function 定义 9.4.7 

标准 正 交 多 项 式 集 /orthonormal polynomial set 定义 9.5.7 

不 完全 工 函 数 /ineomblete Gamma function Ж 10. 14 

不 动 点 /fixed point EH 3.3.48 

布 尼 雅 可 去 斯 基 - 施 巨 兹 不 等 式 /Bunyakovski-Schwarz inequality 
定理 8.2.12 

布 拉 施 凯 不 等 式 /Blaschke inequality H 8. 6. 29 

泊 松 积分 /Poisson integral 定理 9. 4.2 
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ЕЕ ВЕКАТ НЕЯ: РЕ /Bolzano-Weierstrass theorem 
MEER 1.5.15 

伯 因 斯 坦 多 项 式 /Bernstein polynomial ФЭ 2. 7.7 

伯 格 斯 曲 隆 不 等 式 /Bergstrom inequality 8.5.10 


c 


仓 恩 引 理 /Zorn lemma 引 理 1.4.4 
策 黑 语 选 取 公 理 /Zermelo axiom of choice 公理 1,4.5 
超越 数 /transcendental number 定理 1.3.13 
超 平面 /hyperplane 定义 4.4.17 
超 几 何 函 数 /hypergeometric function ЖМ 9. 3. 1, 表 10. 18 
超 几 何 级 数 /hypergeometric series 定义 9.3.1 
超 几 何 微分 方程 /hypergeometric differential equation 
性 质 9.3.6 
常 秆 映射 /constant mapping EX 1.2.2 
FA RYE B multiplication linear function 定义 4 10. 23 
测度 /measure 定义 2.2.4 
测度 空间 /measure space 定义 2.9.17 
测度 的 扩张 /extension of measure ЗЕЕ 2.9. 13 
差 集 /difference set ФУ 1.1.9 
承载 空间 /earrier space ЕМ 4. 10. 23 
层次 分 析 /analysis hierarchy process 7.2.8 
成 对 比较 /paired comparisons 7.2.8 
冲 量 过 程 /pulse process 7.2.7 
冲 量 稳定 /puf[se stable 7.2.7 
次 可 加 性 /subadditivity Жж У3.41.2 92 4.4. 2 
长 期 项 /secular term 11.3 
稠密 子 集 /dense subset ÆN 3 3.19 
+ 640. 


D 


德 摩根 公式 /De Morgan formula Ж 1.1. 10 

对 等 /equipotent ЖУ 1.3.1 

对 合 运算 /involution ŒX 4.10.5 

XO SR КЕРЕ Pq /symmetric bilinear function 6. 5.2 
对 称 算 子 /symmetric operator ŒM 4-7.5 

对 偶 空 间 /dual space ЖУ 4.4.1 

对 数 函 数 /logarithmic function 3E 10.10 

代数 /algebra РУ 4.10.1 

代数 数 /algebraic number f 1. 3. 9 
代数 函数 /algebraic function ЗЕ 10.8 

多 项 -对 数 函 数 /poly-iogarithm function 3 10.10 
包 重 尺度 法 /method of multiple scales 11.5 
导出 范 数 /derived norm 定理 3.5.5 

导出 拓扑 /derived topology 定义 3.6.6 
定义 域 /domain ЕМ 1.2.1. %/ 4.3.1 
单调 函数 /monotone function ФМ 2.5.1 

单调 减少 函数 /monotoene decreasing function ЖУ 2.5.1 
单调 增加 函数 /monotone increasing function ЖМ 2.5.1 
单位 分 解 /partition of unity ŒX 4.8.11 
单位 元 /unit element 定义 4.10.1 

单位 * -表示 /unital к - representation РУ 4.10.7 
单 层 分 布 /single layer distribution 例 5.4.7 

度量 /metric 定义 3.3.1 

度量 空间 /metric space 定义 3.3.3 

带 符号 的 图 /signed digraph 7. 2.7 

点 谱 /point spectrum ŒX 4.8. 1 
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Ду ЕЛУП /Dirac distribution 01 5.3. 3 
6—26 ЗЕЛ ER Г /Bessel function of the first kind ÆN 9.4.1 
z, Ж ЛЕР /Bessel function of the second kind 
定义 9.4.5 
第 三 类 由 赛 尔 哨 数 /Bessel function of the third kind SEN 9.4. 6 
第 二 类 勒 让 德 函 数 /Legendre function of the second kind 
X 9.6.4 
等 价 关 系 /equivalence relation Æ% 1. 4.6 
等 价 类 /eguivalence class EX 1.4.8 
等 距 映 射 /isometric mapping 定义 3.3.7 
等 距 同 构 /isometric isomorphism ŒM 3. 3. 7 
等 距 同 构 映 射 /isometrieally isomorphism mapping ФМ 4. 4.10 
等 周 问题 isoperimetric problem # 6. 2.8 
等 周 条 件 /iscperimetric condition Ф] 6. 2. 8 


Е 
二 次 证 函 /quadratie functional ФЗ 6. 4. 3 
F 


法 图 引 理 /Faton theorem ”定理 2.4. 11 
ЖЛ /Ку Fan inequality 定理 8.5, 19, 定理 8.5.25, 
定理 8. 5. 27, 定 理 8. 5. 28 
赋 范 线性 空间 /normed linear space ЖМ 3. 4.7 
赋 范 代数 /normed algebra ФУ 4.10.1 
ДА = -代数 /normed + - algebra ЖУ 4.10. & 
赋 拟 范 线性 空间 /quasi-normed linear space ÈY 4. 2.16 
复合 映射 /composite mapping 定义 1.2.14 
15 functional 定义 4.4.1 
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JZ == ffi pi ŠW /inverse trigonometrie function 3E 10. 12 

分 离 /separate 定义 4.4.18 

分 布 vdistribution 定义 5.3.1 

分 布 导数 /distribational derivative ЖУ 5.4.1 

分 布 的 支 集 /support set of distribution ЖЕУ 5. 3. 13 

分 布 的 直 积 /direect product of distribution 5.6.1 

АЛЕЗИ 9 /weak convergence of a sequence of 
distribution Ж 5.3.16 

HEMERT /Fredholm operator 定义 4.7.25 

弗 需 软 空间 /Frachet space ФУ 4. 217 

弗兰克 - 皮 克 不 等 式 /Frank-Pick inequality 定理 8.3.14 

范 数 /norm 定义 3.4.1 

傅 里 叶 - 贝 塞 尔 级 数 /Fourier-Bessel series М 9.4.10 

傅 里 叶 变 换 /Fourier-transform ”定义 5.7.14 

HEER tables of Fourier transform 表 10.2 

傅 里 叶 变 换 的 性 质 /the properties of Fourier transforms 10.3.2 

健 里 叶 变 换 及 其 反 演 公式 /Fourier transform and reciprocal 
formula 10.3.1 

傅 里 时 级 数 /Fourier series SEN 3.5.29 

情 里 时 逆 痊 换 /inverse Fourier transform Ф 5.7. 14 

傅 里 叶 系 数 集 /Fourier coefficient set У 3.5.24 

傅 里 叶 余 弦 变 策 及 其 反 演 公式 /FEourier cosine transform and 
reciprocal formula ŒX 10. 3. 10 

傅 里 叶 展 开 式 /Fourier expansion 定义 3.5.29 

傅 里 叶 卷 积 /Fourier convolution 定义 10.3.6 

傅 里 时 正弦 变换 及 其 反 演 公式 /Fourier sine transform and 
reciprocal formula ŒM 10.3. 11 
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Ша #/Г Function ЖЕМ 9. 2.1 
盖 尔 范 德 变 摘 /Gelfand transform Ж 10. 10. 23 
m AO PB Жел /Gelfand representation 定义 10. 10. 23 
格拉 姆 - 施 密 特定 理 /Gram-Schmide theorem EE 3. 5.20 
格 隆 沃 尔 不 等 式 /Gronwalj inequality "ER 8. 6. 3 
J” Y 88 /generalized solution 6.4.4 
三 六 函数 /eeneralized function ESL 5.3.1 
广义 导数 /generalized derivative ЕУ 5.4.1 
广义 拉 盖 尔 多 项 式 /generalized Laguerre polynomial 
ЖУ 9.8.1 
ЖЕН] /conjugate space EN 441 
ЖЕ LF /conjugate operator EM 4. 6.16 
ЖЫ КЕРУ BE /conjugate bilinear functional SE SZ 4. 7.32 
共鸣 定理 /resonance theorem 3 4. 5. 11 
改进 的 玫瑰 形 图 /advanced rosette 定理 7.2. 13 
孤立 点 /isolated point 定义 3.3.19 
规范 正 交 集 /orthonormal set ЖУ 3.5.18 


H 


哈代 不 等 式 /Hardy inequality 定理 8.7. 18, FH 8.7. 19 
а 7-8 格 定理 /Heine-BHorel-Lebesgue theorem 
定理 1. 5. 18 

亚 维 赛 德 分 布 /Heaviside distribution #1 5.3. 4 
ЖЕНЫ Heaviside function 例 5.3.4 
豪 斯 多 去 空间 /Hausdorftf space Ф Ў 3. 6. 8 
赫 尔 德 不 等 式 /Holder inequality 8.2.3 
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汉 开 尔 变 摘 表 /tables of Hankel transforms 8 10. 19 

汉 开 尔 变换 及 其 反 演 公 式 /Hankel transform and reciprocal 
formula 10.6.1 

ТАКЖЕ /Hankel function EX 9. 4. 6 

横 截 条 件 /transversality condition fW 6.2. 6 

核 /kernel SPS 4.7.25 

耗 散 算 子 /dissipative operator 定义 4.9.12 

合流 起 几何 函数 /confluent hypergeometric function 
定义 9.3.21 

Н.Б 6 ВЕ /гесіргосаі matrix 定义 7.2.16 

互补 误差 函数 /compiementary error function 10.14 

{Е identical mapping ES 1.2.2 

恒 同 算 子 /identical operator {4.3.11 

Bat ЕЙ /Whittakel function Ж 10. 18 

缓 增 耸 布 /qistribution of siow growth ŒX 5.7.6 

缓 增 范 数 /slowly growth function ЖУ 5.7.12 


J 


ДЕЙК ЙЕ /айпоз1 everywhere ŒX 2.3.2 
JLE ЖЕЗ ## /айтпозг everywhere convergence ŒN 2.3.2 
交集 /intersection ЕУ 1.1.6 
交换 代数 /commutative algebra ŒX 4 10. 1 
级 数 /series EN 3. 4.13 
极 大 元 /maximum element ENS 1. 4.3 
极 小 元 /minimum element EX 1.4.3 
极限 点 /limit point ЕУ 3.3.22, У 3.6.10 
极 化 恒等式 /polarization identity 定理 3.5.7 
极 太 理想 /maximal ideal 定义 4.10.15 
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极 值 曲线 /extremal 6.2.1 
极 值 fextremum 6. 2. 1 
极 小 化 序列 /minimizing sequence 6.3.2 
近 一 致 收 印 /convergence almost uniform ЕУ 2.3.21 
卷 积 /convoluvtion 例 2.4.21 
卷 积 定理 /eenvclution theorem ”定理 10. 3.7 
卷 积 型 变换 /ecnvolution type transformation 10. 11 
绝对 值 /absolute value 定义 1.5.1 
绝对 收 仇 /absolutely convergence 2 М 3.4.13 
绝对 连续 函数 /absolutely continuous funetion ЖУ 2, 6.1 
和 矩阵 范 数 /matrix norm Ё] 3. 4.3 
迹 /trace ФУ 4.7.28 
紧 空 间 /compact space ÆN 3.3.41 
紧 性 /compactiness” 定理 1.5.18 
紧 支 集 /compact support ÆA 3.4.15 
紧 线 性 算 子 /compaet Ппеаг operator Ж Ў 4.7.22 
积 集 /product зет ФУ 1.1.11 
积 空间 /produet space 定义 3.3.6 
内 分 算 子 /integral operator 例 4.3.13 
积分 变换 /integral transform ÆA 10. 2.1 
较 强 折 扑 /stronger topology 例 3.6.4 
较 弱 拓扑 /weaker topology 例 3.6.4 
基数 /cardinal number ЖУ 1.3.5 
ЖРА  Лаѕе function 6.3. 2 
基本 解 /fundatnental solution ФУ 5.4.11 
基本 邻 域 系 /basic neighborhoods system ЗЕ № 4.2.3 
距离 /distance EX 3. 3. 24 
距离 函数 /distance function 定义 331 
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HREM est funtion ФМ 5. 2. 3 

Е 6075 [Н] /space of test function 定义 5.2.3 
渐 近 序列 /asymptotic sequence ESL TL. E 4 

渐 近 展开 /asymptotic expansion ФУ 11.1.6 
集合 /set 1.1.1 

阶 符 /order symbol Ж УИ 11.1.1 

简单 函数 /simple function ЖУ 2.3.8 
聚 点 /cluster point М 3.3.19, F 2 3.6. 10 
结 点 /vertix 7.2.7 

局 部 是 空间 /locally convex space Ж УМ 4.2.10 
MAERA locally integrable function 定义 5.3.2 


K 


卡尔 过 不 等 式 /Carlson inequaliy 定理 8.6. 21 

康 托 洛 维 奇 法 /区 antorovich method 6.3.3 

康 托 洛 维 奇 - 列 别 捷 夫 变换 /Kantorovich-Lebegev transform 
定义 10. 11.1 

ШП Я Ж /Cauchy inequality Æ 3.1.6 

柯 西 定理 /Cauchy theorem ФВ 1.5.13 

柯 西 - 庶 如 莱 不 等 式 /Cauchy-Poincare inequality ”定理 8.5,26 

丁 西 序列 /Cauchy sequence М 1.5.11, У 3.3.30 

ҖЕ Ж /empty set Lll 

E ss es 1°, F /space s, с. PP. ° EN 3,3.33 

扩充 实数 集 /ser of extended real numbers ФУ 1.5.1 

讶 分 性 /separability ÆN 2.7.9 

可 分 度量 空间 /separable metric space 定义 3.3.39 

可 分 公理 /axiom of separation 定义 4.2.11 

可 列 集 /denumerable set 定义 1.3.7 
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H| f additive operator ЖМ 4.3.1 

可 交换 的 Aceommnutative ЖУ 4-3. 19 

可 测 集 /measurable set ЕМ 2.2.6 

п ВЕ Ж measurable function M 2.3.1 

开 集 /open set EALS 8 EXI 313X361 
开 球 /open sphere 定义 3.3.8 

ЗЕЕ 1 /ореп covering 定义 上.5.16, 定 义 3.3.41 

ПЕ open mapping 23 4.5.2 

柯 郎 - 费 希 尔 不 等 式 /Courant-Fischer inequality 定理 8. 5.21 


L 


ВУЗ БТЕ Laplace transform 定义 5.8.1 

拉 普 拉 斯 变换 表 /tables of Laplace transform 表 10.3~ 表 10.5 

拉 普 控 斯 变换 的 性 质 /the properties of Laplace transform 
10.4.3 

拉 普 拉 斯 变换 及 其 反 演 公式 /Laplace transforms and reciprocal 
formula Ў 10.4.1 

拉 盖 尔 客 项 式 /].aguerre polynomia) ŒM 9.8.4 

拉克 斯 -米尔 格拉 姆 定理 /TI.ax-Milgram theorem 定理 6. 4. 13 

兰 吉 霍 普 不 等 式 /LangenhoP inequality 定理 8.6.5 

勒 贝 格 点 /Lebesgue point ФУ 2, 6.4 

勒 贝 格 函 数 空 间 /Lebesgue function space EX 2.7.1 

勒 贝 格 可 各 /Lebesgtie integrable EX 2.4.2 

勒 见 格 控制 收 仇 定理 /Lebesgue dominated convergence theorem 
定理 2. 4. 12 

蔓 贝 格 -斯 蒂 尔 切 斯 测度 /Lebesgue-Stieltjes measure 
ЖУ 2.9.24 

ЕЛЕ /Legendre transform ДЕУ 10. 9.1 
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HEEM Legendre polynomial ЖУ 9.6.1 

勒 让 德 方程 7Legendre equation M 9.6.1 

勒 让 德 函 数 /Legendre function 3 10. 17 

歼 曼 -斯 带 尔 切 斯 积分 /Riemann-Stieltjes integral 定义 2.5.13 

里 斯 表现 定理 /Riesz Representation theorem Е 4.4.16 

时 斯 - 典 希 尔 定理 /Riesz-Fisecher theorem ”定理 3. 5. 28 

离散 度量 空间 /discrete metric space fW 3.3. 4 

离散 拓扑 /diseretre topology 例 3.6.4 

利 普 希 获 条 件 /Lipsehitz condition 例 3.3,45 

E #c- ir A EE /Ritz-Galerkin equation 6.5.2 

ВЯ Бия method 6.3.2 

有 E 想 /ideal ЖУ 4. 10.15 

列 别 捷 夫 变 搞 /Uebegey transform TEN 10. 11.3 

列 紧 性 /sequential compactness EN 1.5.15 

列 紧 空间 /sequential compact space 定义 3.3.34 

邻 域 /neighborhood 定义 45.7, 定 义 3.3.8, 定 义 3.6.9 

邻 域 基底 /base of neighborhoods 定义 4.2.3 

邻接 矩阵 /adjacency matrix 7. 2.7 

邻接 的 函数 关系 /contiguous function relations 性 质 9. 3. 6 

连续 点 集 的 基数 /cardinal number of continuous point set 
ЕХ. 1.3.12 

连续 映射 /continuous mapping У 3.3.26, М 3.6.11 

ЖИ /continuous function ЖУ 3. 3. 26 

ЗЕ ЕНЕ РК continuous linear functional ФУ 4.4.1 

连续 谱 /continuous spectrum У 4.8.1 

量 岗 分 析 /dimensionai analysis 7. 2. 3 

罗 德 里 格 斯 公式 /Rodrigues formula 定义 9.5.9 

Ж ЩИ /logistic 例 7.3.1 


um 


um 


fez] 
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EFF3]/null sequence ЖУ 5. 2.7 
м 


马尔 可 去 链 /Markov chain 7.2.6 

注射 /surjection ”定义 4.2.1, 定 义 4.5.1 

梅林 变换 表 /tables of Mellin transforms Æ 10. 6 

梅林 变换 的 性 质 /the Properties of Mellin transform 10.5.2 

梅林 变换 及 其 反 演 公式 /Mellin transforms and reciprocal 
formula 定义 10.5.1 

梅林 变换 与 傅 里 叶 变 换 的 关系 /relations of Mellin transform and 
Fourier transforms 10. 5.3 

梅 涅 尔 -福克斯 蛮 换 /Mehbhler-Fox transform ЖМ 10.11.2 

ЖЕ power se ЖУ 1.1.5 

[п] ЖЕТЖ ЭЖ /Minkowski inequality 8. 2. 4 

ВГ ЭЕТ ЕҢ /Minkowski functional 定义 4. 2. 13 


N 


纳 吉 不 等 式 /Sz-Nagy inequaliy Ж 8. 6-20 
内 点 /interior point ŒX 1.5.7, EX 3.3. 12.2% 3.6. 10 
内 部 /interior ЖМ 3.3.,12, М 3. 6.10 
内 各 /jnner product ”定义 3.5.1 
内 映射 /injeetion ŒN 4.5.1 
内 积 空间 /inner product space 定义 3.5.2 
内 测度 /inner measure 定义 二 2.4 
能 量 法 /energy method 定理 6.4.4 
ЗНС 0 /Меитапп function У 9. 4. 5 
W /inverse image ЖУ 1.2.1.0 1.2.7 
Ж inverse mapping 定义 1.2.5 
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拟 范 数 /quasi-norm “EXN 4.2 16 
о 


胸 拉 常数 /Euler constant ŒM 9.2.3 

欧 拉 方程 /Euler eguation 6.2 

欧 拉 有 限 差 分 法 /Euler finite difference method 6.3.1 
欧 几 里 得 空间 /Euclidean space 3.1.2 


Р 


帕 塞 瓦尔 等 式 /Parseval equality ”定理 3.5. 28 
РЯ 56 /Реттоп inequality ”定理 38. 5.35 
{hF / partial ordering ЖХ 1.4.1 

{ЕДЕ / partial ordered set  У1.4.1 

平 良 拓扑 Atrivial topology {13.6.4 

平 扩 理想 /trivial ideal ЖУ 4. 10. 15 
平衡 包 /balanced bull ЖУ 4. 2.4 
平衡 集 /balanced set 定义 4.2.4 

平行 四 边 形 恒等式 /Parallelogram identity Ф 3. 5.7 
平均 值 不 等 式 /mean value inequality 8.2.2 
匹配 法 /method of match 11.4.1 

谱 /spectrum ФМ 4.8.1 

谱 半径 /spectrum radius "EJE 4.8.5 

谱 族 /spectral family 定义 4.8.11 

普兰 切 瑞 尔 定理 /Piancherel theorem ”定理 10.3.8 


Q 


切 比 雪夫 和 多项式 /Chebyshev polynomial ЖМ 9.5.11 
区 间 /interya] ФУ 1.5.1 
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全 序 /total ordering SEN 141 

全 序 集 /totally ordered set Ў E41 

全 序 子 集 /totally ordered subset 定义 1.4.1 

E #/total variation SEN 2.5.6 

全 连续 线性 算 子 /complete continuous linear operator 
ЖУ. 4.7.22 

全 椭圆 积 分 /complete elliptic integral Æ 10. 13 

齐 次 的 /homogenecus Ж 4.3.1 

奇异 摄 动 问题 /singular perturbation problem 11.1.1 

球面 晴 数 /spherical function ŒM 9.6.6 

ФК /5їтопи convergence EN 2.7.5.123 3.4. 9, P 2 4.3.9 

强 连 续 算 子 半 群 /strong continuous semigroup of operator 
ЖУ. 4.9. 1 

权 向 量 /weight vector 7.2.8 

меш function EX 9.5.2 


R 


ЗІ З /weak convergence SEX 4.6.1 

ЯЯ ТД weak" convergence 定义 4.6.4 

弱 极 限 /weak limit EM 4.6.1 

弱 列 紧 /sequential weak compact ЖУ 4.6. 8 
99” J É /sequential weak" compact 定义 4.68 
弱 解 /weak solution 6.4.4 


s 


沙 斯 不 等 式 /Szisz inequality EH 8. 5. В 
ER /upper bound ÆX 1.4.3 
上 有 界 的 /bounded above М 1.5.2 
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上 确 界 /supremum 定义 1.5.3 

双 层 分 布 /double-layer distribution {5.5.8 

双 上 映射/bijection 定义 1.2.3 

双 曲 函数 及 其 反 函 数 /hyperbolic and it’s inverse function 
表 10.11 

DHAR A E р hyperbolic cylinder and it’s inverse func- 
tion s 10.14 

生成 空间 /spanning space EX 3. 2. 15 

生成 函数 /generating function EM 9. 4.3 

WA /convergence EX 3. 3. 22,4 3.4.13, EX 3. 6. 10 

施 瓦 欧 不 等 式 /Sechwarz inequality 定理 3.5.4 

时 间 序 列 Atime series 7.1.3 

势 /poreney EN 1.3. 5 

实 { 数 ) 直 线 /real line ФУ 1.5.1 

ЖЕ rapidly decreasing function Æ% S.7.1 

商 集 /quetient set ÆN 1. 4.8 

ЮК /quotient algebra EN 4 10.20 

随机 性 指标 /random index 7.2.8 

Ж ЯТ residual spectrum  У 4.8.1 

数 域 /number field Æ% 3.2.1 

数学 模型 /mathematical model 7.1 

07-36 /nondense subset 定义 3.3. 19 

斯 宰 芬 森 不 等 式 /Stetfensen inequality 8. 3.3 

斯 蒂 尔 切 斯 变换 及 其 反 演 公式 /Stieltjes transform and reciproca! 
formula ŒX 10.7.1 

H T3GER/multiplication of operator ЖУ 4.3. 17 

算 子 范 数 /norm of operator ФУ 4.3.6 

算 子 半 群 /semigroup of operator Æ% 4.9.1 


ЯН ШЫ perturbation methods 11.1.1 
T 


跳跃 /jump ЖХ 2.5.3 

拓扑 Atopology ЖУ 3.6.1 
拓扑 空间 /jtopological space ФУ 3. 6. 3 
拓扑 映射 /topological mapping ЕУ 3. 6.11 
拓扑 性 质 /topological property 定义 3.6.11 
图 和 象 /graph EX L.2.10. E 4.5.5 

投影 /projection 定义 1.1.11 
投影 定理 /projection theorem 定理 3. 5. 16 
ПЧ /сопуех set ФМ 3.4.6 

пу, convex huli ЖУ 4.2.7 

1135 В /convex functional ЗЕМ 4. 4.2 

Н /isomorphism ЖУ 3. 2.17, E 3. 5. 21 
司 构 映射 /isomorphic mapping M 4.4.10 
同等 连续 /equicontinuous ЖУ. 3.3. 44 

同 态 /homomorphism “EY 4.10.16 

同 态 转 ,kernel of homomorphism M 4.10.16 
519: /homeomorphism ЖУ 3.6.11 

特征 函数 /chatacteristic function ФУ 1. 2. 16 
特殊 函数 /special function 9. 1 


w 


外 姆 普 变 换 /Wimp transform ЖУ 10.11.4 
外 部 /exterior 定义 3.3. 12 
外 点 /exterior point  У3.3.12 
外 测度 /outer measure ЕМ 2.2.4 
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温 德 洛 厂 不 等 式 /Wendroff inequality ”定理 8.6.16, 定 理 8. 6. 19 

温 廷 捷 不 等 式 /Wirtinger inequality 定理 8.4.7 

e Bra Br s j kë table of Weierstrass transforms 3 10. 20 

АЛКИН ИЕ АЕ МЕ ЛЕ И.Б И ДШ / Weierstrass transforms and re- 
ciprocal formulas 定义 10.8.1 

魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 /Waierstrass theorem ”定理 3.4. 19 

维 金 生 不 等 式 /Wilkinson inequality Æ 8.5.18 

无 限 维 向 量 空间 /infinire dimensional vector space Р SZ 3. 2.15 

无 穷 小 生成 元 /infinitesimal generator 定义 4.9.2 

完备 性 /completeness ”定理 1.5.13, 定 理 2.7.6 

完备 度量 空间 /complete metric space ЕУ 3.3.32 

完全 集 /complete set ÆN 3.3.19, EX 3.5.30 

TEM /complete measure N 2.9.7 

完全 可 加 性 /complete additivity ”定理 2.2. 11 

误差 函数 /error function 10.14 

微分 算 子 /differentical operator EM 4.3. 14.33 5.2.1 


x 


吸收 集 /absorbing set ЖУ 4. 2.5 
希 尔 伯 特 变换 /Hilbert transform EX 10. 10. 1 
希 尔 伯 特 不 等 式 /Hilbert inequality 定理 8.7.9 
希 尔 伯 特 空间 /Hilbert space 定义 3.5,8 
希 尔 伯 特 - 施 密 特 范 数 /Hilbert-Schmidt norm 定义 4.7.29 
希 尔 伯 特 - 施 密 特 算 子 /Hilbert-Sehmidt operator 定义 4.7.29 
吸收 链 /absorbing chain 定义 7.2.11 
象 /image 定义 1.2.1, 定 义 1.2.7 
相对 列 紧 /relative sequentially compact  У3.3.34 
Е /restriction  У 1.2.11 
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线性 运算 /linear operation ФМ 3. 2. 2 
线性 空间 /linear space EX, 3. 2. 24 
线性 相关 /linear dependence EX3 2. 12 
线性 无 关 /]inear independence SEX 3.2. 12 
线性 算 子 /中 near operator EX 4.3.1 
线性 算 子 的 特征 值 /eigenvalue of a linear operator EM 6-5.5 
线性 算 子 的 特征 函数 /eigenfunction of a linear operator 
定义 6.5.5 
线性 拓扑 室 间 /linear topological space ŒX 4. 2.1 
形式 伴随 算 子 /formal adjoint operator EX S.4.9 
向 量 空间 /vector space 定 光 3.2.4 
向 量 范 数 /vector norm Ø 3. 4.2 
系统 辨识 /system identification 7.1.3 
下 界 /ower bound ЖУМУ 1.4.3. У 1.5.2 
下 有 界 的 /beunded below 定义 1.5.2 
下 确 界 /infimum EX 1. 5.3 
下 有 界线 性 算 子 /bounded below linear operator 定义 6.5.6 
虚 功 原理 /principle of virtual work ŒH 6.4.7 


Y 


雅 可 比 多 项 式 /Jacobi polynomial 定义 9.5.9 
杨 不 等 式 /Young inequality ”定理 名 2.1 
预 解 式 /resolvent ESL 4.8.1 
预 解 算 子 /resolvent operator ФУ 4.8.1 
预 解 集 /resolvent set Ж 4.8.1 
元 素 /element 1.1 
原 象 /inverse image 定义 1.2.1; 定 义 1.2.7 
БЕВ Ж /premitive function ФУ 5.4.12 
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映射 /mapping ÆX 1.2.1 
ОИ В convergence in norm 定义 3.4.9 
Е ВЕ Г /сопуегиепсе in measure 定义 2.3. 17 
严格 归纳 极限 /strict inductive limit ФУ 4. 2. 22 
余 集 { 补 集 )/complementary set ХЕМ 1.1.9 
余 核 /cokernel EX 4. 7.25 
余弦 积分 /cosine integral 表 10.14 
本 空间 /unitary space 定义 3.1.12 
ЕЯ F /unitary operator 定义 4.7.1 
СРЗ) extension 定义 1.2.11, 定 义 4.6.25 
ЖЯ Я /contraction mapping ЖУ 3. 3. 47 
压缩 半 群 /semigroup of contraction ŒX 4. 9.10 
有 限 集 /finite set 1.1.1 
有 界 集 /bounded set EX 1.5.2.2 ЕУ 4.2.9 
Ж Иш inite open covering EX 1. 5. 16, EX 3.3.41 
有 限 维 向 量 空间 /fnite dimensional vector space 定义 3.2.15 
有 界 收 敏 定理 /bounded covergence theorem ЖЗ 2. 4. 13 
有 界 可 测 函 数 空 间 /bounded measurable function space 
定义 2.7.12 
有 界线 性 算 子 /bounded linear operator ФУ 4.3.6 
有 界线 性 算 子 空间 /space of bounded linear operator 
ЖУ 4.3.6 
有 界 可 道 算 子 /bounded invertible operator ЖМ 4.3.21 
有 有 界 变 差 函数 /bounded variation funcrion ФУ 25.6 
有 向 图 /directed graph 7.2.7 
Ж M/directed агс 7.2.7 
AW /right inverse ЕМ 4.10.2 
右 理 想 /right ideal ESL 4.10.15 
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约 当 分 解 AJordan decomposition ÆJ 2. 5.10 

一 一 对 应 /one-te-one correspondence 定义 1.2.3 
一 对 一 的 映射 /injection EM 1.2.3 
0 9 ¿uniform boundedness EX 3.3.44 


О БЕШ] /uniformly continuous mapping 定理 3. 3. 43 


一 致 收 合 /uniformly covergence 定义 4.3.7 


-至 有 界 原理 /uniform boundedness principle ”定理 4.5.11 
- 致 连续 半 群 /uniform continuous semigroup 定义 491 


一 致 性 比 /consistency ratio 7-2.8 
一 致 性 指标 /consistency index 7.2.8 
0 EE /consistency matrix 定义 7.2.16 


7, 


子 集 /subset 定义 1.1.4 

于 覆 阔 /subcovering ЖУ 1-5-6, М 3.3. 41 
子 室 间 /subsbace EM 3.2.6. E 3.3.5. EX 3.6.10 
子 代数 /subalgebra ЖМ 4. 10.1 

支 集 /support 定义 2.8.8, 定 义 3.4.15, 定 义 5.2.2 
正 交 /orthogonal ЗЕМ 3.5.11 

125 ğ/orthogonal set М 3. 5. 18 

正 交 补 /orthogonal complement ЖУ 3. 5. 11 
正 变 和 /orthogonal sum ФМ 3.5.14 

E 交 投影 /ortbogonal projection ЖУ 3.5. 15 
正 交 多 项 式 /orthogonsl polynomial 9.5 

正 交 多 项 式 集 /orthogonal polynomial set 定义 9.5.2 
正则 元 /regular elemen Ф 4. 10.2 
正则 链 /regular chain SEX 7.2. 10 

正则 分 布 /regular distribution ES 5.3.2 
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ТЕ ШЇ А Нр /regular pertubation problem 11.1.1 

正规 元 /normal element Ж 4. 10-5 

正规 算 子 /normal operator ESL 4.7.3 

正定 算 子 /positive definite operator ÆN 6.4.11 

正 算 子 /positive operator 定义 4.7.12 

EE RAYE p /positive definite bilinear functional 
EX6. 410 

正弦 积 分 /sine integral 10.14 

ЖЭЙ Леб inverse ФМ 4.10.2 

左 理想 /left ideal ŒX 4 10. 15 

自 反 巴 拿 灰 空间 /jreflexive Banach space ЕУ 4.6. 10 

自然 边界 条 件 /natural boundary condition 6.2.5 

自然 了 喘 射 fnatural mapping ŒM 4.6.10 

自 伴 元 /self-adjoint element 定义 4.10.5 

白 伴 算 子 /self-adjoint operator 定义 4.7.5 

自 伴 微 分 算 子 /self-adjoint differential operator 2 5.49 

坐标 函数 /coordinate function 6.3.2 

直 和 vdireet sum 定义 3.2.8 

直径 /diameter 定义 3.3.24 

指数 积分 /exponential integral 表 10.14 

指数 函数 /exponential function 表 10.9 

指标 型 变换 Aransformations with respect ro an index 10.11 

重 正 化 方法 /method of renormalization 11.3.3 

B-f $s proper subset 3 1.1.4 

ATHE /proper ideal ЕУ 4.10.15 

值 域 /range 定义 1.2.1, 定 久生 1 

Е value stable 7.2.7 
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最 太 值 /maximum 定 兴 1.5.2 
最 小 值 /minimum 定义 上 .5.2 
最 小 闭 扩 张 /minimal closed extension ÆN 4. 6. 25 
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外 文 一 中 文 索引 


A 


absolute value /#3HE EM 1.5.1 

absolutely convergence НХ EM З. 413 
absolutely continuous function ЕЕ ЖМ 2.6.1 
absorbing chainy 吸 收 链 У 7.2. 11 

absorbing ве Ж E425 

additive operator/ 可 加 算 子 EM 4.3.1 

adjacency matrix/ БЕ 7.2.7 

adjoint/ 伴 随 EM 4.10.5 

adjoint Legendre equation/ 伴 随 勒 让 德 方程 9.6.4 

adjoint Legendre Ёапспоп ЖЫШ ЫИ ЕУ 9.6.5 
adjoint operator ЕТ ЖХ 4. 6. 18 

adjoint space/ 伴 随 空间 ХЕ У 4. 4.1 

advanced гозеїте/ НЕ ЕЕ ФН Т. 2.13 
algebray7 代 数 ФМ 4 10.4 

algebra Типспоп/ РД 表 10.8 

algebra numbery 代 数 数 例 13.8 

almos: everywhere(a.e)/ JU PF thi PN 2.3.2 

almost everywhere convergence/ ЛАРАК Ц ФУ 2.3.2 
analytic hierarchy process/ 层 次 分 析 7-2.8 

Archimedian property/ 阿 基 米 德 性 质 定理 1.5.6 
Arzela-Ascoli theorem/ 阿 尔 采 拉 - 阿 斯 可 里 定理 定理 3.3.46 
asymptotic ехрапвїоп/ ЖЕТ ЖУ 11.1.6 
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asymptotic sequence/ JEF] 定义 11.1.4 
axiom of separation/ 可 分 公理 ”定义 4.2.11 


B 


B*-algebra/ 了 -代数 EM 4.10. 5 
B function/ Л PR EM 9.2.6 
balanced hul / FHE SEX 4. 2. 4 
balanced set/ 平 衡 集 定义 4.2.4 
Banach algebra / E EHRE EM 410.1 
Banach space/ E ў [BJ Ж 3. 4.11 
Banach theorem for fixed point/ E GTA AEE EHE З. 4. 48 
base function / ÆR 6.3.2 
base of neighborhoods/ 领 域 基底 EM 4.2.3 
basic neighborhoods system/ 基 本 分 域 系 ”定义 4.2.3 
Bellman inequality/ M RETHA ”定理 8.6.2 
Bergstrom ineuuality/ 伯 格 斯 曲 隆 不 等 式 ” 定 理 8. 5.10 
Bernstein pojynomial/ 伯 思 斯 坦 多 项 式 定理 2.7.7 
Bessel function/ ИЗВ К Æ 10.15 
Bessel function of the first kindy 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 定义 多 4.1 
Bessel function of 1ће second kindy/ 第 二 类 贝 塞 尔 函 数 

ЖУ 9.4.5 
Bessel function of the third Кіпа ЗЕ ЕМ 9.4.6 
Bessel іпецпаіку/ ДЖ EH 3.5.27 
Bihari inequality/ 比 哈里 不 等 式 ” 定 理 8. 6 4 
bijective Я ЖУ 1.2.3 
Blaschke inequality/ 布 拉 施 凯 相 等 式 ” 定 理 $.6.29 
Bolzano- Weierstrass theoremy 波 尔 查 诺 - 竟 尔 斯 特 拉 斯 定理 

定理 1.5. 15 
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bounded above/ FARK EX 1.5.2 
bounded below / FAFA М 1.5.2 
bounded below linear operator/ 下 有 界线 性 算 子 EM 6.5.6 
bounded convergence theorem/ 有 界 收 钱 定理 ”定理 2.4.13 
bounded invertible operator/ K RIMAT 定义 4.3.21 
bounded linear operator/ 有 界线 性 算 子 EM 4.3.6 
bounded measurable function spacey 有 界 可 浏 国 数 空间 
ЖУ 2.7.12 
bounded set/ 有 界 集 Ж 1.5.2.20 4.2.9 
bounded variation function/ 9 Жр ЕМ 2.5.6 
Боџпбагу/ t ЖУ 3. 3. 12 
boundary layer/ 边 界 层 11. 4 
boundary point/ 边 界 点 ”定义 未 3.12 
Bunyakovski-Schwarz inequality/ 布 尼 雅 可 夫 斯 基 - 粮 瓦 兹 不 等 式 
定理 8.2.12 


с 


C'-algebra/C' -Rë EM 4.10.5 
Co-semigroupyCo- 半 群 EM 4. 9.1 
cardinal number/ 基 数 定义 1.3.5 
cardinal number of continuous point set/ 连续 点 集 的 基数 
EN 1.3.12 
Carlson inequality/ 卡 尔 避 不 等 式 定理 8.6. 21 
carrier space 承载 空间 ЖУ 4.10. 23 
Cauchy inequality/ 柯 西 不 等 式 定理 3.1.6 
Cauchy-Poincaré ineauality/ 柯 西 - 席 加 莱 不 等 式 定理 8& 5.26 
Cauchy sequenee/ 柯 西 序列 ÆA 1.5.11, EX 3.3.30 
Cauchy theorem/ ӨЕР EE 1.5.13 
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characteristic Тїипсцоп/ Е EM 1 2. 16 
chebyshev polynomial/ 切 比 当 夫 和 多项式 ”定义 5.11 
closed convex hull/ 闭 书包 EM 427 
closed extension / APK EM 46.25 
closed graph theoremy 闭 图 象 定理 定理 4.5.8 
closed mapping / ЮЕ EHE 3.3.43 
closed opezator/ HAF 定义 4.5.6 
closed secr/ HÆ SEX LS. 8. X 3.3. 13.20 3.6. 10 
closure/ 闭 包 Ж 3.3. 19.33 3. 6.10 
cluster point/ RA ÆN 3.3.19, EX 3.6.10 
cokernel/ 余 核 定义 4.7.25 
cormamutativey 可 交换 的 EM 4.3.19 
commutative algebray 区 换代 数 定义 4.10.1 
compact linear oberator/ 紧 线性 算 子 EN 47.22 
compact space/ 紧 空间 ЗЕМ 3.3.41 
compact support/ 紧 支 集 定义 3.4.15 
compaetnessy 紧 性 ”定理 1.5.8 
complementary error functiiony 互 补 误差 函数 10.14 
complementary set/ 余 集 ( 补 集 } EN L119 
complete additivity/ 完 全 可 加 性 ”定理 2.2. 11 
complete continuous linear орегатог з Ж РЕ 
ЖУ 4.7.22 

complete elliptic integral а 9135 表 10.15 
complete measure/ 完 全 测度 ”定义 2.9.7 
complete metric space/ 完 备 度 基 空 间 定义 3.3.22 
complete set/ 完 全 集 定义 3.3, 19, 定 多 3. 5.30 
completeness/ 完 省 性 ”定理 1. 5.13, 22.7.6 
composite mapping/ Ж {ТЕ ЖИ 1.2.14 
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confluent hypergeometrie functiony 合 流 超 几 何 国 数 

ЖУ. 9.3.21 
conjugate bilinear functional/ ЗЕЙ R Ж ТЕЛЕН EM 4.7.32 
co21injugate operator/ JES H ЕУ 4.6.16 
conjugate space / H4 Ят] 定义 4.4.1 
consistency index/ 一 致 性 指标 7.2.8 
consistency matrix/ 一 致 性 第 阵 РМ 7. 2.16 
consistency ratio ЖЕН 7.2.8 
constant mapping / Ж ERA ЖУ L22 
contiguous function relations / ERRE ”性质 9 3.6 
continuous function Ж РӘ РМ 3.3. 26 
continuous linear functional/ 连 续 线 性 泛 函 定义 4.4.1 
continuous mapping/ ESA EM 3.3.26. EX 3.6.11 
continuous spectrum/ 连续 谱 ФУ 4.8-1 
contraction mapping/ ЕЙ БЕЙ EM 3.3. 47 
convergence Й 1 ЖМ 3.3. 22, М 3.4.13, ÈX 3.6.10 
convergence almost опіїогт 2—30 ЖМ 23.21 
convergence in measure ЖИИ ЧЫ ДЕМ 3.2.17 
convergence їп norm/[K 6 Sr ENLA 9 
convex functional/ > PX 442 
convex hull/ HE, ФУ 4.2.7 
convex set/ OR ФУ 3.4.6 
convolutiony 卷 积 2. 4. 21 
convolution theorem / ÈREM EH 10. 3.7 
convolution type transformationy 卷 积 型 变换 10.11 
coordinate function/ PRAY 6.3.2 
cosine integral/ 余 蓄积 分 “家 0.14 
Couraur-Fischer inequality / HA-A RTEA EHB. 5.21 
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D 


De Morgan/ 德 摩根 公式 ”定理 1.1.10 
dense subset / HETE ЕМ 3.3. 19 
denumerable sety 可 刻 集 5 可 数 集 ) SEX 1.3.7 
derived попп/ Ў 定理 3.5.5 
derived topology/ НЬ EM 3.6.6 
dillerential орегатот/ ARAT ЗЕМ 4.3.14. 2 5.2. 1 
diameter/ EX3. 3.24 
difference set/ 着 集 ЗЕМ 1. 1.9 
dimensional analysis /其 纲 分 析 7.2.3 
Dirac distribution/ 狄 拉克 分 布 例 5.3.3 
direct product of distribution АТ ŒM 5.6.1 
direct sumy 直 却 定义 3.2.8 
directed arcy 有 向 7.2.7 
directed graph/ 有 向 图 7.2.7 
discrete metric space/ 离 散 度量 空间 例 3.3.4 
diserete topology tni 例 3.6.4 
dissipative operatory 耗 散 算 子 ŒM 4.9. 12 
distance / ES ЕУ 3.3.24 
distance function/ ВА 5 3.3.1 
distribution 分布 Е 5.3.1 
distribution of order #/£ РАТ ЕУ 5.4. 8 
distribution of slow growth/%583y ENM 5.7. 6 
distributional derivative/ 分 布 导数 EA 5.4. 1 
domain/ ЖЖ EX 1.221. M 4.3. 1 
double-layer distribution/ WIZA fi 5. 5. 8 
dual space 对偶 空间 定义 4.4.3 

GEG- 
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E 


eigenfunction of a linear operator ЕВ T A 4ER i 
定义 6.5.5 
eigenspace/ 本 征 空 半 (特征 空间 ) 48.1 
eigenvalue/ 本 征 值 (特征 值 ) 4.8.1 
eigenvalue of a linear operator/ 线 性 算 子 的 特征 值 定义 65.5 
eljementy/ 元 素 11 
empty set/ 空 集 1.1.1 
energy method / iE 定理 6.4.4 
edujcontinuous/ 同 等 连续 EN 3.3.44 
edujipotenty 对 等 ЖМ 1.3.1 
equivalence class/ 等 价 类 定义 1. 454.8 
equivalence relation/ 等 价 关 系 ”定义 1.4.6 
error function/ 误 差 函数 ” 表 10.14 
essential boundary condition/ 本 质 边 界 条 件 {16.4.9 
essential pointy 本 性 点 EW 5. 3. 13 
essentially bounded function/ $ MAREK SEX 2.7.12 
Euclidean spaeey 欧 几 里 得 空间 3. 1.2 
Euler constant/ 欧 拉 常 数 ESL 9.2.3 
Euler equation/ 欧 拉 方 程 6.2 
Euler finite difference method/ 欧 拉 有 限 差分 法 6.324 
existential conditions for Fourier transforms and reciprocal for- 
mulas/ 傅 里 时 变换 及 其 反 演 公式 的 存在 条 件 103.3 
existential conditions for Laplace transforms and reciprocal for- 
mulas/ 拉 普 拉 斯 变换 及 其 反 演 公式 的 在 在 茶 件 10.44 
exponential functiony 指 数 函 数 Ж%10.9 
exponential integral /指数 积分 ЗЕ 10. 14 
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extension/# 3E GER) 定义 1.2.11, 定 义 4.6.25 
extension of measure/ 测 度 的 扩张 定理 2.9.13 
exterior/ 外 部 ЗЕМ 3.3.12 

exterior point/3F Е 3.3.12 
extremaly 极 值 曲线 6.2.1 

extremum/ 极 值 6.2.1 


F 


Fatou thecrem/ 法 图 引 理 ”定理 2.4.11 

finite open covering / F 827 ЖУ, 1.5.16 ЕУ 3.3. 41 

finite dimensional vector space/ 有限 维 向 量 空间 EN 3.2. 15 

finite set Н Ж 1.1.1 

fixed point/ PHA SEE 3. 3. 48 

formal adjoint operatory 形 式 伴 随 算 子 EM 5.4.9 

Fourier-Bessel series/ 傅 里 叶 - 贝 塞 尔 级 数 EN 9.4.10 

Fourier coefficient set7 傅 里 时 系数 集 EM 3.5.24 

Fourier convolution/ 健 里 叶 卷 积 定义 10.3.6 

Fourier cosine transform and reciprocal formula/ 傅 里 叶 余 续 变换 
及 其 反 演 公式 ”定义 10.3.10 

Fourier expansion/ 情 里 叶 展 开 式 ”定义 3.5. 29 

Fourier series/ 傅 里 叶 级 数 EN 3 5.29 

Fourier sine transform and reciprocal formula / W PETERA 
其 反 演 公 式 EM10.3.H 

Fourier transformy 傅 里 时 变 搞 定义 5.7.14 

Fourier transiorm and reciprocal formula/ 舍 捍 叶 变换 及 其 反 演 公 
式 10.3.1 

Frank-Pick inequality/ 弗 兰 克 - 皮 克 不 等 式 ” 定理 & 3.14 

Fréchet space /3E ЮЖН 定义 4 2.17 
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Fredholm operator / 4R 838183 EXM 4.7. 25 
functional ZA ЖУ 441 

fondamental solution/ Ж Ж. ЕМ 5. 4.11 

F. set /FF 型 集 B| 2. 2. 17 


G 


Gelfand representation/ 盖 尔 范 德 表示 EM 10. 10. 23 
Gelfand transformy 盖 尔 范 德 变换 ”定义 10.10.23 
generalized detivative 广义 导数 SEX 5.4.1 
generalized fuhctiony 广 义 函 数 ÆM 5.3.1 
generalized Hankel transformy7 汉 开 尔 变 换 的 推广 10.6.3 
generalized Laguerre polynomialy 广 义 拉 盖 尔 多 项 式 

定义 9.8.1 
generalized solutiony 广义 解 6.4.4 
generating functiony 生 成 图 数 EM 9.4.3 
Gram-Schmidt theorem/ 格 拉 姆 - 施 密 特定 理 ”定理 З. 5. 20 
graph/ 图 象 ” 定 义 1.2.10, 定 义 4.5.5 
Gronwall inequality/ 格 隆 沃 尔 不 等 式 ” 定 理 8. 6.3 
GasetiGs WR 例 2.2.17 


H 


Н-еШірасаі/Н- Ау ЕУ 6. 4.10 
Hanke! {ипсоп/ ЕЎ ЖУ 9. 4.6 
Hadamard inequality / К Дх E 8.5.7 
Hankel transform and reciprocal formalay 汉 开 尔 变 换 及 其 反 演 公 
式 10.6.1 
Hardy inequality / ARFER 定理 8.7. 48, 定理 8.7. 19 
Hausdorff space/ 豪 斯 多 夫 空 间 定义 3.6.8 
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Heaviside distribution/ 赫 维 赛 德 分 布 例 5.3.4 

Heaviside function Е IERE 例 5.3.4 

Heine-Borel-Lebesgue theorem/ 海 涅 - 波 荣 尔 - 勒 贝 格 定 理 
定理 1. 5. 18 

Hermite polynomial R ARFER Е 9.7.1 

Hilbert inequality/ 希 尔 伯 特 不 等 式 ” ”定理 8.7.9 

Hilbert-Scbmidt norm/y 希 尔 伯 特 - 施 密 特 范 数 ”定义 4.7.239 

Hilbert-Schmidt operator/ 希 尔 伯 待 - 施 密 特 算 子 ”定义 4.7,29 

Hilbert space! 希 尔 伯 特 空间 ”定义 3.5.8 

Hilbert transform/ 希 尔 怕 特 变 换 ” 定义 10. 10.1 

Holder inequalityy 赫 尔 德 不 等 式 8.2.3 

Һотеотогрһіғзтп / |8] ЖМ. 3. 6.11 

hemogeneous/ 齐 次 的 ”定义 4.3.1 

homomorphism/ 同 态 ЕМ 4.10. 16 

hyperbolic and it's inverse function / XX С ЖОК Бе ра ЖГ 
38 10.11 

hyperbolic cylinder and it's inverse [unction/ Z HAREKI 
АЙ 310.14 

hypergeometric differential equation/ 超 几何 微分 方程 
性 质 9. 3.6 

hypergeometric function/ 超 几何 函数 БЕМ 9.3. 1,4 10.18 

hypergeometric series/ 想 儿 何 级 数 定义 9.3.1 

hyperplan7 超 平面 ЕМ 4.4.17 


I 
аса Е ”定义 4. 10. 15 
identity mapping/ 恒 等 映射 ”定义 1.2.2 


identical operator / WART 例 4.3.11 
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image / $% 定义 1.2.1, 定 义 1.2.7 
incomplete Gamma function; 595 Ф 058 80 3 10.14 
index of Fredholm operator/ 358 WEA -THIER 
ЖМ 3.2.15 
infimum’ FF GEN 1.5.3 
infinite demensional vector spacey 无 限 维 向 量 空间 Ж 3.2.15 
infinite ssty 无 限 集 1-11 
infinitesimal generator7 无 穷 小 生成 元 EN 4.9.2 
injectiony 一 对 一 的 映射 (1-1 上 映射》 定义 1.2.3 
injective mapping/ 单 射 ( 内 射 ) 定义 4.5.1 
inner product/ 内 积 Ф 3.5.1 
inner product space/ 内 积 空 间 ”定义 3.5.2 
integrable in the sense of Lebesgue, $ T H E Ж T TER 
定义 2.4.2 
integral operator/ 积 分 算 子 定义 4.3.13 
integral transform/ 积 分 变换 ”定义 10. 2.1 
inter теаѕиге/ РУЛ ЖУ 2.2.4 
inrerior/ 内 部 ŒM 3.3.12, E X 3. 6. 10 
interior рор ЖМ L.5.7. 5 3.3. 12. 3.6. 10 
intersection/ 交集 “EX L 1.6 
interval / KE 31.5.1 
inverse image/ MA ORRO EMLZ1LENM1L27 
inverse Fourier transform/ 9 P HH (һу ЛЕБИЗ ÆN 5.7.14 
inverse mapping/ Wiki ЖУ E25 
inverse trigonometrie function/ 2 — AAK Æ 10.12 
involution/ 对 合 运 算 EX 4.10.5 
isolated point / ул EM 3. 3.19 
isometric isomorphism/ Бп 3 定义 3.3.7 
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isometric mapping/ БИ 定义 3.3.7 

isometrically isomorphism mapping / ЖБ Eh d EX 4.4. 10 
isomorphic mapping/ Ak} ENM 4.4.10 

isomorphism / H ŒN. 3.2.17 

isoperimetric condition/ 等 周 条 件 06. 2.8 

isoperimetric problemy7 等 周 问题 例 628 


1 


Jacobi polynomial / EA HETA ЕУ 9.5.9 
Jordan decomposition/ 约 当 分 解 ” 定 理 2.5. 10 
jump/ К ЖУ 2.5.3 

JU transtorm/ J Ж “EX 10.6.2 


K 


Kantorovich-Lebegev transform/ RFE E 6y-9| ЖИЕ ЕЛЕ 
定义 10. 11. 1 

Kantorovich method / RFEA ERE 6.3.3 

kernel/ 核 定义 4.7.25 

kernel oí a homomorphic/ 同 态 核 定义 4.10.16 

Ky Fan inequality 8888 382 EH 8.5.19, EH 8. 5.25, 
定理 8. 5.27, EHE 8. 5. 28 


L 


Laguerre polynomial /y Ж REMA ЖМ 9.8.4 
Langenhop inequality/ 兰 吉 霍 普 不 等 式 ”定理 & 6.5 
Laplace transform/ 拉 普 拉 斯 变换 ЕУ 5.8.1 
Laplace transform and reciprocal formula/ 拉 普 拉 斯 变换 及 其 反 
演 公 式 ” 定义 10.4.1 
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Lax-Milgram тһеогет/1/ ya A-K RR E EH 6. 4. 13 

Lebegev transformy 列 别 捷 去 变换 EN 10.11.3 

Lebesgue dominate convergence :heoremy 勒 贝 格 控制 收 笋 定理 
定理 2.4. 12 

Lebesgue function space/ 勒 风格 函数 空间 ЗЕ 2.7.1 

Lebesgue integrable/ 勒 风格 可 积 SEN 2. 4.2 

Lebesgue point/ 勒 足 格 点 ”定义 2.6.4 

Lebesgue-Stieltjes measure / $ 17 96-7 ДЕ 18 t] EE 
EX 2.9.24 

left ideal/ 左 理想 定义 4. 10.15 

left inverse/ 左 道 EM 4.10.2 

Legendre equation / HLR E Ж X. 9. 6. 1 

Legendre function /#biE EER Æ 10.17 

Legendre function oÍ the second kind/ 第 二 类 勒 让 德 函 数 
定义 9.6.4 

Legendre polynomial/ 勒 让 德 多 项 式 ” 定 类 .在 1 

Legendre transformy 勤 让 德 变换 定义 10.9.1 

limit point/ 极 限 点 ”定义 3. 3. 22, 定 义 3.6.10 

Lindstedt-Poincaré method/LP 法 11.3 

linear dependence/ 线 性 相关 ”定义 3.2.12 

linear independence/ 线 性 无 关 EM 32.12 

linear operation/ 线 性 运算 М 3.2.2 

linear operator/ 线 性 算 子 ES 4.3.1 

linear space/ 线 性 空间 2 3.2.4 

linear topological spacey 线 性 拓扑 空间 ЕУ 4. 2.1 

Lipschitz condition7 利 普 希 藻 条件 例 3.3.45 

locally conver spacey 局 部 凸 空间 ЕМ 4. 2. 10 

locally integrable function/ WMR А E532 
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logarithm funetionsy 对 数 函 数 Æ 10.10 
Т.орізис г р (7.3.1 
lower bound/F⁄ ЖУЙ 1.4.3.01. 5.2 


M 


mapbing/ 映 射 ЖМ 1.2.1 

Markov chain/ 马 尔 可 夫 链 7.2.6 

mathematical model/ 数 学 秽 型 ”7.1 

matrix norm/ 和 矩阵 范 数 ” 例 3.4.2 

maximal ideal/ 极 大 理想 EX4 10.15 

maximum/ 最 大 值 定义 1.5.2 

maximum «етеп Ко ЖУ 1.4.3 

mean value inequality/ 平 均值 不 等 式 8.2.2 

measurable function7 可 测 是 数 ÆN 2.3.1 

measurable set/ JWA ж 2.2.6 

measure / 测度 ЖУ 2.2.4 

measure врасе/ 1] 518] EM 2.9.17 

Mehler-Fox transformy 梅 涅 尔 -福克斯 变换 EX 10. 11-2 

Mellin transform and reciprocal formalay 梅 林 变 换 及 其 反 演 公式 

定义 10. 5.1 

method of match/ 匹 配 法 11.4.1 

method of multiple scales ZER EIE 11.5 

method of renormalization/ EEEF 11.3.3 

method of strained coordinates 变形 坐标 法 11.3.2 

method of strained рагатеег/ ЖЕ 11.3.1 

metric/ ШЧ ЕМ 3.3.1 

metric space/ FEHER EM 3.3.3 

minimal closed extension7 最 小 闭 扩 张 ” 定 理 4 6.25 
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minimizing seguences/ 极 小 化 序列 6.3.2 

minimum/ УА EM 1.5.2 

minimum elementy 恨 小 元 ЕМ 1.4.3 

Minkowski inequality/ 闵 可 夫 斯 基 不 等 式 8.2.4 
Minkowski functional / Bj Н] 02 РА ЖУ 4.2.13 
modified Bessel function/ YE HN RAK EX9 47 
monotone decreasing function/ 单 调 减 少 函 数 EM 2. 5.1 
monotone function/ JAAR GEN 2.5.1 

monotone increasing function/ 单 调 增 加 消 数 ”定义 2.5.1 
multi-index of order n/n WJ ENA 5.2.1 
multiplication of oberators / 算 子 乘积 EM 4.3.17 
mulhiplicative linear їипсїопа!/Җ RTEZ EM 4. 10.23 
multiplicity of a eigenvalue/ 本 征 值 的 重 数 4.8.1 


N 


natural boundary condition/ 自 然 边 界 杀 件 62.5 
natural mapping/ 自然 映射 EM 4.6. 10 
neighborhocdq/ 邻 域 EM 1.5.7, 定 义 3.3.8, 定 义 3.6.9 
Neumann function / ik ЕМ 9. 4. 5 
nondense subset/ E ÆN 3.3.19 
norm/ РМ 3.4.1 
norm of operator/E F EM 4.3.6 
normal element Е 072 ÆN 4.10. 5 
normal орсга{ог/ ЕШ Е ЖМ 4.7.3 
normed algebra Е ЕУ 4. 10. 1 
normed linear space ТЕРЕЗА SEX 3.4 7 
guasi-normed linear space/ {И 7 8518] У 4.2.16 
null sequence Ж ТЕР У 5.2.7 
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number Беа ЗЕ 3.2. 1 


о 


one-to-one correspondence/ 一 一 对 应 ”定义 1.2.3 
open ball/ 开 球 Ж 3.3.8 
open covering/ Шо ЖУ 1.5.16, 定 3.3. 41 
open mapping/ 开 映射 Ж М4.5.2 
open set / FÆ ЖУ L 5. R. 3.3. 3.3 3.6.1 
order symbols/ 阶 符 У 11.1.1 
arthogonal/i 2 ЖУ 3.5.11 
orthogonal complement / iF 46 ЖМ 3.5.11 
orthogonal polynomial/ 正 交 多 项 式 Æ 10.16 
orthogonal polynomial set/ 正 交 和 多项式 集 РИ 9.5.2 
orthogonal projection / EXE EM 3.5.15 
orthogonal set/ 正 交集 定义 35.18 
orthogonal sumy7 正 交 和 ФУ 3. 5.14 
orthogonality of Besse! function7y 贝 塞 尔 函 数 的 正 交 性 
定理 9.4.9 
orthonormal polynomial set/ 标准 正 交 多项式 集 ÆN. s. T 
orthonormal set/ ЕЛЖ ”定义 3.5.18 
Ostrowski inequality/ 轴 斯 特 党 夫 斯 基 不 等 式 ” 定 理 8.5. 20 
outer measure/ 外 测度 EN 2.2.4 


P 


p-norm/p- 范 数 ” 定义 2.7.1 
paired comparisons/ 成 对 比较 7.2.8 
parallelogram identidy/ 平 行 四 边 形 恒等式 ”定理 3. 5.7 
Parseval equalityy 帕 塞 瓦 尔 等 式 EH 3.5.28 
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Н 


partial ordering/ 偏 序 ЖУ 1.4.1 

partially ordering set/ 偏 序 集 М1. 4.1 

partition of unityy 单 位 分 解 ”定义 48.11 

Perron inequality РЯ 1 Ж ”定理 8.5. 35 

perturbation methods/ 摄 动 方法 11.1.1 

Plancherel theorem/ 普 兰 切 瑞 尔 定理 ”定理 10.3.8. 

Poincaré-Lighthili method/PL 法 11.3 

point spectrum/ 点 谱 ЕМ 4.8.1 

Poisson integral/ 沂 松 积 分 定理 9.4.2 

polarization identity/ 极 化 恒等式 定理 3.5.7 

poly-logarithm function/ 多 项 -对 数 函 数 ” 宕 10.10 

positive definite bilinear functional / E РЕ 55 08 
ж 6.4.10 

positive definite орегагсог ЕЕ 9 = У 6.4.11 

positive operater/ 正 算 子 定义 4.7.12 

роіепсу/ 1 SEX 1.3.5 

power set Е 定义 1.1.5 

premitive function7 原 国 数 ENM 54.12 

principle of virtual work/ HRR 定理 6.4.7 

product ве РМ 1.1.11 

Product space/ 积 空间 ФУ 3. 3.6 

projeetion/ 投 影 定义 1.1.11 

projection theorem/ 投 影 定 理 ”定理 3 5.16 

proper ideal/ 真 理想 定义 4.10.15 

proper subset/ 真 子 集 定 尖 1.1.4 

pulse ргосеѕѕ/ ЮЖ 7. 2.7 

pulse stable/ MERE 7.2.7 
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Q 


quadratic [unctional/ ўв Ж 6.4.3 
quasi-norm J £ EM 4.2.16 

quasi-normed linear ѕрасе ФЫЙ ge 8р EN 4.2.16 
quotient algebra ИК EM 4. 10. 20 

quotient зе AE ЖУ 1.4.8 


Е 


random index/ 随 机 性 指标 7.2.8 

range/ 值 域 定义 1.2.1; 定 义 4.4.1 

rapidly decreasing function/ 速 降 函 数 ” ”定义 5.7.1 

real ne /3 Н EN 1.5.1 

reciprocal matrix / E ЫШ М7.2.16 

reflexive Banach space/ 自 友 巴 拿 赫 裤 间 ENX 4.6. 10 

regular chain/ 正 则 链 定义 7.2.10 

regular distribution/ 正 则 分 布 定义 5.3.2 

regular element/ 正 旭 元 ”定义 4. 10. 2 

regular perturbation problem/ 正 则 摄 动 问 题 11.1.1 

relations between Fourier transform, Fourier sine transform and 
Fourier cosine transform; $8 H np 2 8, 5; 88 E n] IF ЕЛЕЕ 
及 傅 里 叶 余 弦 变 换 之 问 的 关系 EER 10.3. 12 

relations of Mellin transforms and Fourier transforms 
7 梅林 变换 与 博 里 叶 变换 的 关系 10.5.3 

relative sequentially compact/ 相 对 列 紧 ФУ 3. 3. 34 

residual specetrumy 剩 余 谱 EM 4.81 

resonance theoremy 共 鸣 定 理 ”定理 4.5.11 

restriction/ 人 限制 ”定义 1.2. 41 
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resolvent/ 预 和 解 式 Ж X 4.8. 4 

resolvent operator / MAT М 4.8.1 

resolvent set/ 预 解 集 GEN 4.8.1 

Riemann-Stieltjes integral/ 歼 曼 - 斯 带 尔 切 斯 积分 定义 2.5.13 
Riesz-Fiseher theorem/ 里 斯 - 费 希 尔 定理 定理 3.5. 28 
Riesz representation theorem/ 有 里 斯 表现 定理 EH 4.4 16 
right іаеа 18 ENM 4. 10. 15 

right іпуегке 97 Е 4.10.2 

Ritz-Galerkin equation/ P й - ЙОТ EFE 6.5.2 

Ritz method/ Ў 6. 3. 2 

Rodrigues formula/ 罗 德里 格 斯 公式 ”定义 9.5.9 


5 


saparable metric space/ 可 分 度量 空间 定义 3.3.39 
Schwarz inequality/ 施 瓦 医 术 等 式 ” 定理 3.5.4 
secular term/ 长 期 项 11.3 

self-adjoint differential operator/ 自 伴 微 分 算 子 ЖУ 5.4.9 
self-adjoint element/ 自 伴 元 ЖУ 4.10. 5 
self-adjoint operator/ 自 伴 算 子 M475 
semi-normy/ 半 范 数 定义 3.4.4 

semigroup of contraction/ RAER EM 4.9.10 
semigroup of operator/ A TÆR M 49.1 
separabijity/ 可 分 性 EA 2.7.9 

separate/ 分 离 ЖУ 4. 4. 18 

sequential weak сотрас/ 0 ЖУ 4.6.8 
sequential weak * сотраст/ 53° 列 紧 У 4.6.8 
sequeutial compactness/ 列 紧 性 У 1. 5. 15 
sequentially compact space/ 列 紧 空 间 定义 3.3.34 
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series/3 ЕМ 3. 4. 13 
зе 1.1.1 
set of extended real number/ 扩 充 ( 张 ) 实 数 集 定义 1.5.1 
signed digraph/ 带 符号 的 图 7.2.7 
simple function/ 简 单 函 数 ENX 2.3.8 
sine integral /正弦 积分 3& 0.14 
single-layer distribution/ 单 层 分 布 (5.5.7 
singular perturbation problemy 奇 异 摄 动 问 题 11.1.1 
slowly growth function/ 5 К ЕУ 5.7.6 
space of bounded linear operator/ 有 界线 性 算 子 空间 
ЖХ 43.6 
space of test functiony 检 验 函 数 空间 РУ 5.2.3 
space s, c, й? 276, с PP. Га] ФУ 3.3.33 
spanning space/ 生 成 空间 У 3.2. 15 
special funetion/ 特 殊 函 数 9.1 
spectral faimily/ 谱 族 定义 4.3.11 
spectrum /jÉ ÆN 4.8.1 
spectrum radius/ 谱 半径 EH 4.8.5 
spherical function/ 球 面 函 数 ”定义 .6.6 
Steffensen inequality/ 斯 梯 芬 森 不 等 式 8.3. 3 
Stieltjes transform and reciprocal formula/ 斯 磅 尔 切 斯 变换 及 其 
BRAA EM 10.7.1 
strict inductive limit/ 严 格 归 纳 极限 EM 4. 2.22 
strong continuous semigroup of operator/ 强 连续 算 子 半 群 
ЕХ. 4.9.1 
strong covergence/ RAN ЗЕМ 27 5, EN 3.4.9, EM 43.9 
stronger topology/ 较 强 拓扑 例 3.6.4 
subadditivity/ 次 可 加 性 ”定义 3.4.1 
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subalgebra/ für 定义 4.10.1 

subcovering/ FH H ЖЕЎ E 5.16, EXM 3. 3.41 
subset / PR EM 1.4 

subspace/ TAN ÆN 3.2.16, EX3 35X3 6 10 
support of a distribution/ 分 布 的 支 集 定义 5.3.13 
support set/ 支 集 定义 2,88; 定 义 3.4.15, 定 义 5.2.2 
supremum/ 上 确 界 定义 1.5.3 

surjective mapping/ 满 射 ”定义 1.2.1, 定 义 4.5.1 
symmetrie bilinear functional/ 对 称 双 线性 汉 函 6. 5.2 
symmetric operator/ 对 称 算 子 定义 4.7.5 

system identification/ 系统 辨识 7.1.3 

Szász inequality/ 沙 斯 不 等 式 ” 定理 8.5.8 

Sz-Nagy inequality / HE TSA EH 8. 6.20 


T 


tables of Fourier transforms / E EI ERMA 3E 10.2 
tables of Hankel transforms / N W REJE Æ 10. 19 
tables of Laplace transformsy 拉 普 拉 斯 变换 表 
表 10.3 一 表 10.5 
tables of Mellin transformsy 梅 林 变 换 表 表 10.6 
tables of Weierstrass transforms / ЖЕК ТЕ E 
Ж 10.20 
test function / ЮЙ РМ 5.2.3 
the existences of Mellin transform and reciprocal formala 
/梅林 变换 及 其 反 演 公 式 的 存在 定理 ”定理 10. 5. 4， 
定理 10.5.5 
the properties of Fourier transforms/ 傅 里 叶 变 换 的 性 质 10.3.2 
the properties of Laplace transformsy 拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 
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10.4.3 
the propertics of Mellin transforms/ 梅 林 变换 的 性 质 105.2 
time seriesy 时 间 序 列 7.1.3 
topological mapping/ hti Ж 3.6.11 
topological property / {МЕ EM 3.6. 11 
topological ѕрасе/ Hth EN 35.6.3 
topology/ 拓 扑 ÆM 3.6.1 
total ordering/ 全 序 ÆX141 
total variation/ ж Ж ЕМ 2.5.6 
totally ordered set/ 全 序 集 ÆXLA4AL 
totally ordered subset/ 全 序 子 集 ЖУ 1.4.1 
гасе ЖМ 4.7. 28 
transcendental number/ 超 赴 数 ”定理 1. 3. 13 
transformations with respect to an index/ 指 标 型 变换 10.11 
transversality condition/F8 8& 38 fE 例 6.2.6 
trivial ideal/ 平 凡 理 想 定义 本 10.15 
trivial topology- FE mth {13.6.4 


Ú 


uniform boundness principle/— HARTE 定理 4.5.11 
uniform boundness/ 一 臻 有 界 ENM 3.3. 44 
uniform continuous sermigroupy 一 致 连续 半 群 定义 491 
uniformly continuous парріпр/ “Зо Е 9. ТЕ 3. 3.43 
uniformly convergence/ ЗО ТЕУ 4.3.7 
union/ 并 集 ЖУА. 1.6 
unit еІїетепі/ (776 Ф 4.10.1 
unital'- гергеѕепіацоп/ {ў R ЖУ 4.10.7 
unitary operator/ 西 算 子 定义 47.1 
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unitary space/ 2 [8] m 3.1.12 
upper bound/ ЕЙ ЖУ 1.4.3 


v 


value stable/ 值 稳定 7. 2.7 
variation/ 变 分 6.2.1 
variation equation/ 变 分 方程 ”定理 6.4.7 
vector norm/ 向 量 范 数 ” 倒 3.4.2 
vector space/ 向 量 空间 ЖУ 3. 2.4 
vertix/ 结 点 7.2.7 
w 

weak сопуегрепсе И EM 4.6.1 
weak ”convergence/ 弱 "收效 ЖУ 4.6.4 
weak convergence of a sequence of distributions 

(RARAN EN 5.3.16 
weak Пан ”定义 4.6.1 
weak solution /88 6. 4.4 
weaker topology 1 [3.6.4 
Weierstrass translorm and reciprocal formula 

/ 魏 尔 斯 特 拉 斯 变换 及 其 反 演 公式 定义 10.8.1 
Weierstrass theoremy 厂 尔 斯 特 拉 斯 定理 ”定理 3.4. 19 
weight function/ ЮЙ 定义 9.5.2 
weight vector/ тЫ 7.2.8 
Wendroff inedualiry/ 温 德 洛 夫 不 等 式 

定理 8. 6. 16 ~ EH 8.6. 19 
Whittaker fuaction/ $ff ра 9 表 10. 18 
Wilkinson inequality/ 维 金 生 不 等 式 定理 8. 5. 18 
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Wimp transform / НА ENM 10.11. 4 
Wirtingen inequality ЕЕ Жїл EHS. 4.7 


Y 


Young ineauality/ 杨 不 等 式 ” 定 理 8.2.1 
Z 


Zerinel axiom of chojce/ 策 墨 洛 选取 公理 ”公理 1.4.5 
Zorn lemma/ ЗГ 5i 4.4 


x 


T їипспоп/ Бр ЕМ 9.2.1 
o-algebra/o- 代 数 М 2.9.16 

o-finite measure/o- 有 限 测度 定义 2.9.8 
о-тіпр/о- Ж Е 2.9.1 

и” -measurable/z" -可 测 的 ФУ 2.9.12 
*-homomorphism/ + -EA М 4.10.7 
оо-попп/оо- о ENX 2.7.12 
ĉ-sequence/ -FF| РМ 5. 3.18 
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